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第 1 章相关知识回顾 


本章复习数沦、单位 S 根和集合论基础的-些熟知内容，大多数证明只有概要. 


1. 1数论 


首先讨论数学归纳法.回顾自然数集 N 是由 

N = f 整数 m n >0} 

定义的.即 N 是一切非负整数的*合.数学 归纳法 是基于 N 的下列性质的一种证明方法， 

最小整数公理《 在 N 的每个非空子集 C 中都有最小整教. 

假定公理成立则对于任意闻定的、可以是负的》数讲，每个大于或等于 m 的整数集合 C 都有 
最小 整数. 如果 m >0, 它就是 fl 小整数公理.如果 w <0, + …， 一 UN 且 

C = (Cn - 1)) U ten N ). 

如果有限集 CD + 一1>垆0,則它包含一个最小 ft 数. M 然该数就是 C 中的®小整数, 

如果 C 门 {/ n ， m + l ,〜，一 l }=0, 则 C 包含在 N 中， ft 小#数公理保证 C 有 fl 小整 数. 

定义自然数； •为索数. 如果 p >2 且没有因教分觯其中为自然數. 

命题 1.1 每个&然教不是素數就是素數的乘积 • 

证明设 C 娃由一切大于1的、不满足该性质的 fl 然数绀成的集合 N 的子 ft , 要证.如 
采 C 非空，则它含舟最小 整数.臂如说 W »«€ C . 所以 m 不是索数，从而有 G 然数 a 和 6 使得 
m = a 6， a < m 和 A <» n . 由于0和6都比 ™ 小，而 mfiC 中的 ® 小整数. W 此两者都不在 C ’ 中，所 
以它们的每一个或者姓京数.成者娃索数的乘枳.由此 / n = d 是素数（至少 两个〉 的乘积，这与 m 
不满足本命题相矛盾. ■ 

有两种归纳法. 

定理 1.2( 数学归纳法 1 设 m 是固定的整教，且对每个整 教”彡 m , S ( n ) 是一个命《.如果 
( I ) S ( m > 真，且 
( II ) S ( n ) 真蘊法 S (”+ l > 真. 

則对所 有整教 n ^ m . S ( n ) 都真. 

证明设 C 是•切使得 S (») 不真的整数的集合.如果 C 空，定理巳得到证明.否则. 
在 C 中冇最小整数 K 由 （ 丨>, ft > m , 因而存在命® SU _ 1>. 因为 i 是 C 中的最小螫数.所以 
* — i < a 蘊涵硭 c . 于是 . sa - i ) 为真.由 （n >, su ) = s ( o — i ]+ i > 也为真，这与《€(:矛 
盾 （ SU ) 是 C 中的命题，故为 so . ■ 

定理 1.3 f 第二归纳法）设 m 是团定的整数，且对每个整教 n > m ， S ( n > 是一个 命题.如果 
< i ) S ( m ) 真，且 

(ii ) 如果对一切满足的夂 SU ) 真. WS < n > 本身也真， 

则对所有整教 n > m , S ( n ) 都真 • 


© 该性 ffi 通常称为良序原則. 



■ 


证明概要与第一归纳法的证明类似. 

现在回顾初等数论的一些结果. 

定理 1.4 (带余除法）给定整數其中存在唯一的整數 g 和 r 使得 

6 = fla + r.O ^ r <| a |. 

证明概要考虑一切形如 6 — W 的非负整数，其中 》6 Z . 定义 r 为形如一; 》 a 的最小非负整 
数，并令9为出现在表达式 r =6— na 中的整败 n . 

如果 ga + g ' a+r ,其中0</<| a |，则 I (, q — q')a | = | r — r |. 现在 0<| 〆 一 r |< | a |， 
如果 U _ Y I 关0 , W 有 I ig-qta \>\ a \. 由此可知，等式两瑞都为 0, 即 9 =9和 r =/. ■ 

定义如果 a 和 A 都是整數且 a 关0,則称带余味法申的 <7和 r 为^除6的商和余数. 

注特别地，当6为负教时带余除法也有意义.粗心人会以为6和 一61* ■以 a 有相同的余 
教，这通常是錯的.例如7除60和 -60, 

60= 7* 8 + 4 和一 60 = 7* (—9>+ 3 
由此，7除60和 一60 的余教是不同的. 

系 1.5 有无限个素數 • 

证明 { 欧几里得）假设只有有限个索数.它们是九，^,…，^•令 M =(/ v .. p *> + l •由命题 
1.1, M 不是索数就是 家数的 乘积，但 M 既不是*数（对每个 M > p t ) 也没有索因子因为 
/>■■除 M 得余数1而不是0, 例如， p | 除 M 得 JVf =九 （内 …九 > + 1 • 商 (j =内…九 . 余数 r=l | 

除 JW 得 JW = /> 2 ( p l / V ••九）+ 1, 9 =灼朽…九 ， r =l |等等. 这一矛盾证明不可能只有有限个索数， 
从而必有无限个. ■ 

定义设 a 和 A 都是整教，如果存在整教使得 6= a< /, «称《3是6的因数.也称 a 整除6或办 
是 a 的倍数，记为 


a I b . 

下面要转移我们的 视点. 在开始学习长除法的时候，强涮商 ■?, 而余数 r 不过是丢弃的零头. 
这里关注给定的数6是否为败^的倍数.而究竞多少倍是次 要的. 因此，从现在起要强调余数.于 
是 a I 6当且仅当6除以 a 得余数 r = 0. 

定义整教 0 和 6 的公 因数是 相满足 C 丨<« 和 c 丨 6 的整数 <■. <2 和 6 的 最大公因数或 gC d 记为 （ a , 
6 ) ,定义如下： 


命题 1.6 


(a,ft)= 


jO , 如果 a = 0 = 6 
U 和 6 公因數中的最大者， 
如果/>是素教， 6 是任一整教•則 


其他 


⑽ Hf : 


如果/> 1 办 
其他 


证明概要一个正的公因数也是素数/>的因数，因此不是就是 1. 

定理 1.7 如果 a 和6是整數，射 （ a ，6> 是 a 和6的线性组合，即存在整數 s 和 f 使得 d 
sa + tb . 


证明槪要设 


J = {sa + 16 * s ,£ 6 Z > 

(包括正数和负数的一切整数的集合记为 Z ). 如果/#〈0}，令 d 为/中的最小正整数，作为/ 
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的成员，有整数 s 和/使得 c / = sa + 也 可以断定 J =(刃，（心是指 d 的一切倍数的集合.显 
然，（心口 L 对于反包含，取 cei , 由带余除法 ， c = ^+ r , 其中 0< r < c /. 如果 f #0， 则 
r = c~qde f 与 d 是最小相 矛盾. 因此 ， d 6 ( A 且 J = (</). 由此， d 是 a 和6的公因数且 
是最大的. ■ 

命题 1 . 8 设 a 和 6 都是整教，“和 6 的非 ft 公因教 d 是 gcd 当且仅当对每个公因教（有^ | 汰 
证明概要如果 d 是 gcd , md = sa + tA , 因此，如果 < :|* 1 且 < :丨 6 ，则 + 反之，如 

果 d 是公因数且对每个公因数 r 有 c | </,则对所有的 c 有因此 d 是最大的. ■ 

系 1.9 设/是 Z 的子集满足 

( I ) oeit 

( II 〉如果 a ，If Jld a — b ^： 11 
( ill ) 如果 a €/ 且則中 
則存在自然數 </6/ 使得 / 由 c / 的一切倍數组成. 

证明槪要这正是用来证明定理 1.7 的子集 J 所具备的性质. _ 

定理 1. 10 (欧几里得引理1 如果户是素 教且户 | ab , 則 /> I “ 或 p I 6. 更一般地，如果素教 

/>整除乘积糾七…則/>至少整除其中的一个因数 £2,. 

证明槪要如果 pta , 则（/>，<!> = 1且1 = 1夕 + lfl . 因此 • 6= jp 6+ fa 6 是 p 的倍数.第二个结 
论可对 n >2 用归纳法证明. ■ 

定义称整數 a 和6互索，如果它们的 gcd ( fl ,6> = 1. 

系 1.11 设 a . 6和 c 都是整數.如果 f 和 a 互素且 c | •則 c 丨 

证明槪要因为 l = wr +/ fl , 所以有 b = scb + tab . _ 

命 JHK 12 如 果户是 素教 ， M p | 其中0<)</>. 

证明概要由二项式系数的定义， ( f ) = p \/ j \{ p - j )\ ,于是 
P ! = i \(. p - i '>\( p j ). 

根据欧几里得引理.户01(/> -_/•>! 蕴涵/>丨(^). ■ 

命题 1. 13 ( i ) 如象 a 和 b 却是整教 ， w a 和6互素当且仅当存在整教 J 和 f 使得 l = sa + 访. 

( II ) 如果 = ( a ,6). 其中 a 和6不全为0, « ( a / d , b / d ) = 1. 

证明（丨> 由定理 1.7 得必要性.对于充分性，注意到丨是最小正整数， W 而此时1是 (3 和6 
的最小正线性组合.从而 （ a,W = l . 或者用另一种证法，如果(■是 a 和6的公因数，则 C | M + rt , 因 
此 c 丨1，从而 c =± l . 

(II) 因是公因数，所以《/乒0且 0 /«/和是整数.等式 + 导出1 = S (_ a / d ) + 

t ( b / d ) . 根据 （ I >， ( a / d , b / d ) = 1. ^ 

下面的结果给出求两整数 gcd 的具体方法，同时可把它表示为线性组合. 

定理 1. 14 ( 欧几里得算法 } 设<2和6都是正 整數. 存在算法求它们的 gc d , c / = ( a ,6> ,且存 

在算法求整數对 s 和 t 满足^/ = «|+访. 

注详情可见定理 3.40 对多項式的 证明. 
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要知道希滕人如何发现该结果，見 Rotman 所著的《 A First Course in Abstract Algebra ) 

49 S 关于 antanairesis 的讨论. 

证 明概要辗转相除如下 ：开始 6=^ + r , 其中 0< r < a . 第二步《 = 〆 !* + 〆 ，其中 0</< r . 
再下— # r =/ r ' + r 〃， 其中 0 </< 〆 ，等等.最终该步*停止，而最后的余数就是 gcd . 从最后的 
S 等式倒推，可把 gcd 表示为 a 和6的线性组合. ■ 

命題1 15 如果 6>2 是整數，則每个正整教 m 郝有一个 底数为6 的表达式：存在整数 < 满足 
0<沁<6,使得 

m = d k b k 十…+ «/ 0 ; 

此外，如果4^0, «该表达式唯一. 

证明槪要由最小整数公理，存在整败 々 SO 使得又由带余除法， 

其中 0< r < M . 对 m > l 用归纳法可证明各6-进位败字的存在性.唯一性也可以对 m 作归纳证明， 
但要注意一切可能产生的情形. _ 

称数 A , d k - x , -• 岣为 m 的6-进位数字. 

定理1 16 (算术基本定理）飯定整數有因教分解 
a = P \ … p m 和<» = …％， 

其中所有的 p 和所有的 9 都是 素數. 《 ”= m 且各个 g 可以*新标号使得对一切，•有 w 九. 因此 
存在唯一的互不相同的素數久和唯一的 n 个整數 e ,>0 使得 


0 « p\ … P:' 

证明对 m 和 ri 的大者纟用归纳法证明本定理. 

如果€=1,则给出的等式为<1 = ^=9|,结论显然成立.关于归纳步，注意给出的等式表明 
Pm I 91 - W ,. 由欧儿 里得引 理，必有某个使得 I 仏. 但％ 是索数，除1和它自身外没有正因 
数，所以仏 =/»«• 重新标兮后，珂以假定〜=/^.消 ipm 得由归纳假设， 
n _ l = m _ l 且对所有 q 重新标号后，对一切 I •有 ■ 
定义 整數 a 和 6 的公倍数是指满足 a 丨 r 和 6 | r 的整數 c . a 和 6 的最 小公 倍数或 1 cm 记为 
，定义 如下： 


[“，叫二】 




O 果 a = 0=6 

»的最小正公傕教，其他 
命睡 1. 17设^1 = /^… 〆 ;•和… 〆 •，其中对一切 I , e t ^0 9 /•>()* 令 
— min { ^, / i } 9 M t = max { e ( 

则 fl 和 6 的 gcd 和 1 cm 为 

(a 9 b) = p^ x …/ >7" 和 …夕 
证明槪要 p\ … 〆 ；• I 〆 ， •••々 当且仅当对一切 《, 々</,. 

定义固定如果 w 丨射称整教 a 和6对横 m 同余，记为 
a = 6 modm . 

命埋 1. 18设>»»>0是因定的整教 . 《对所有整數 fr , c , 

(i ) a 三 amodm ; 


(|j ) 如果 a 三 6 modm ， 則 6= amod /7 i ； 

(ffl ) 如果 a=bmo6m 且 6 妄 cmodm，M a = cmodm . 
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注 （丨） 说明同余是自反的， （ i ) 说明同余是对称的， （ ifl ) 说明同余是传递的. 

证明槪要所有结论容易从同余的定义得出. ■ 

命題 1. 19设是固定的整數. 

(j ) 如果 a = qm + r , 則 <i=rmodm. 

(ii ) 如果 0 </<r <m ，則 r 赛 〆 modiw; 即 r 和 r'mod/w 不同余. 

( 谢 ） a 三 6 modm 当且仅当 m 除 a 和 m 瞭6的余數相等. 

( IV )如果則每个整教 a 检和0，1， … • m — l 之一对模 m 同余. 

证明槪要 （丨〉 和 （《> 是简单亊实 i ( II )只需注意0< 〆 一 r < m 就珂推出，而 （| V > 由 
( I ) 和 （ II ) 推出. ■ 

T 面的结果表明同余与加法相容，同余与乘法也相容. 

命题 1.20 设 m >0 是固定的整數. 

( I ) 如果 a 芒 fl’modm 且 6 三 6'mod/w , 則 

a + 6 = a + 6’modm. 

( II )如果 a 三 a’modm 且 6 三 6’modm ， M 

ab = a’^/modm. 

(W ) 如果 a=6mod//i* 則对一切 it^l • modm. 

证明概要命® a 然 成立. ■ 

先前 7 除 60 和60分别彳!}到余数 4 和3，而4 + 3 = 7,这不 fi 偶然的 巧合. 如果《是»数 H 
m ^ Ot 设 a 三 rmodmji as / modm , 则由丄面的命8•得到 

0 ，一 “ + <| 三 〆 + rmod/n. 

下面的例子说明怎样运用 同余. 在每种情形下 • 关键是要在解题时用余数代替该数. 

例 1.21 (丨） 证明： 如果 a 是 Z 中的数，則(1 2 =0, 1,或 lmod 8. 

如果《是 粮数， 则 flS ^ rmod 8， 其中 0< r <7; 又由命題 1. 20( Bi ) , a 2 = r 2 mod 8. 闪此只 X 观 
察余数的平方. 


表1 1平方 mod8 



n 

n 

mm 

mm 

wnm 

mm 





mm 






Kflg 



mm 

mm 

mm 

n 

mm 

mm 



从表 1.1 可知，8除一个完全平方数其余数只能是0, 1或 4. 

( II ) 证明《= 1 003 456 789不是完全平方数. 

W 为〗000 = 8 • 125，有 1 000=0 mod 8, 所以 

w = 1 003 456 789 = 1 003 456 • 1 000 + 789 = 789 mod 8. 

8除789得余数5，于是 ” E 5 mod 8. 如果 n 是完全平方数，则 w =0, 1或 4 mod 8. 

( IH ) 如果 m 和/!是正整数，是否存在形如 3 w +3" + l 的完全平方数？ 

再来观察 mod 8 的 余数. 3 2 =9 = lmod 8, 由此可求得 3 w mod 8 如下： 如果 m =2 A ， 则 3 W = 3 2 * = 
9* = lmod 8； 如果 m =2々+ l , 则 =9* • 3三 3 mod 8. 于是 



/ lmod 8, 如果 m 是 偶数； 

3 W = { 

'3 mod 8 f 如果 m 是奇数. 

用除以 8 的余数代替该数，根据 m 和71的不同配对，得到3"*+3" + 1的各种可能的 余数： 

3+1 + 1 = 5 mod 8 
3 + 3 + 1 = 7 mod 8 
1 + 1 •+■ 1 = 3 raod 8 

I 8 1 1 + 3 + 1 = 5 mod 8. 

无论哪种情形余数都不是 0, 1或4,因此由（丨>,形如3-+3" + 1的数不可能是完全平方败. ■ 
命题 1.22 —正整教 a 被3 (或被 9) 整除当且仅当它的各位（十进制）數字的和被3 (或被 

9) 整除. 

证明槪要观察 10” slmod 3 (10” sl rao d 9). ■ 

命题 1.23 如果 p 是素教， a 和 b 是整数，則 

(a + b) p = a p + b p modp . 

证明概要运用二项式定理和命题〗 .12. ■ 

定理〗 .24 { 费马 （ Fermat )} 如果/>是素数，《对2中的每个 
a p * amodp . 

更一般地，对每个整数 

a pk s amodp . 

证明槪要如果对《用归纳法证明 • 其中归纳步运用命埋 1.23. 第二个命题可对* 

用归纳法证明. _ 

系 1.25 设 p 是素數，/ I 是正 整教. 如果 m >0 且2是 m 的 />- 进位各位數字之和，则 
n m = n modp . 

证明槪要用底为 P 的指数表出 m , 再用费马定理. ■ 

计算7除10 100 的 余数. 第一步， 10 ,00 s 3 ,0(> mod 7. 第二步，因100=2*7 2 +2，由上面的系得 
3 100 s 3 4 =81 mod 7. 因 81 = 11 X 7+4, 可得余数为 

定理 1.26 如果 = 則对每 个整數 h 同余式 
ax = bmodm 

关于 j •有 解； 事实上 ，： r = s 6 就是一个解，其中 w 三 lmodm . 此外，任两个解关于模 w 同余. 

证明概要如果1 = «1 +你 1 ， 财 b = sab + imb . 因此6三 a ( s 6 >modm • 又如果则 
1 ?. .1 0 — A ) modm ， 所以 m | fl(:r — s 6> •因 （ m ， a ) = 1，由系 1. 11 ， m | (: c — s 6), 因此 j ：= s 6 modm . 


系 1.27 如果 /> 是素數， a 不 能被夕整除，則同余式 
ax = 6 mod 夕 

恒有解. 

证 明槪要如果 fl 不能 被/ •整除 ，則 （ a,/>) = 1. 

定理 1.28 ( 孙子«余定理 1 如果 m 和 m' 互索，《下面两个同余式 
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有共解，且任两个解对模 mm' 同余. 

证明概要由定理 L 26,第一个同余式的解形如(其中 l = w + fm ). 把它代 
入第二个同余式解 L 另一种证法，存在整数5和/使得 l = S m + / m '， 于是共解为 
x = 6’ms + bm,s’ • 

为证唯一性，假定 y^b modm 和 ysymodw ' ，则 or — yEOmodm 和 : r — ysOmodm ' ，即 m 和 
都能整除 x — 夕， 由习题 1.19 可得结论. ■ 


习题 

1.1 证明 +2 ! +••• + ”： = -i-B(n+l)(2n+l) = j” 1 + +»* + +"■ 

1. 2 iiE 明 l 1 + 2 1 + …+ n 3 +n* + -i-n* + +”*• 

1.3 iiE 明 1' + 2. + … + ”• = y«* + y "' + j»，- 55». 

注：对把 ' iii* 表示成 》 的多项式的一般公式为 

i-l 

(*+1) 

系数中所含有琿败尽0>1)称为伯努利 （BemouHi〉 数•由 

^i =I+ Sfi y 

定义.见 Borevich-Shafarevich 所著的 《Number Theory >，382 fi. 

1.4 通过计»阁 1. 1中边长为 w+1 的正方形的面积 Oi+l) 2 ,导出公《 的计算 公式. 
提示： 对角线两側三角形 A 枳相等. 
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m l.i 

1.5 ( | ) 通过计箅图 1.2 中底为 n 十 1髙为"的长方形的面积 n(n+l>, 导出 i ； i •的 计算公式. 

(li ) (阿尔哈森 （ Alhazen), 约 965—1039) 对固定的4 彡 1,用 ffll.3 证明 

(«.+1)2«*=2 <*"+^(2 <*). 

»=1 «=1 •*! f-l 

提示： 如图 1.3, 高为 ” + I 底为$ *** 的长方形可分成两部分，有阴影的台阶部分面积为；£ « 4M , 








D 



o 
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B 
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議 
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調 : 
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m 1.2 






它上部的面积为 

1* + (1* + 2* > + (1* + 2* + 3*> + …+ (1* + 2* + …十 n 鳥） • 



I * 2* 3* 4 1 5* 


明 1.3 

( ill ) 已知公 * = 4 _ rt ( ”+ 1), 用< B >导出公 《** 的计算 公式. 

,=i ^ •*» 

提示： 在阿尔哈#公式中，作代换.移项解出§ 〆 • 

1.6 (莱布尼茨 （ Leibniz 〉〉 称甬败/, R - R 为函数.加果对每个自然 败”. 存在"阶导败(定义 

/。*为 />• 如* /和 * 喊数， 证明 

(/*>“’-2(:) 广 •《'• •、 

1.7 (双重归纳法）设 S < m , n > 塔 . 组有双®标吁的命題 • 每个 m > l 和对应一个命题. 

假设 

(i ) S ( l . l ) 为 ft * 

<|| > 如采 S ( m , l ) 为真 • WS ( m - M . I ) fiHi 

( III ) 如果 S < m , n ) 对所有/«为處，則5(1^”+1>对所釘 m 为 ft . 

证明对所有 m > l 和》> l . S ( m , n ) 为 ft . 

1.8 用双 _« m 纳法证明对所有 

(m + "_ 〉 rmi. 

1.9 证明#是无理败. 

提示： 如果#是存理数，且可假设= 1 <事实上只要«定《和办至少有 一个是 奇数躭 
够了）.取该等式的平方导出矛活. 

1.10 证明欧几里得定理的逆定理：如采整败有如下性质，即它一 M 整除…个乘积必整除 W 败之••则 
该数是索数. 

1. 11设户，，九，九，…是由小 a 大的索数 表：九 =3./», =5,-. 对令/ * =外内 •••/>• +1. 求使 
得/,不是*数的最小蚁 
提示： 19 | / 7 ,但7不是 1 ft 小的々 • 

1.12 如果< /和/ 是非零整败，且相互整除，证明/= 士沃 
1.13 证明每个正整数《可以写作2的不同幂的和. 

提示： 用2为底败表示 m . 

1. 14设 < r * a ) = 1 ~ ( 〆 •《>，证明 （ rr '* a ) 兰 1. 

1.15 ( i > 证明： to 果正整数”无平方因数（即”不能被任何*数的平方 整除） •则&是无理数_ 

(jj ) 证明整败 m >2 是完全平方数当且仅当它的每个索因数都出现偶 数次- 
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1.16 证明游是无理数. 

提示： 假定为■能写作一个既约分败. 

1.17 求 gcdj = (12 327,2 409) ,求整数 s 和/使得</-12 327* 十2 409/,并把分败2 409/12 327写作既约形式 • [ H ] 

1.18 假定 d = w + 访是整数 u 和6的线性组合，求出无限对整数使得 

= s*«i 4- t k b . 

提示： 如果 2*+3 f = l , WJ 2(> + 3)+3(£-2) = 1. 

1.19 如果《和6互索且都能整除整数 IW 它们的积也能整除 n . 

1. 20设 a >0, 证明 = ( a 6, oc ). [必须假定 a >0, 免得 aib . c ) 为负 •] 

欉示： 证明如果4是肋和 df 的公因数 ， W k 1 aCb . c ). 

定义： 整败… ，化 的公因数是指对所有 I 有 r 丨仏的整败 称最大的一个公因数为最大公 因数. 

记为 （< Z , * fl , »•••*<!.). 

1.21 (丨） 证明： 如果 £/ 是 a ,,•••,*! ，的 最大公因数，其中对于 I .是 Z 中的败. 

(11>证明：如果 r 是 a ,, 叫， …， a , 的一个公因数 • ^ ic \ d . 

1.22 ( | ) 证用 的 gcd 等于 ( a ，(6， c >>. 

(H ) 计算 (120,168.328). 

1.23 毕达哥拉斯三元组是指有序正整数三元组 • 满足 

a : 十 6* = f * | 

如果 gcdU , ft , r ) » 1 ,则称它为本黡的. 

( I >如果正整数 • 证明 

( q 1 ~~ p l ，2 qp , q z + 〆 > 

是毕达 蝣拉斯 H 元组. [ 可以 WE 明每个本原毕达哥拉斯三元组 ( a , b . c ) »是这种形式 .] 

(i >证明中达 班拉斯 三元组 (9,12.15) 〈它 不是本 断的〉 不是 （ I >纶出的形式. 

( iii ) 用能求平方根佝只能垃示8位败的计算器并用求出9和 p 的方法证明 
(19 597 501,28 397 460.34 503 301) 

足申达哥拉斯三元组. 

定义： 〜，《*,•••，《„的公倍数玷指对一切 I 有 a , 丨 m 的轚数 m . 如果<1.关0最小公倍数焙最小的正公倍 
数，否蝌为0,写作 Icm 并记为 

1.24 证明整数 M^O ft fll , fl2 •… ，士的 Icm 当且仅当它是 a , ,&的.•个公倍败&可整除-•切其他公倍数. 

1.25 设 “ i / h ，… • fl ./ fc , e Q . K 中对 一 切》•有 （< i , ，色 ） = 1. 如果 M lcm <6, .•- *6.} * ii £ 明， •“， 

祕《/^ •的 Bed 是 1. 

1.26 ( | ) 证明，其中是“和6的最小公倍败 • 

提示：如果 a 和6都不为0,证明泌/(«,幻 ® 和/»的一个公倍数，它可整除 a 和 A 的每个公倍 
败^或者用命题 1.17. 

( _ ) 给出一个 [ a » fr « c 3( a *6» c ) ohc 的 例子. | 13 | 

1.27 ( i ) 用分解为索数的方法求 gcd (210,48>. 

(H ) 求 （1 234,5 678). 

1.28 设“和6是正整数且 U ,6> = 1，又设妯是平方数，证明 a 和6两者都是平方败. 

提示： 《和6的索 W 数的集合不交. 

1.29 设 《 = / m ， 其中 p 是素数 E 不能整除整数证明 

“(;.)_ 
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提示： 俚定不成立，交错相乘，并运用欧几里得引理. 

1.30 设 m 是正整数， m ' 是重排 m 的各位数字 （十 进制）而得的整败（例如取 m = 314 159, m ' = 539 114). 
证明 m — 的倍数. 

1. 31证明正整数”可被11整除当且仅当它的各位败字的交错和被11整除（如果 a 的数字为 
则它的 交错和 为表一4+木一… >. 

提示： 10= — lmodll . 

1. 32 (丨〉 证明 10 9 + r 被7整除当且仅当 2 r 被7整除. 

(« ) 给定具有十进位败宇…禹的整败 a , 定义 

o ! =* d k d k . x ^ d x — 2 d 0 . 

证明 a 被7整除3且仅当 a \ a \ a m ^ 之一被7整除.（例如 fl = 65 464,則^ = 6 546 - 8 * 
6 538，/ =653-16 = 637,= 63 - 14 = 49 . 由此可知65 464被7整除 . > 

1.33 ( | ) 证明 1 000=- lmod 7. 

( II ) 证明： 如果 fl = r 0 + l 000 r,+l 000* r ,+ …， 则 a 被 7 整除当且仅当 r 。一 r ,+ r 2 — …被 7 整除. 

注： 习题 1.32 和 1.33 合在一起给出一个有效的方法去碥定一个大败是否被 7整除. 例如 a = 
33 456 789 123 987,則 fl =0 mod 7 当且仅当987 — 123 + 789 — 456 + 33 = 1 230^0 mod 7. 由习独 
1.32, 1 230=123=6 mod 7, 闶此 a 不能被7整除. 

1.34 证明不存在整败 * r , y 和2满足 

x * + y * + 1* = 999. 

提示: 用例 1.2 K I >. 

1.35 证明 没冇一 个充全平方败 V 的最后两位败 ft 3 S . 

提示： 如果 a 2 的最后一位败是5,则 a l =5 modl 0, 如果^的最后两位败 ft 35, M a 2 s 35 modl 00. 

1.36 如果 z 是不被3整除的 奇败，证明/ = lmod 4. 

1.37 证明：如果 p 是素败 il < i z slmodp « 則 士 lmodp . 

提示： 用欧儿里得引理. 

1* 38如果 ( a , m ) = d t 证明 ezx =6 modm 有解当 R 仅当 I 6. 

1.39 解同 余方程 x * = lmod 21. 

提示： 对21丨 （a + l >( fl _ l > 用欧几里得引理. 

1.40 解联立同余方程 

( I ) x =2 mod 5 and 3 x ^ lmod 8 j 
(i ) 3 x =2 mod 5 and 2 x = lmod 3. 

141 ( I ) 证明对一切 *1和6以及一切 有 + =^+ ymod 2. 

提示： 考虑和 6 的奇偶性. 

( M > 证明 (a + W 2 ^ a *+6 2 mod 3. 

i _« —个荒芜的岛上，五个人 和一只 « n ••白天采集*子后薷人 編了. 第一个人醒来决定要拿走他的份额. 
他把•子分成相等的 h 份还剩一只.他把额外的一只给了*子，藏好自己的一份，继续睡觉.稍后， 
第二个人醒来 • 他把»下的 w 子乂分成五份，发现又多了一只，他也把额外的一只给了*子并拿走一 
份.其余三人依次做了同样的事情.求原先*子的最小数目. 

提示： 试4只傳子. 

1-2 单位根 

先简单介绍一下复数 C . 定义复数*=«+访为平面上的点 （ a,w ,称 <2为2的实部， b 为 Z 的 
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虚部. 


: a + i 6= ( a 9 b ) 的横丨 H 是指 Z 到原点的 距离： 


( a , W=z 


I z I = Va z + b 2 • 

命题 1.29 (极式分解 } 每个复數： r 都有因數分解 

z = r ( cos ^ - f - i sin ^) ， 

其中 r = I z 丨 >0, 0<^<2 k . 

证明如果 z =0 f 则丨 z I - =0, 0 取任意值分解式都 成立. 如果 z - a + i6 ^0, 则 I z 丨关 0, 因 
为 

(a/ | z | ) 2 + (.b/ | * | ) 2 = (a 2 + A 2 )/ I * | 2 = 1, 

所以 VUI = ( a / U |,6/| Z |). 因此存在角 0( 见图 1.4) 使得 z / U | = 
cos^+i sin ^, 于是 z = \ z \ ( cos ^+ i sin ^) = r ( cos ^+ i sin ^). ■ 

由此每个模 1 的 fi 数 2 都是单位圆 t 的一个点，从而坐标为 （ cos (9, 
sinO ) (因为 cos ^- a / l , sin ^=6/ l , 所以0是从 * r 轴到连接原点和 ( a ,6) 

的直线的夹角）. 

如果2 = 0 +沾=4(：0访+丨以1^>,则 （ r , 仍是 z 的极坐标，这是命 
题〗.29为什么叫做 z 的极式分解的理由. 

在复数语言中， cos (6+ 的和 sin (^+^) 的三角 和公式有一个有意义 
的解释. 

命题130 (加法 定理） 如果 

z = cos ^ 十 i sin ^, w = cos 0+ i sin 必， 



则 


zw = cos (沒+分 ） +i sin (沒 


证明 


zw = ( cos 沒 + i sin 没 Mcos 必 + i sin 必） 

=( cos^cos 中一 sin^sin 必） + i ( sin ^ co $ 0+ cos ^sin 0). 

《角和公式表明 

zw = cos (沒 + + i sin (夕 + 0). 

加法定理给出了复数乘法的几何解释. 

系1,31设 z 和比是极坐标分別为 （ r , 扔和 （ j ，0) 的 复數， 則的极坐标是 © 
(rs^-f-0), 

L 而 

I zw I = I Z I I «； I. 

证明如果 z 和 u ; 的极式分解分别为 z = r(cos 汐+ i sin ^) 和 w = s(cos 0+ i sin 少）， 


zw = rs [ cos (沒 + + i sin (夕 + 外] • 

特别地，如果 I 2：丨=1= \ w \ 9 则丨 zu ；| =1;即单位阓上两复数的积也在单位 圆上. 


0 若0+必<2«,该公式是正确的*否«,这个角度应 该是^ •少一2». 



1707 年，棣莫弗 （A.DeMoiver, 1667 — 1754) 证明了下面的优美结果. 

定理 1.32 { 棣莫弗> 对每个实数 i 和每个正整教 ；!• 

cos(nx) -h i sin(itr) = (cosx + i sinx)". 

证明对用归纳法证明棣莫弗 定理 . 基础步 n=l 显然 为真. 关于归纳步， 

(coar + i siiu:) n+l = (cosx + i sinx)"(cosx + i sinx) 

=(cos(nx) + i sin(nr)) (co&r + i sinx) (归纳假设〉 

=cos(/tr + j:) -f i sin(iu -f- x ) (加法公式） 

=cos([n-|- l]x) + i sin([n + l]x). ■ 

系 1.33 

(i ) cos(2x) = cos 2 x — sin 2 a: = 2cos 2 x— 1 
sin(2or) — 2siazco&r. 

(|j ) cos(3jt) = cos 3 x — 3cosxsin 2 x = 4cos 3 x — 3cosx 
sin(3:r> = 3c08 2 xsiar — sin 3 x — 3siar — 4sin 3 x. 

证明 （I ) cos(2j:) + i sin(2x) = (co&r + i sinx) 2 

=cos 2 x + 2i siarcosx + i 2 sin 2 x 
=cos 2 : — sin 2 x-|- i(2sinxcosx). 

实部和实部相等，虚部和虚部相等铪出两个倍角 公式. 

( II ) 棣莫弗定理给出 

cos(3x) + i sin(3x) = (cosx + i sinx) 3 

=C 08 3 x+ 3i cos 2 xsiar -f- 3i 2 oosx sin 2 j* + i 3 sin 3 j 
= cos 3 x— 3coso:sin 2 x4 - i(3cos 2 j*sinx — sin 3 j). 

实部相等得 cos(3x) cos 3 x— 3cosxsin 2 jr: 用 1 一 cos z x 替换 sin 2 ： r 得到 cos(3x) 的第二个公式•成部 

相等给出 sin(3x) = 3co» 2 xsiar — sin 3 x = 3siiu: —4sin 3 x* 其中第二个公式是用 1 一 sin 2 :r 替换 cos 2 x 
03 iw 得到 . ■ 

系 1.33 可以推广 . 如果八（ 1> = 2/ — ], 則 

COS(2x) = 2cOS 2 X— 1 = f 2 (cost) * 

如果 / 3 (x) , 则 

cos(3x) — 4 cos 3 x — 3cosx = / 3 (cosx). 

命題 1.34 对于一切存在整系教多 項式厶 （x) 使得 
cos(nx) = /„(cosx). 

证明由橡莫弗定理 • 

..cos(nx) + i sin(itx) = (cosjt + i sinx)" 

= 2(") cos " _r：r > r sin r x. 

左边的实部 co S (nx> 必等于右边的实部.现在 K 是实数当且仅当 r 是偶数，因此 
cos(nx) = 2 ^)cos"^ r x i r sin r x. 

如果 r=2ife， 则 = i 2 * = (-1)*, 从而 
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Cf ] 


cos ( nr )= 客(一 1)*( cos"~ 2 *x sin 2 * x • 

其中[音]是■的最大整数•而 sin 24 j = isin 2 x) k = (1 — cos 2 : r )* 是 cosj : 的多项式，定理得证. 


找到. 


对 ”>2用归纳法，容易证明厶(1)的首项是命题 1.34 的正弦版本可在习題 1.49 中 


欧拉 （ Euler ) 定理 对一切实數 j ：， 

= cosx-f i sinx. 

撇开收敛性，证明的*本思想是考察#的幂级数展开式的实部和虚部.用 i 的幂以长度4循环 
的事实 I l , i , 一 1, — i , l , … •有 

+ 延 + 


r - fy + fi +- 


= 1 卞《 ■ 

= [ J 

= cosj+ i siar. 

据说欧拉特别&欢等式 

e" =- 1, 

这个公式甚至刻在了他的慕碑上. 

作为欧拉定理的推论，极式分解可以蘆写为栴数 形式： 毎个复数2有 W 数分解 
i = rc 19 . 

其中广>0,0<6<2*.加法定理 和棣典 弗定理也可以敢新用 g 指数形式来表述.加法定理成为 

c « e 'y K giCx + y ) 

棣典弗定理成为 

( e ^)- •= e 气 

定义设是整教，称满足 f = l 的复教 f 为 n 次单位根. 

当*;和比在单位圆上时， UP | z | =1= | w | . g 数乘法的 
几何解释特别有意思.给定正整数 n, 令0=2«/»«,{：= ^的极 

坐标是 （M),f 的极坐标是(1,2«,{： 3 的极坐标是 (1, 孙，…, f •—的 
极坐标是（丨，<«— 1>扔，= 1的极坐标是= (1,0). 于是 
n 次单位根均匀地分布在单位 W 上. 明 1.5 展示了 8次单位根 
(这里 ^=2*/8=»/4). 

系 1.35 每个 n 次单位根等于 

e ^" = co S (^)+ isin (^), 

其中々是0，1,2,… ， n — 1之中的某个數，因此它的模为 1. 

证明注意 e 2lri = co S 2 jr + isin 2 K = l . 据橡莫弗定理，如果{:， e 2lri/ ” =• cos (2 ir / n )+ i sin (2 ir / n > ， 



■ d + i ) 


■ d - i ) 


W 1.5 8 次单位根 


则 


f == ( e 2xi/ ") ,t = e Ui = 1, 





从而 f 是 n 次单 位根. 因 r = l, 从而对所有* = 0 ， 1,2 广 _,” 一 1,(5*)- = (?")* = 1* =丨，因此?* = 
e 2 " 1 */" 也是 n 次单位根.我们己经列举了 n 个不同的 n 次单位根，在第3章中将证明 n 次有理系数多 
项式（例如 X - — 1) 最多有 n 个复根，从而再没有其他的 n 次单 位根. ■ 

正如数 <2有两个平方根，即7?和一石，“有”个不同的”次根，即 e 2< tit / "； G ■，其中 * = 0,1， …， 
71—1. 

每个 n 次单位根当然是多项式1-一1 的根. 所以 

y _1 = 

« r -» 

如果？是一个；•次单位根，而 n 是最小 的正整数使得？-=1,我们就称！:为 n 次单位原根.由此 ， i 
是8次单位根，但不是8次单位原根，然而 i 是4_次单位原根. 

引理 1.36 如果 n 次单位根（是 d 次单位原根.則必是 n 的因数. 

证明带余除法给出 n = fl </+ r . 其中 9 , ;•是整数.余数 r •满足 0< r < d . 因为 p = ( f )« = 
1,因此 

1 = ?' = ^> d+r = = {：• 

如果 r #0, 这便与 d 是最小的指数使得 f = l 相矛盾.因此正如所断言的那样 n = 9 c /. _ 

定义设</是正整數.定义 d 阶分圆多项式 © 为 

%(■!) = n ( i _ { p ， 

其中 f 遍历所有 j 次单位原根 • 

Hoi 下面的结果几乎是显而易见的. 

命題 1.37 对每个整教 

x--i = !]> 〆 *>， 

4\m 

其中 d 遍历/!的所有因數 c / [特别地， 4»,( x ) 和少 〆 J ：) 出现在其中] • 

证明依据系 1.35, 该命题不过是对; I 的每个因数 d 把等式 /-l = II ( x -?) 中{:为 d 次单 
位原根的项归并在一起. ■ 

例如，如果户是素数，则 〆 一 1 = •因为= x - l , 于是有 

<P p (x) = V 1 + x p - 2 + …+ j: + 1. 

定义定义欧拉>-函数为/ I 阶分圆多項式的 次数： 

#( n ) = deg (^ w ( x )). 

现在给出欧拉#-函数的另一种不依赖于单位根的描述. 

命题 1.38 对每个 n > l , 有 

n = 

4\* 

证明注意 # U ) 是必 （ J ：) 的次数，并用如下 事实： 多项式乘积的次数是各因式次数的和._ 
命 H [39 设是整数，則 Wn ) 是满足且 a ,； i ) = 1的整数 A 的个數. 

0 〆 一】的根 是”次 单位根山•广 1 ，其中 c =*= = a » C 2 x /») + isin (2 ic / n ). 现在这些根把单位圔 U € 

C * I «丨= 1} 分成/!段等典（见图 1.5). 这 tt 解释了术语 cydotomic (分圓），因为它的希腊拔意是 circle splitting 
(分 m 〉. 
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证明只需证明 e 2 *〜 "是； I 次单位原根当且仅当々和 ri 互素. 

如果々和/!不互索，则/1 =办， k =^ ds 9 其中 d，is s 是整数且 d > l . 由此 r <« 且1 =空=上， 

n ar r 

于是 （ e 2 Wy = ( ^«/ry = 1 , 所以•不是 „ 次单位原根. 

反之，假设■不是 n 次单位原根，引理 1.36 说[必是 n 的某个因数 d 的 d 次单位根， 
其中 do , 即存在使得 

^ _ e 2nik/m _ ^2tnm/d _ ^%\mr/dr __ ^2nimr/n 

因 * 和阶都排在 1 和； i 之间，从而 ; t = mr (如果 0< jc ， y < l , 且 e 2< ^ = e 21 ^, 则 a :=： y )， 即； ■是备 
和 n 的 M 数，从而《和》不互索. _ 

回忆多项式/( X )的首项系 数是指 出现在/( X )中的: r 的®高*的系数.如果一个多项式的酋项 
系数为1,则称该多项式为首一多项式. 

命题 1.40 对每个正整教 n , 分圆多項式 #,( x ) 是整系教首一多項式. 

证明对用归纳法 证明. 因<& 〆 ；!：）=_*一丨 . 基础步成立.关于归纳步，假设<*> 〆 :《•)是整 
系数? r - 多项式，从等式： r--i = . 有 

4 

x" — 1 = ^ N (x) fix) 9 

其中 / U ) tt - •切 AU ) 的积， t/Cn & dft " 的 W 败.由归纳锻设， /( h 是粮系数首一多项式 .w 
为 /( dfi 荇一多项式.长除法（即多项式的带余除法）表明 < P , U ) = ( y _ l >//(: r ) 的所有系数正 
如所要的都 S 整数 ©. ■ 

F 面的系将用来证明第8章中的韦徳伯恩 （ Wedderburn ) 定理. 

系1_41 设 9 是正整教，是整数”的因教且</<!!，則 #,(<?) 既是 9 •一 1的因教也是 

< 9 •一 1 >/<〆 一 1>的因教. 

证明我们巳经知进 / —1»4>,(0 ： >/<jc> , 其中 /(_r) 是整系数苜一多 项式 . 令 ;r = 9 得整数等 
式 9” 1 = #,(«)/(«). BP <P n (q) &q"-l 的因数 . 

如果是 n 的闪数 Hc / Cn ， 考虑等式 _ r rf _ l = II (j ?). 其中{:遍历次单位根.注意，因 
为 c / 是 "的 W 数. 因此每个这样的 C 是一个”次单 位根. 又 Wd < n , 组合等式 x " i = n (~ r — f ) 
中的项得 

■T" 一 1 = <P,^x)(x d — l)g(x), 

其中是这样一些分圃多项式 4>*( x ) 的积 •• 5是》的 W 数， S < n , 且 J 不是 d 的因数. 

从上一命题知 . Wx ) 是整系数 &一多 项式.所以 g ((/ >6 Z , 从而 


i >„ U ) g (. x ) 


给出结论. ■ 

求发数的倒数有一个简单的 方法. 如果 *= a + i 6€ C , 其中 a , 6 €R ,定义它的复共轭为运= 
a — i 6 ■注意找 = a z +6 2 = 丨 zl 2 , 从而 z #0 当且仅当杜关 0. 如果《^0,则 
z— 1 = 1/* = S/zz — (a/zz) — \(.b/zz) \ 


即 


© 如果不 淸*. 参 a 带余 除法的证明. 
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回 J+l6 = (^T^) _i (^T?)- 

如果丨*丨=1，则一.特别是， 如果* :是单位根，則它的倒数就是它的复共轭. 

复共轭满足下列恒 等式： 

z-b w = t + wt 
507 =S Wi 

?=* 当且仅当*是实败 • 

我们巳经把复数宥成平面上的点，和向量演算一样，点 Z 等同于从原点0到 2 的箭头所表示的 
向婊茂.定义 *=fl + i 6 和 w = c + id 的点供为 

z • u » = ac + bd • 

于是 ， z • w == I r I I xc ; I cos ^ , 其中沒是^和 f 5 i ? 之间的夹角[因 cosd = cos (2 死一的，无论沒是5?到 
的夹角，还是&到$的夹角，结果都一样].注意 

Z • Z = 1 Z I 2 = zf. 

显然 Z • w=w zr ， 且容易较证对所有复数 z ， W 和 u /， 

X • (u»+ Tl ； ) = z • W-\- Z • W 

下面的结果将用来证明第 8 章中的伯恩赛德 （ Burnside ) 定理. 

命题 1 42 设 ci , …， 是单 位根，其中《 >2, « 

2i e /i = "- 

此外. 等号成立 S 且仅当一切 £/ •都相等: 

证明不等式的证明对》>2用归 纳法. 基硇步得自三角不等式，对一切复数 U 和1；, 

I K +t» 1^1 fl | + | V I . 

归纳步的证明很简单， W 为单位根的模为 1. 

现在假设一切 e , 都相等，比如对一切>, ej = e , 则 S 然有等式| t e> | =丨《 I = n I e 丨 =■ n . 逆 
命®的证明是对用归 纳法. 关于基础步，假设 Iq+e | =2. i 用点积有 
4 = | ei +*2 I* 

=(«1 -f «2> • (ej +«2> 

= I Cl | 2 + 2c, • tz +1 € 2 I 2 

回 =2 + 2e, *e ? . 

因此，2=1+6】 •《2 ，于是 

1 = e 1 • €2 • 

=1 €1 11 c 2 I COS0 
= cosO * 

其中是^和戌 T 之间的夹角（因为丨幻 I =1= 丨 e 2 I >. 所以 ff =0 或 0， Tt , 由此 e 2 = 士 e| . 因为 
62 = 一€】给出丨 6 2 +6 i | =0， 所以必有 e 2 = Ui . 
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关于归纳步，假设|2勺| = «+ 1 -如果|2勺|<«， 则二: 角不等式给出 

I (2 «i )+*-+> l < I S e i |+1 〈”十 1 ， 

>-l i=l 

这与假设矛盾.所以 I I = ” ， 由归纳假设，，…，都相等，比如等于 o* •因此 2e> =««. W.lfS 

i: I 卜、 

I not - t - €„+1 I ~ n-f 1. 


与基础步的推导 一样： 


于是 6« + i = I w I I e .,4-1 

步有 a >-* c n + i . 


(«+ l) 2 = (nw +€ 鼸 +| ) • (n<o + e”+i 〉 

=it 2 4 - 2tho • € 爾 +1 + 1, 

cosd , 其中 0 是^和之间的夹角.因此 ai = 士 q + 丨， 且进 • 


习题 


1.43 计算 < cos 3 *+i sin 3 T . 

1.44 ( 丨 > 求 (3+ 4 i )/(2- i ). 

( H ) 设*»代 # ，址明 * *-r ^ 

< IH ) 求伽值 • 

( IV )证明 〆 •是 e 4 的 n 次根. 

1.45 求少 4 ( j 0. 

1.46 如果 a 是满足 cos ( iw > - ■的数 （ K 中角度 iw 是兔度证明 a 是无理 败. 

提示：如果用棣典弗定理计算 cos ( nwr > + i sin ( mw ). 

1.47 设 /(d «叫+ ••• + <! 〆 *•是实系败多 项式.证明： 如果 2 是 /(. r > 的根， 

MiU 也是 /( jt ) 的根. 

1.48 ( I ) 证明二次多项式的求根公式对复系数二次多项式也 成立. 

( II ) 求 / + (2 + i>x + 2 i 的根.为什么两报复 共辍？ 

1.49 证明对每个奇整数 n > l ， 存在整系败多项式 >?,(!•> 满足 

sinnx *= 客 ,（ sinx ). 

1.50 每个中达»拉斯二元组定一个直角边为 fl 和6斜边 e 为 f 的直角-角形.称两个毕达埘拉斯 
三元组 （ a .6, c > 和 ( a ', 〆 / >相似，如果它们鴯定的直角三角形是相似三角形，即对应边成比例. 

(i ) 证明对毕达哥拉斯三元组 （ a ,6, r ) 和的 T 述陈述 等价. 

(1) (“ •6, c > 和 相似. 

(2) 存在正整数 m 和，使得 =- ( ta \ lb \ ( c ). 

(3) A + i 立 = < + i 苯. 
c c c c 

( U ) 证明每个毕达哥拉斯三元组与一个本原毕达哥拉斯三元组相似. 

1.51 (丨） 如果一个模丨的复数的实部和虚部都是有理数，明 称该复 数为有理的.如果 + 是 fl , 6都不 


0 Hypotenuse ( 斜 边） 来 ft 意为 **10 stretch ( 张轚 >” 的希 庸字 . 
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为零的有理复数，证明 （ Ifll , 161,丨 c |) 是毕达哥拉斯三元组. 

( » >证明两个有理复数的积也是有理复数，并用此*实定义两个毕达哥拉 斯三元 组的积（不计相 似》. 
(3,4,5) 和它自己的积是什么？ 

( iii ) 证明毕达哥拉斯三元组的平方是 ( a * — + P ). 

13集合论 


和数学的一切领域一样，函数在代数中也随处可见，现讨论这一槪念. 

集合 X 是一些元索（数.点、鲱鱼等）的集族.用 

xex 

记 j 厲于如果两个集合 x 和 y 由完全相同的元索组成，即; tex 当且仅当 aro % 称两集合 x 
和 y 相等.记作 

x = y . 

集合 X 的子集是指这样的集合 S , 它的每个元* 郁厲于 集合； C , 如果 i 6 S 则 J 6 X . 记 S 是 X 
的子集为 

同义词是“ X 包含 S ” 和 “ S 包含于 X ”.注意，恒有 XSX . 如果且 S 尹 X ,则称 S 是 X 的真 
子集. 记为 ssx . 由定义可知.两集合 x 和 y 相等当且仅当它们互为子集，即 
当且仅当 xsy 且 ysx . 

基丁-这一注释，证明两集合相等往往分作两步，每一步证明一个集合是另一个的子集.例如，设 

X = laeR > a ^ O ) 和 y = { r * • re R ). 

如果 a 6 X , 则 a >0, 从而<!= 〆 ，其中 r =&. 因此 a 6 y 从而 XGY . 关于反包含，取 r 2 ey . 如 
果 r 5 s 0, 则 r 2 >0; 如果 r <0, » Jr =- j , 其中 *>0. 于是 r 2 = (― 1 ) 2 P = >0. 两种情形都有 

r z > 0 , 从而 r 2 € X . 于是从而 X = K 

微积分书中定义函败为一个“法则”，对毎个数〜按照这一法則确定唯一的败（记作 /( a >) 与 
之对应.当然，这一定义其梢神吋鹿，但有 缺陷： 法則是什么？或者用另一种问法，何时两法则相 
同？例如，考虑函数 

fix ) = ( j + 1)* 和 gix ) = x 2 +2 x + 1. 

/( t ) =«(“ 吗？它们的计算方法当然是不 同的： 例如，/(6) = (6 + 1> 2 =7 2 ,而 g (6) = 6 2 +2.6 
+ 1 = 36 + 12 + 1•因为术语法 W 是不加定义的，有歧义的， W 而这个问題没有 答案. 如果不能确定 
两个函数是否相同，那么微积分描述的定义实在是不充分的. 

函数的图像是具体的事物[例如 ， /(d =/的图像是抛物线],将要给出的函数的正式定义相 
当于说函数就是它的图像.撤积分把函数当作法则的非正式定义是残缺的，我们要避开法则是什么 
的问题.为了给出定义 • 先要有一个类似于平面的东西[因为我们要求函数 /(: r > 的自变量不总是 
数]. 

定义设 X 和 V 是两个集合（可以相 等）， 它 们的笛 卡儿积 XXI "是一切有序对 （_ r ,： y > 的集合， 
其中 y eY . 

平面是 RXR. 
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关于有序对唯一需要知道的是 

( x , y ) = d ， y '、 当且仅当文二：!：'和 y = ; y ’ 

(见习理 1.62). 

如果 X 和 Y 是有限集，比如丨 XI =!»!和丨 y 丨 = n (记有限集 X 中元素的个数为丨 XI >,则 

I XXY | =mn. 

定义设 X 和 y 是两个集合（可以相等）.如果子集 / exxy 满足对每个有唯一的 
66 Y 使得 （ a ,6) 6/,則称/为 X 到 Y 函数， 记为 S 

/« X — Y. 

对毎一个满足 （ a ， W 6/ 的唯一元索称为/在 a 处的值，且记6为 /( a ). 于是，/ 
由 xxy 中一切形如 （ a ,/( a )> 的点组成.当 /iR — R 时，/ 是 /( T ) 的 图像. 

称 x 为/的定义域.称 y 为/的 h 标域（或上 城）， 定义由/的一切值组成的 y 的子集为/的 
象 （或值城），记为 im/. 

定义设 / * X — y 和 * I X ' — r 是两个函數. 如栗 x = x ', 7=1^且子集 fsxxy 和子集 
也相等，則称这两个函教相等. 

例如， Xfi 集合.则恒等函数 l x > X — X 定义为对一-切 ； r 6 X ，= JC . 如果久=1?,则 1 R 
是过原点斜率为 1 的贞线.如果是函数， s 是 X 的户集，则/在 s 上的限制是指函数 
/ I S « S — X , 其定义为对一切 s ，（/| S >( s > =» /( J >. 如果 S 是集合 X 的子集，包含是指函数 
i ' S-^X . 其定义为对一切 J 弓 s ， i ( j > •如果 S 是 X 的真子集，则包含 i 不是悄等函数 1 S ，因 
为它的目标域是 X 而不是 s , «•也不是 fti 等函数 i x . W 为它的定义域 MS 而不 MX . 

函数 /| x — y 有三个 要索： 定义域.目标域 和象. 两函数相等当且仅当它们有相间的定义域、 
相同的目标域和相同的象. 

很清楚 • 定义域和象闲数的核心要索.既然闲数的象史 m 要，为什么还要关注它的卩标 
域呢？ 

在实际情形中，起初定义函数时，往往不知道它 的象. 例如，实值函数/: R — R 由/( I )= 

8给出后，我们才能分析/求它的象. m 如果目标域必须是象，则不先求出/的象就无法 
写下/ * x — y (求出 格确的 象即便不是不可能，也常常是十分困难 的〉， 于是，使用 h 标域是方 
便的. 

在线性代数中考虑向*空间 v 和它的对 供空间 v = 彳 v 上的一切线性 泛函} (也是向量空间）. 
此外，毎个线性变换 T : V — W 定义了一个线性变换 

T. > W — V , 

且 T ■的定义域 W •由7•的 g 标域 W 所确 定.（亊 实上，如果关于丁的矩阵是则关于丁•的矩 
阵 SAS 它是 A 的转 a 矩阵 •> 于是，改变了的目标域躭改变了 了•的定义域，因此， T . 的改变是 
在 T 的目标域不可缺少的方式下进行的 • 

命 a 1.43 设/: x - y 和《: X — y 是*数，《/=崧当且仅当对每个 0 弓= g ( a ). 
注该命 题解决 了由有歧义的术语法《引起的 问題. 如果 /, g : R — R 由 /< x ) = U + l > 2 
和容( I ) = jt 2 + 2i + 1 給出，因为对每个教 a ,/( a > = g ( a ) , 故 f = g . 

© 从现在起，记函数为/以替代 /(_ r > • 记号 /( x ) 只表示/在 1 处的 ffl , 但有少数 例外. 如*缜使用 sim , 〆 和 
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证明假设 /=«. 函数是 xxy 的子集，•所以 /=< f 说明/和《互为子集（非正式地说，/和 
* ■有相同的图 像〉. 如果則 < a ,/( a >) €/=«,于是 （ a ,/( a ))€ g . 但 g 中只有一个以 a 为第 
一坐标的有序对，即 （ a ， g ( a >)( 因为函数的定义说 g ■在 a 处的值唯 一>. 所以 （ a ，/( a )> = ( a , 
g (. a )), 从该有序对的相等得到所要的 /( a ) = g ( a ). 

反之，假设对每个 X,/(a) =g(a). 要证 /=g 只需证明 /Gg 且 gQ/. /的毎个元索形为 
U,/(“>). 由 /(a) = 得 («,/(«)) = ^ a , g (. a )■) , 从而 (a,/(a)) 6 g . 所以 f ^ g . 同样可证反 
过来的包食关系 gS/. ■ 

可以继续把闲数/看作将•射 到; y€y 的法则，但在必要时可使用精确定义，如命埋 1.43 
的证明.然而，在重新把函数/» 看作一种动力机构把X中的点射到 y 中的点的时候，常用 

/« 

代替 /(z) = ;y . 例如，可用:来代替 /( jr) =x* ,以及对一切： c 用 11-r 来描述恒等函数. 

常说函数/ 是合理 定义的（或单值的）而不说 / 的值是唯一的.公式 g ( a /» = a 6 定义了一个函 
数/ {' Q—Q 吗？分败的写法有很多种.因为 ■!■=•!■, nJttg(y) = l *2?t3.6=g(-|-), 从而# r 不 
是合理定义的，所以《不是函数.要是公式 g ( a/W 只对 fl /6 是既约形式时成立，则是函数. 

公式 /( a /«~3a/6 定义了一个函败 /:Q—Q, 因为它是合理定义的，如果 a /6=a76', 可以 

证明 

f (. a/bt — 3 a/b = Za / b ' — f ( a / b '). 

由 u/6=a7〆 得 a6'=a'6, 由此 3a6' = 3 a 7> 且 3a/6=3a'/6'. 从而 / 确实是一个函败，即/是合理定 
义的. 

例 1.44 我们的定义可以处理一种退化的情形.如果X是集合，什么是函败 X-0? 首先注 
意 XX0 的元索 M 有序对（: r,;y> ，其中 ■reX, >6 0. 因为没有;所以没有这样的有序对， 
[281 从而 XX 0 = 0. 闲败 X—0 是 XX0 的某个子集，但 XX0 = 0, 这样只有一个子集就是0,由 
此最多有一个函数即/=0.函数 X— 0的定义说，对每个 _r6X, 存在唯一的； yG0 满足 （x,：y) 6 
f . 如果則存在 j：eX, 对于它不存在这样的； y (0 中根本没有任何元索; y ), 所以/不是函 
数.于是，如果X关0，则没有函数从X到 0. 另一方面，如果 X =0, 則/=0是函数.否则 
“/是函数”的否命题为“存在^60,等等”.不必再继续说下去，因为没有元素在0中，这个句 
子无法完成， W 此原命题为真.总之，/=0是函数 0-0, 称它为恒等函数1 0 . ■ 

闲数的象为整个目标域的特殊情形有一个名称. 

定义称函教/< x~*y 是满射（或上的）如果 

im/= y. 

这样，如果对每个 y6y， 存在某个 i6X ( 可能依輛于： y) 使得; y = /(：t >, 则/是满射 • 

下面的定义给出闲败可能具有的另一个重要性质. 

定义设 /IX — Y 是函教.如果对于X的不同元素 a 和0'必有/(<0关/(/>，«称该函教是 
单射（或一一 的）. 等价地（逆否命 題〉， 称/是单射，如果关于每对 a ， 有 
/(a) = fia ) &漢 a = a . 

读者要注意单射是合理定义的 倒置： 如果 a = a '蕴涵 /(a) = /(/> ,则/是合理定义的，如果 
f ( a ) = /(a) 蕴涵 a = a \ ||l| / 是单射 • 

这些函数还有别的 名称. 满射常称为满态射，单射常称为单 态射. 记号 A —B 表示满射，记号 
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或 A — B 表示 单射. 但本书不用这些术语和记号. 

例 1.45 考虑由 /U> =3:r — 4给出 的函数/: R 一 R. 要知道/是否是满射，取 y6R 并问是 

否存在使得; y =3 a — 4. 解得 a = j (y+4), 由此可断言/是满射.如果 3a-4 = 36 — 4,则 
a = b , 所以/也是 单射. 

作为第二个例子，考虑由 

* (j) =* 

给出的函数片： R-{1} —R. 

如果 （3a — 4)/(a--U = (36-4>/(6—1> ,则交错相乘得 a = 6, 所以 g 是单射.另一方面， g 
不是满射，给定; y€：R . 是否有使得 .v= (3fl-4)A«i —丨）？解得 “ = (4 一 _>0/(3 — ,此式 

提示; y=3 不是 g 的值，它确实不是 《 的值.因为3= (3a —4)/(a—1) 无解. ■ 

定义设 /i X — y 和 K 是函数 （注意 / 的 II 标城等 于真的 定义城 >, 則它们的复合记 

为茗 * /， 是指由 

H • f 1 >f(/(x)) 

给出的函数即先求/在 j •上的值，再求戽在 /(x) 上的值. 

敝积分中的链式法 则是用 ^和/'表出导数 （g • /V的公式： 

(龙 •/)’》[〆•/] •广 

例如 

(sin(Iar)) / = cos(lar) •—. 

x 

给定粜合X，令 

^( X ) - X的一切函数 }. 

刚才已经知 )B：F(X> 中两个闲数的®合总是冇定义的，且复合后也是叉(X)中的函数. 丁是 坷以«作在 
•F(X) 上配置了 .种乘法，该乘法不满足交换律，即 /*/? 和充 */ 未必相等.例如，设 /(. r ) =：r+l， 
RU ) = x 2 ,则/。只：I 卜 1 2 + 1 = 2而 r /*1卜（1 + 1) 2 = 4.所以， /o^r./. 

引理 1.46 

( I ) 复合满足结 合律： 如果 

—y， 災： y 一 2：和 

是函教，則 

h • (.g • f ) = (h • g) ^ f . 

(II ) 如果 / 則 17*/==/=/。1太. 

证明槪要用命题 1.43. ■ 

，(幻中有没有“倒数 ”• 即对于任一函数/，存在器使得 /*/ f=lx 和厂 /=lx 吗？ 

定义称函数 /* X —Y 为双射 （或-对应）如果它既是单射又是满射. 

定义称函數 /* X — V 有逆如果存在函數丨： Y — X 使得 g 。/和/❶丨两者都是恒等函数. 
命题 1.47 ( i ) 如果 — Y 和 — X是函数满足 g */=】 x ，則/是单射， g 是满射. 

( » >函數/: X —Y 有逆茗： y—x 当且仅当/是双射. 

证明（丨）假设/(1) = /(〆），运用 K 得 g(/(«r〉> = g (/(/>>; 即:[因为 g (/( x )> = 
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X ]，因此/是单射.如果 X ，则 ; r = g (/ U >> ,由此 imp 所以 g 是满射 • 

< il ) 如果/有逆 g ,则因为 g »/ 和 /•«■ 两者都是恒等函数，由 （ 丨 ） 知/既是单射又是 
满射. 

假定/是双射.对每个; yey , 因/是满射，所以有 X 使得 /( a ) = 3> ,因为/是单射，所以这 
个《是唯一的.定义 g (： y )= a , 这就给出了一个定义域为 Y 的（合理定义的） 函数， 易知 g 是/的 
逆，即对一切 ; y 6 y ,/< g ( y )) = /( fl ) = ;y 和对一切 a e x , g (/ u )> = *( y ) = a . ■ 

注习題 1.59 tf 明如果 / 和 g 两者都是单射 ，《 它们的复合 /•» 也是单射.同样，如果 
/和 g 两者都是满射則它们的复合 /•« 也是 瀉射. 由此，两个双射的复合也是双射. 

记号记双射/的逆为/ 1 (习 * 1.54 说-•个函数不能有两个 逆〉. 

例 1.48 这个例子给出两个函数/和 g 的一种复合 g •/ 是恒等函数，而另一种复合/•尽不 
是恒等函数，丁•是，/和 g 不是互逆函数. 

设 N = Zi ”>0> ,定义 /,«:N —N 如下： 


fin ) = «+ 1 j 


g ( n ) 



当 n = 0 
当 "> i . 


因 n + l > l , 所以度 (/(”>)= g ( n +1> = n , 所以复合函数 g •/=1 N . 另一方面，因 /( 來 (0〉〉= 


/(0) = 1 关 0 ， 所以 /• 真关 1 N . 

注意/是单射但不是满射， K 是满射但不是单射. _ 

奋两种方案可用来判定所给函数是否是双射：（1)用单射和满射的定义《 (2) 求逆.例如，记 
正实数为 R ' 证明由 /( x ) = e = 2 xV » i ! 定义的指数函数/: R — R > 是 双射. 最简牟的是用（自 


然）对数 Kiy ) * lny = 常用公式 e ln ，=：y 和 In c " = _r 表明/ • «和 g 。/两个复合都是恒等 


函数•从而/和 K 是51逆 函数. W / 有逆， / JE 双射.（直接证明/是单射 需要证明：若 C «= e \ 
则 a = < M 衣 接证明/是满射要牵涉到证明如下的 亊实： 对每个正实数 r , 都有某个《使它可以表示 
W 的形式 .> 

总结刚才得到的结果. 

定理 1.49 记集合 X 到其自身的全体双射的集合为 S x . 函數的复合有下列 性质： 

( I ) 如果/, g es x ， 則 / 

(il ) 对一切 f ， K，h ^ Sx>h • (g • f ) = ih • g ) " ft 

( iii > 恒等函教 1； (在 S x 中，且对每个 / es x , \ x • /=/=/• l x . 

( IV > 对每个 /€ S X , 存在 g € S x 使得 g •/= l x =/* g . 

证 明概要 （ 丨 > 由习题 1.59 得到，该 8 证明两个双射的复合也是双射.其他部分上面已经 
证明. ■ 

设 x 和 y 是集合，函数 x - y 定义了一种“前移作用”，把 x 的子集移作 y 的子集，也就 
是说，如果 sex , 则 


/( s ) = ye 有某个 se s 使得 y = /(*)>, 

它还定义了一种“后退作用”，把 y 的子集移作 X 的子集，也就是说，如果 wcy , 则 
r l ^ W ) = { x € X * fix ) € w). 
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称厂 UWO 为 W 的原象.正式 陈述： 记集合 X 全体子集的族为 P ( X > ,如果 f - X ^ Y , 则由 
/. ■ Sl -/( S ) 给出函数 

/. * vix)-*vm, 

由: w ^ r '( w -) 给出函数 

/• «7>< y )-*7>( x ). 

当/是满射时，这些作用在 y 的全体子集和 x 的某些子集间建立了一个双射. 

命题 1.50 设 x 和 y 是集合，并设 /I x — y 是满射 • 

< i > 如果 tgs 是； f 的子集，則 /( T ) e /( s ) f 如果 t/GV 是 y 的子集 ，£ /-'( V ). 

(B ) 如果 f/d 則 //-• (U) = u. 

( Iii ) 复合函数 /./• « V ( Y )-» PIY ) = lp (V) . 由此厂 ： Wh */ - l ( W ) 是单射 . 

( IV ) 如果 》= X , 則 SG /^/ CS ), 但可能有严格的包含关系 . 

注如果 / 不是满射，《 vvh - 厂 kwo 未必是 单射： 比如有： yev 而； y 眘 /( x ) ,则 

/ -1 C(y)) = 0 =• /~'( 0 ). 

证明 （ 丨 > 如果: yeAT 〉. 则冇某个 》 eT 使得 : y = /( o . m 是这是 w 为 tgs , 从而 
f ( t ) € /( S ). 所以 /( r > G /( s >. 容易证明另一个包含关系. 

( II )如采 “ ei /, 剐/是满射表明有 jex 使得/(1>=«*,因此 _ re 厂 1 ( u > ,从而《 = / u ) 
6 至于反包含，设 a e // _ l ( u >, 则有某个 _ T ' 6厂使得 a = /(/> ,这就证明了 

所要的 a = f ( x ') 6 U . 

(iii ) c II ) 说明 / ■厂 = l pm . 由命 eg 1.47, 厂是 单射. 

( IV )如果 ses , 则 /( J )€/< S ), 由此 厂 f /( i>S 厂 Vo . 

为证明可能存在严格的包含关系，设 /»R--C 由 •rh*e 2 - u 给出，如果 S】{0}, 則 /<S) = {1}, 而 
= Z. ■ 

在 >j 题 1.68 中可以肴到.如果 /«x-y, wij 原象在子集丨•.的表现比象更好.例如，对 s,:re 
y, 厂 hsn 了）= r l ( S ) n r l m . 俏对于 a , bcx , 有可能 /(a n b ) 乒 /( a > n /( b ). 

谲要 用到多丁-两个集合的笛卡儿积.可以把元索 Cx ,, xj ) € X , X X 2 看作函数(1,2> - 
Xi UX 2 ，其中对；=1.2./(«) = X , € X ,. 

定义设/是集合 ，彳 /} 是加标的集合族.称集合 

I]X/ = </■/ — M 对一切 i e /,/(i) e x,) 

»€ t •( I 

为笛卡儿积. 

可以把元索 : re Jfx , 看作“向 sra ： = cc ,>, 对《_€/,该“向量”的第 ，•个 坐标为 x ,= /(«). 
如果/是有限的，比如/ = {丨，2，...,”> ,则不难押解 IpffXiX … XX ,，其中右端的集合是由 
X, X …X X. +l = (X, X - X X.) X x n+l 

归纳定义的.如果指标集/是无限的且一切 x , 都非空，则 nx , 非空并不是明显的.的确，这一 
论断与选择公理等价（见附录）. 

需要比函数概念更广泛的 关系的 概念. 

定义设 x 和 y 是集合 . 称子集 J?exxy 为 xay 的关系.常用 
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x R y 

记 ( x , y ) € R . 如果 X = y , 則称 R 为 X 上的关系. 

为使读者确 信这一 定义是合情合理的，这里给出一个具体的解释.通常认为<是厌上的关系， 
其实它就是关系定义的体现.设 

R = {( x . y ) e RXR < ( x , y ) 在直线: y=:r 上或在它的上方 }. 

读者会看出； ri ? y 当且仅当有通常意义下的时成立. 

例 1.51 (i >函数/: x — y 是关系 • 

( II ) 任一集合 X 上的相等是关系，它是对角线 

= {( J . i ) € XX X }. 

( Ill ) 在任一集合上空集0定义了一个关系，但它没有什么意思. ■ 

定义称集合 X 上的共系 J ： ■: y 是 
自反的：如果对一切 _r 6 X，;r s _t ; 

对称的：如果对一切 • r.y 6 • X',;r s j fiii * y=:ri 
传递的：如果对一切 s y JL ys * g 漢; 

有以上三性质（自反、对称、传递）的关系称为等价关系. 

例 1.52 ( i ) 集合 X 上的相等是等价关系，可把等价关系看作一种广义相等. 

( II >对任一整数 m >0, modm 的同余是 Z 上的等价 关系. ■ 

集合 X 上的等价关系生成 X 的一个子集族. 

定义设=是集合 X 上的等价关系.对 a 6 的等价类记为 [ a ], 定义为 
[ a ] = <x 6 X ' j s a } C X . 

例如，在 modw 的同余下，整教《的等价类 [ a ] 称为“的同余类. 

[34] 下一引理说明.把元*替换成它们的等价类之后，等价就变成真正的相等. 

引理 1.53 设=是集合 X 上的等价关系，« _ r=;y «且仅垂 O ] = [>]. 

证明假定 ： r = y . 如果 s ： eO ], 则由传递性得！ ：=_ y , 因此 |>] G ： Ly ]. 由对称性， 
于是得反包含 Ly ] S [ x ]. 因此 O ] = [ y ]. 

反之，如果 (>] = [；)»], 則由自反性， _ r 色 O ] ,从而 _ r 弓 O ] = [： y ] , 因此 jr =; y . ■ 

定义称集合 X 的子集 A , 的族两两不交，如果对一切 i 关乃 

a, n A, = 0. 

如果两两不交的非空子集族的并是整个； f , 則称该子集族为集合 X 的划分，称这些子集为块. 

命题 1.54 设=是集合 X 上的等价关系， ft 等价类形成 X 的划 分. 反之，給出； f 的一 个划分 
{ A f ' « € ^} . 就有一个以块 A ,. 为等价类的；{上的等价关系. 

证明假定给定了 X 上的等价关系=，因 三是自 反的，所以每个在等价类 [ j ：] 中，由 
此等价类是非空子集，其并是 X . 为证两两不交，假定“ € [ X ] D [ Jr ] ，于是 a 3： r 且由对 
称性， x = a , 再由传递性，据引理有 [ x ] = [>], 所以等价类形成 X 的 划分. 

反之，设 f} 是 X 的 划分. 对; r,：y € X, 定义 ■ TEy , 如果存在；使得 ; c € Apye 
A ,-. 十分清楚，=是自反的和对称的.为证明=的传递性，假定 • rshjrsz ， 即存在 i,>e /使得 
•r，y G 6 •因3>€八,'门'.由两两不交得 ApA 》 ，从而 i =) 且; r,z 6 A,' , 即以上 

证明了 =是等价关系. 
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剩下的要证明等价类是各个如果 jrex . 则有某个 * 使得 Z 6 A ,. 由三的 定义，如果 
态， 则且 : y € 1>],因此 ' GO ]. 关于反包含，设 z €[ x ], 于是 zs ； r , 即有某个）使得 
x € A 广因此 • reAiDA ); 由两两不交得丨=乃由此 r € A , 且 O ] £ A ,. 所以 [ x ] = A ,. 

■ 

例 1.55 (丨）刚才已经知道由划分可以定义集合上的等价 关系. 设/ = [0,1] 是单位闭区 

间，定义/的划分 如下： 一个块是两点集{0,1>,其他是一点集 U }, 其中 0< fl < l . 全体块的族， 
即全体等价类的族可以当作一个阏，因为区间的两个埔点宥作是等间的. 

用 R 代替/，得到圆的另一种 构造. 定义 R 上的关系如果 < i _66 Z , 容易呑出这是 R 上的 
等价关系，数 a 的等价类是 

W = <r 6 R * r = <2 + w.w ^ Z }}} 

全体块的族仍然是岡（长为1的任一区间的端点看作是等同的）. 

( « >在正方形 / XJ 上定义等价关系 如下： 对于每个 { U ,0>,( cj ,1 H 是一个块，对每个 
6 6 J ，{(0， A >，（1，6)> 是一个块，其他是正方形内部的单点集全体等价类的族坷以汽成一 
个圆环（油炸_饼的表面）：把正方形的左右两边粘合得到圆柱面，冉粘合圆柱面的顶端和底«得到 
岡环. ■ 

习题 

1.52 ax 和 Y 是集合，是函数.如果 S 是； C 的子集，证明限制 / is 等网于复合 /•/• «中, 
- X ® 包含映射. 

提示： 用命《 1.43. 

1.53 如果 /* X — y 有逆其，证明片是双射. 

提示： 有逆吗？ 

1.54 证明： 如果/| 坦双射 • 则它恰有一个逆. 

1. 55证明由 /( t ) = 3 *r + 5 定义的 /• R — R 是双射 • 并求它的逆. 

1.56 判定由 

fia / b * c / d ) — (« + «•>/( 厶 + </> 

定义的 /•QXQ — Q 是函数. 

1.57 设 x ■ u , 和 y ■ 是為•限* . 证明存在双射 / ix -» y 当且仅当 ixi = | y |, 
即 ; n = 

攩示： 如果/是双射，則在 V 中有 m 个不 M 的元素 /( x , >,.••,/(&>,««；»«<”•■ /换成/ 1 可得反过 
来的不等式 n ^ m . 

1.58 如果 x 和 y 是元索个数相同的冇限集•证明对丁•函数/: x - y , T 列条件 等价： 

( I > /是单射. 

⑴/是双射. 

CW ) /是满射. 

提示： 如果 A £ X 且丨 A 丨=” =1 XI • 究竞 X 中还有多少元索不在 A 中？ 

1-59 设 /* x _ y 和 g — z 是函败 • 

c i ) 如果/和 g 两者都是单射，则尽》/也是单射. 

( H ) 如果/和於两者都是满射，则容 •/ 也是满射. 

( ii ) 如果/和 g 两者都是双射，則 K 。/ 也是双射. 
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( IV )如果 《•/ 是双射，证明/是单射， g 是满射. 

1. 60 设 / : (一 w /2， x /2) - R 由 atan a 定义，证明/ 有逆函数 g ， 它就是 g = arctan . 

1.61 如果 A 和 B 都是集合 X 的子集，定义 

A — B — {a ^ A * a ^ B ). 

证明其中 = 是 B 的补集，即 

B r ^ {x e X t x ^ B ). 

1.62 设 A 和 B 是集合，且设 A f de B . 定义它们的有序对 如下： 

(a *6) = { at { a *6}}. 

如果 *2' € A , b r € B ,证明 （ aW > = ( a ， b ) 当且仅当 a ' = a 9 b f = b . 

提示： 制约 € 关系的公 理之是命® 

a € x 6 a 

慎飯. 

1.63 ( I ) 为证明集合 X 上对称的、传递的关 系尺是 fl 反的，下面的论证错在哪里？如果:则取: 

m & xRy , 由对称性得: y /^ r , 由传递性得 • rRa :. 

( I ) 举出集合上关系的例子，要求它是对称的、传递的，但不是自反的. 

1.64 ( I ) 设 X 是集合. MRSXXX . 定义»=门1?\其中 f 是 X 上一 切包含 R 的等价关系 R ' 组成的族. 

tree 

U ； 明上的等价关系（称 S 为 K 生成的等价关系>. 

(II) 设 K 是集合X上自反，对称的关系， 证明 R 生成的等价关系异由所有这样的（: c, ； y) 6 XX X所 
ffl 成： 存在有限多个 Cr . jOe /?. 比如 （ a ,>,),•••, , 使得 I - o > ^ ,且 对一切 

1.65 设久= {( a ,6) ta.be Z , 且 6^0), 定义 X 上的关系 （ fl ,W s ,如果^ = be . i £ 明它是 X 上的 
等价关系 . （1， 2) 的等价类是什么？ 

1.66 定义 C 上的关系 *=«;, 如果丨 *|«| u »|. 证明它是 C 上的等价关系，它的等价类是原点和以原点为 
阕心的 n . 

1.67 ( | ) 设是函数（其中 x 和 y 是 集合〉 •定义 X 上的关系尤=/,如果/(1)=/(/).证明它是 

等价关系. 

( II )定义 /: R — 夕为 /(：«:>• ,其中夕 GC 是单位 H , 在 （ I ) 中的等价关系下，0的等价类是 

什么？ 


[37] 


圆 


1.68 设 /* X—y 是函败，设 V.WGY. 

( I ) 证明 

/"' (V fl = 厂 * (V> n 厂 1 CW) 和厂 1 (V U = 厂 1 (V> u 厂 1 (W). 

( 11 ) 证明 /(v U w> = /(V) U /(W). 

(H) 举例说明 /(V 门 W) 关 /(V) n f(W). 

(iv> 证明厂厂 kwo/, 其中 硭 w} 是 w 的补集. 举 出函败/ 的例子，使其 
满足对某个 SGX 有 /( 彳 > 关 (/(S)) / . 
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2.1 引言 

自16世纪发现了解次和四次多项式的求根公式之后，延续约300年未解决的一个大问题是 
寻找次数史高的多项式的求根公式.起先 100. 年间.数学家们考虑教到底是什么，因为三次公式迫 
使人们产生负数是否是数，和复数是否也是数的合法存在形式这样的问题.到1800年.鲁菲尼 
(P. Ruffini) 宣称不存在五次多项式的求根公式 （与 二次、次、冈次形式相同的公式 > 即只用算 
术运算和《次根表示的公式），但他的同时代人没有接受他的证明（他的想法其实是正确的，但他 
的证明有漏 洞〉. 1815年，柯西 （A.I„Cauchjr> 引人了置換的乘法并证明了我们称之为对称群 S„ 的 
基本性质，例如他引人了轮换的£号并证明了置换可唯一地分解为不相交的轮换.1824年，阿贝 
尔 <N. Abel, 1802…1829〉绝出一个可以接受的五次公式不存在的证明.在他的证明中，用1770年拉 
格朗 EHJ.L. Lagrange) 引人的某种冇理函数构造了五次根的置换.伽罗瓦 （E. Galois, ]81 1 — -1832) 这 
位在21岁生日前被杀的資年奇才.修改了有理函数， 而®* 要的是他肴到 r 解开问题的关键是包 
含其中的他称之为群的 概念： S« 在乘法下封闭的 f- 集——用我们今天的话说，躭是 S „ 的子群.他 
把毎个多项式 /(x) 和一个群联系起来，今 H 称之为 /(x〉 的伽罗瓦群.他认识了共轭、正规子•群， 
商群和单群，并证明（用我们的 语言）一个 多项式（在特征0的 域上） 有像二次公式那样的求根公 
式，当 .ft 仅当它的伽罗瓦群是可解群（可解性娃交换性的推广）.这是一个绝好的氺例，足以说明 
伽罗瓦是近世代数®重要的奠基人之一.有关这个问®的历史的 ffi 辟论述，我们推荐 J.P.Tignol 
的著作 《Galois Theory of Algebraic Equations). 

本章除了提到在第一门课程中通常不讲授的材料之外，也要 a 习一些熟知的结果，对于这些结 
果的证明只有槪要. 

2.2 置换 


在伽罗瓦宥来，群是由某些 H 换（多项式的根的置换〉组成的，今日置换的群仍有其 * 要性. 
定义 集合 X 的置 换是； f 到其自身的 》 射. 

在高中数学中，把集合X的置换定义为它的元素的一次重排.例如 X={1,2,3> 有六种重排 
方式： 

123; 132； 2I3i 231( 312« 321. 

现在设 X= <1,2 ，…， —次重排是； f 的所有元素的一张表，其中无重复元素，对于这种表我们所 
能做的就是计算它们的个数， n 个元素的集合X恰有 n ! 个置换. 

现在 X 的一次重排 G 确定了一个函数 a :X — X ,即 a ( l ) = i , ,«(2> = « 2 ，- , o ( n ) = t „. 

例如重排为213,它确定的函数 0 是1<1> = 2, o (2> = l , a (3) =3. 我们用排成两行的记号来表示 
重排对应的 函数： 如果 a ( p 是表中的第）项，则 

/ 1 2 ••• j ••• n \ 

' o ( l ) o (2) ... a ( n )' 


圆 



表包含 X 的所有元素说明对应的函数 0 是 满射，底下一行是 ima . 表中无重复元素说明不同的点有 
不同的值> 即《是单射.于是每张表确定一个双射 X — X ;即每次重排确定一个置换.反之， 
每个置换 0 确定一次重排，就是底下一行列出的 a ( l ), o (2) ，…, a ( n ). 所以重排和置换只不过是同 
一事物的不同描述方法，然而，把置换 看作函 败的好处是可以对它们进行复合，习埋 1.59 表明置 
换的复合仍是置换. 

定义称集合 X 的全体置換的族为 X 上的对 称群. 记为 S x . 当 X = U , 2, •••,»>} 时，常用 S , 
来记 S x , 并称之为 n 个字母上的对称群. 

为简化记号，用和代替存 •<», 用⑴ 代替 l x . 

注意 S 3 中的复合是不交換的.置换排成两行的记号除了麻烦之外，还有一个主要问题.就是 
它遮盖了一些基本问®的答案 • 比如，两置换可交換吗？一个置换的平方是恒等函数吗？下面引人 
的特殊置换将弥补这个缺陷. 

定义设“，£ 2 , •••,«•, 是<1,2,…， 《} 中的不同 整教. 如果 a € S , 固定其他整数（如果有的 
谙），且 

a ( ii > i * . a («2> = «*.•••.«( i r - i ) = i ,. o (» r ) = «i * 

« 称 a 为一个 r - 轮换， 也称 a 为长 r 的轮換，记为 

a = («、囂'2 

2-轮换把4和； 2 对调而固定其余的不动，2-轮换也称为 对換. 1- 轮换是恒等函败，因为它固 
定每个 i . 由此一切1 -轮换都 相等： 对一切 i , < i > _ (1). 

术语轮换 （ cycle ) 来自意为圆的希 膽字. 轮换& «_ 2 ••• «_ r > 可如田 2. 1所示 W 为圆上的顺时针旋转 • 



任一 i ; 可作为“起点”，由此任一 r - 轮换有 r 种不同的轮换 记号， 
(«' ii 2 — i r ) = ) = ••• = 

现在给出把置换分解成轮换乘积的一种算法.例如取 


C 2345678 9\ 
4 7 2 5 1 8 9 3^' 


-开始写下“<1”.因 0 |11-6,所以写 “（16”. 其次，因1,所以括号 关闭： 0 变成 
未出现的第一个数宇是2,由此接着写“ （1 6)(2”. 因 0 :2>4,所以写“ （1 6>(24”.因<»:4>2, 
括号再次关闭，并写 “（16)(2 4)”. 剩下的最小数字是3,由 3— 7, 7—8, 8— 9和 9(-3 得4-轮 
换 （3 7 8 9). 最后 0 (5>= S . 可以断言 

a = (1 6)(2 4)(3 7 8 9)(5). 

因为 S „ 中的乘积是函数的复合，所以上面的断言是说对于1到9之间的每个 f , 

«(«) = [(1 6)(2 4)(3 7 8 9 K 5)]( f ) 

[毕竞两个函数/和 g 相等当且仅当对于它们定义域中的每个《 有 /(/>= 〆 ,•>].右端是复合沒捋的 
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值，其中#= (1 6)，7= (2 4) (3 7 8 9>[1-轮换（5> 可忽略不计，因为它是恒等函数].现在 

a ( l ) = 6 ,再计算右端/= 1时复合函数的值. 

pyeny = p ( y (沢 i ))> 

= ^( y ( D ) 

= p ( l ) 

= 6 

类似地，对每个《,有《(|> =^( i ). 这就证明了上面的断言. 

因为置换的乘积是病数的复合，所以置换的乘法自右到左 
另一个例子是计算 S 5 中的乘积 

^ = (1 2)(1 3 4 2 5)(2 5 1 3). 

为了求出 a 的排成两行的记号，从轮换的右端开始汁算： 

a * lh ^3 h *4 H ^4; 
a 1 2h*5h^lh»2f 
a • 3 h * 2 h * 5 h * 51 
a 1 4 !-► 4 h * 2 !-► 11 
: 5 卜 11—3 h -3. 

丁-是 ®， 

1 2 3 4 5\ 

4 2 5 1 3,. 

把抑面的算法运用到 a 的这个排成两行的记号上得 

<»= (1 4 K 2 HS 3). 

在上面进行的把鬣换分解为轮 换的筲 法中，我们注意到轮换族在下列意义下不相交. 

定义称两个篁換 a , 卢€ S , 不相交，如果每个/被一个移动而被另一个® 定： 如果 a ( l _> 关；， 
则饵《_>"=，_,且如果則 0 (乃=厂称置換族 ft , •••，/?,不相交，如果■它们两两不相交. 
引理 2.1 不相交置換 O , / J 6 S , 可交換. 

证明只诹证明：如采1</< ”，则 o /9(/> = /&(;>• 如*卩移 动；， 比如，/?(0 =_ j # i ，则/?也移 
动 j [否则，芦 ()> = j ^( i ) = ) ，这与芦是单射矛盾 ]. W a 和/?不相交， oG > = i , a ( j ) = j , W 此和 ( i > = 
j = o ^( i ). 如果 a 移动/可得同样结论.最后，如果 o 和卩都阁定, &. 然 fia ( i ) = afi ( i ) . _ 

命题 2.2 每个置換 a € S , 不是一个轮換就是不相交轮換的乘积. 

证明对由 a 移动的点败*用归纳法 证明. 基础步 A = 0 为真， W 为现在 0 是1-轮换的恒等置换. 
如果 A >0, 设6是被 0 移动 的点. 定义》_*= 〆 《、）， =«( i _ 2 >, …， i r+l =<»(，_,> ,其中;"是 
满足 i r+l € “丨乂， …， O 的«小整败（因为只有 n 个可能 的值， 所以表/丨……，...，;* ,…最终 
必有重 复）. 我们断言 o ( i r ) = 6 . 否則，有某个_/ >2使得 „( i r > =今， =_;• 与假设 0 
是单射矛盾.令 a 为 r - 轮换（ I ] i 2 i 3 ••• f r ) • 如果 r =”， 則 a = ff • 如果 r < n ， 则固定 Y 中 
的每个点，其中 y 由剩下的 n _ r 个点组成. ns „( y ) = y . 定义，为如 下的*换： 对 / ey ， 

© 有些作#的霣換乘法与此不同，他》)的《•乒是我们的 #•«. 这是由于他们把■•由数放在右边 "， 我们写作 》( i ), 他 
们写作 ( i ) a . 芩虑*换 ■» 和芦先 用芦再用《的*合.我们写作 il — 沭; >1— « ( 沒(;》.右边的记号为,'卜(邮(—((叩 >0 . 
由此，记号的改变引起乘法次序的改变. 



« = (3 7 8 9) 固定 1 
y = (2 4> 固定 1 
P= (1 6). 

i 即要求 o /? ( l ), 我们计算( 1 (炉1>) 


回 
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^<«) = a (0 , 而固定所有的注意到 

a = aa . 

归纳假设给出 a ' = A •••/%，其中 A , …， A 是不相交的轮换.因0和<»'不相交，所以 a = < rft … A 是不 
相交轮换的乘积. ■ 

通常我们不允许]-轮换出现在因子分解中[因为 1- 轮换是恒等置换（1>].然而，如果有被 0 
固定的《’，則对每个被 a 固定的令 a 的因子分解中出现一个丨-轮换，从而 1- 轮换有可能出现好 
几次. 

定义置换 a 的宪全轮换分解是指 a 分解为不相交轮換的轮換分解，其中对每个被0固定的； 
恰有一个 1- 轮換 （/>. 

例如 . S 5 中的3-轮换 （1 3 5>的完全轮换分解是《= (1 3 5 )(2)(4). 

r - 轮换声= ( f , i * … 《 V ) 和它的幕 〆 之间有一种关系.其中 〆 表示身和它自己复合*次.注意 
»2 = pdi ) “3 ■ / Klj ) = / X / JU |)) 舞 P *( ii ) t «4 = / Klj ) = = 〆 (*•!>• 更一般地，对一切 

k<r , 

**+i = 〆（*、〉. 

定理 2.3 设 a e s ,, 并设 o = A … A 是分解为不相交轮挨的完全轮換 分解. 如果不计分解中轮 
換出现的次序，則该分解是 ■♦- ■的. 

证明槪要因为在 O 的每个完全轮换分解中，对每个被 0 固定的 i 恰 有一个 1- 轮换，所以只需 
考虑分解为长度>2的不相交轮换（不是完全轮換分解 >. 令 0 =乃…广是第二个把 a 分解为不相交 
轮换的这种分解. 

对 f 和 s 的大者彳用归纳法证明该定理.归纳步的开始注意到，如果典移动则对一切 
k ^ l , p { U t ) = a k ( i ,) ■ 此时必有某个 y > 也移动 h . W 为不相交轮换可交换，我们可假定7,移动 
*1 -由此 A = y , • 右乘痒 1 得负 …其-! = xi — y ,- i . ■ 

每个置 换都是 双射，如何求它的逆？在轮换芦的图形表示中，#是圆上的顺时针旋转， 逆 p _' 软 
是逆时针旋转.下一命题的证明是简单的. 

命 H 2.4 ( I ) 轮換 a = ( I •丨 ij … i r > 的逆是轮換 （ i r id •••«、> ■ 

( ii ) 如果 y6 S ■，且 y=Pi ...ft ， W 

y-l = A -I... A -1. 

定义称两个置換 a , Sx 有相同的轮换结构.如果在它们的完全轮換分解中，对每个;■，它 
们所含的轮換个教相等. 

根据习睡 2.4, S n 中共有 

( l / r )[”( n - 1> … ("一 r + 1)] 

个/•-轮换，该公式可用来计算具有给定轮換结构的置换的个数，但要注意轮换分解中出现几个等 
长轮换的 情形. 例如， S 4 中形如的置换个数是 j [ j (4 X 3 >]X [ j (2 Xl >] = 3, 乘以 

“额外”的因数 f 是为了不把 UbHcd ) = UdKab ) 算作两个. 

例 2. 5 (丨）表 2.1 列出了 G = 中各种类型的置换个数. 


表 2.1 S 4 中的置换 



(li >表2.2列出了6=5 5 中各种类 S ! 的置换 个数. 

表 2. 2 S, 中的置換 


轮換结构 

个败 

(1) 

1 

(1 2) 

10 

(1 2 3) 

20 

(1 2 3 4) 

30 

(1 2 3 4 5) 

24 

(1 2) (3 4 5) 

20 

C1 2) (3 4) 

15 

120 


有一个汁算的辅助手段.在陈述一般结果之前，先用下面的例子加以说明. 

例 2. 6 设 y = (1 3)(2 4 7)(5>(6 >, a = (2 5 6 K 1 4 3 ) ,则 

aYa 1 = <4 1X5 3 7)(6)(2) = (ol a3)(a2 a4 a7)(o5)(a6). ■ 

引理 2.7 如果 y， a e s „ ，到 <» y a 1 与 y 有相同的轮換 结构. 详细地说，如果 y 的完全轮換分 

解是 

7 = Aft — 

« ara ~' 可以这样 得到： 在 y 的轮換中把 a 作用到各个记号上. 

证明证明的思想是》厂 1 :)^ 1 )卜“1-^ 2 卜/(~>.用 a 记引理陈述中所定义的置换. 

如果7固定 i ， Wa 固定 々（ O , 因为<»的定义说 a ( i ) 位于 0 的轮换分解中的一个 1- 轮换中•另 
—方面，因为 y 固定 i ,<»和 -1 也固定 <»(«•) : 

aya 一 1 (o(i>) = o7(«) = o(i). 

假定 y 移动记号 《] ,比如于是）•的完全轮换分解中的一个轮换是 
(« 、 iV”). 

由 < rW 定义，它的一个轮换是 

K 4 1 a ( i ]) = k , a ( ig ) = t < 因此 <7*是1~*/_ 但咖 * Ah * I 、 !-► h*〆 ，于是 咖 一 1 (/O = < j (走） . 所以 a 和 
欲在一切形如 ♦ = «(*]) 的符号上是一致的.因为 0 是满射，所以每个 a 都是这种形式， 从而 a = 




例 2.8 在本例中说明引理 2. 7的逆命题也成立，其一般性证明由下一个定理 给出. 在 Ss 中，把 3- 
轮换的完全轮换分解放在3-轮换>•的上面，定义 a 为下移函数.例如，如果 
P = (1 2 3)(4)(5) 
y = (5 2 4)0)(3), 

则 


。=( 12 …)， 

V 5 2 4 1 

由此， a = (1 5 3 4). 现在《 e 各，且 

y = (al aZ a3) » 

由引理 2.7, y = o 译厂 1 _注意，改写0的轮换，如/?=(〗23>(5>(4> ,則给出 a 的另一种选取法. ■ 
定理 2.9 S， 中置換 有相同的轮換結构当且仅 S 存在 oCS, 使得 ^saycT 1 . 

证 明槪要 充分性已在引理 2. 7中得到证明.关于必要性，把一个完全轮换分解放在另一个的上 
面，使得下面的每一个轮换都在上面的一个等长轮换 之下： 

y = 灸灸 …(心 *2 …〉 …各 


^ 7艺"•（务/…7匕 

和例子中一样定义《»为“下移” 函数. 因此 等等. 因为 y 的轮换分解中没有 B 复的 
符号(诸轮换7不相交），所以0是置换，根据引理可知0=0^ 叭 ■ 

置换还有一种有用的因子分解. 

命腦 2_10如果">2,則每个 0 € S ，都 是对換的乘: 

证明槪*根据命題 2. 2,只需把 r ■-轮换沒分解为对換的 乘积. 这一分解可以如下 进行： 

/?- (I 2—r) = Cl rKl »•--1)-(1 3)(1 2). ■ 

每个!#换都可以理解为-•系列互换，但是这种分解不如分解为不相交轮換那样好.第 一 ，对换未必 
交换： (12 3) = (13X12) 关 (12X13), 第二.无论因子本身还是 W 子的个数都不是唯一确定的. 
例如，下面攻中 (123) 的几种 分解： 

(12 3) = (1 3)(1 2) 

= (2 3)(1 3) 


= (1 3)(4 2)(1 2)(1 4) 

= (1 3)(4 2)(1 2)(1 4)(2 3)(2 3). 

在这样的分解中还有那种唯一性？我们现在证明在置换 0 的一切分解中 因子败 目的奇偶性是不变的，即 
对换的个败恒为偶数或恒为奇数(如上面展示的^ = (1 2 3> 的分解>. 

例 2. 11 15迷宮游戏冇一个起始位置，它是数1到15和叫做“白子”的符号#组成的 4 X 4 排阵 • 
例如考虑下列起始位置： 



交换白子和相邻的符号算作 一步， 例如从这个起始位置开始的第一步有两种选择：交换#和14, 
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或者交换和 12. 如果走了若干步之后，起始位 S 变成标准排阵丨， 2,3，〜，15， tf , 则游戏算贏. 

为了分析该游戏，注意到给定的排阵其实是一个置换(如果现在把白子#叫做 16). 更精确 
地说，如果小方块标以1到16,则 《(/) 是第; 个小方块上出现的符号.例如给定的起始位 E 是 
/I 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16\ 

*3 15 4 8 10 11 1 9 2 5 13 12 6 7 14 16^ 

每一步都是一个特殊类型的 对換. 即移动16的对换(记住现在白子是16〉.此外，从给定的位置(对应置 
换芦)走出一步(对应特殊对换 r ) 产生一个妫的位置对应置 换咕. 例如 ti 是上面的位置 ， z ■是交换14和16 
的对换，则7^(16) = «*(16> = 14,«1(15) = 1^14) = 16,而对其他所有的 f ， r «( i > = i . 就是说新的形状 
保留原先位置的所有的数 • 除了交换14和 16. 要贏得游戏％要特殊对换 q , r2 ，…， r<M 使得 

r 用… r 2 n«i = (1). 

在例 2. 15中将会宥到，对于《的*些取法，游戏可以贏， ifil 对于另一些取法，游戏不可能贏. ■ 
定义称罝換 a 6 S n 为偶置換，如果它能分解为偶教个对換的乘积：否则称《为奇置换.置換 
的奇偶性是指它是偶罝換还是奇置换. 

易知 （1 2 3) 和 U ) 是偶*换，因为对換分解（丨2 3)-(1 3)(1 2> 和（1>= (I 2)(1 2> 中 
冇两个对换.另一方面，我们尚无奇 S 换的例子！如果^是奇数个对换的乘枳，也许它还有另•种 
分解 • 其中对换的个数为偶数.毕竞奇置换的定义只是说《不能分解为偶数个对换的乘积. 

定义设<»€ S w 且 a 角… ft 是分解为不相交轮換的宄全轮換分解.定义的符号函数为 
sgn ( a ) — (— 

定理 2.3 表明 sgn 是 （合理 定 义的）闲数， W 为数/由 a 唯 地 确定.注意对每个1 -轮换 e , 
• sgn ( c > = 1 , W 为/ = 如果 r 是对换，则它移动两个数而固定 Jt •他 ”一 2个数，所以， 
t — (w — 2) + 1 =w — 1 * 从 iflf sgn ( r > = ( — l )” “ n ——]. 

定理 2 . 12 对所有 , 

sgn ( a /9) = sgn ( a ) sgn (^). 

证明槪要如果 h />0 且字母 c «，6, q , 尖都+间，则 

(ab)(aci t, *c k hd i u ^J / ) = (aq .“f* … 赛 

这个等式左乘 （ M > 得 

(ab)(aci —c^XAt/j — </^) = (Mc 、 ."c k bd 、 … d f ). 

这些等式可用来证明对每个 SySgxUm ) =—明11(<1) , 其中 r fi 对换 （ M >. 如果有对换 
分解 a - ri …，其中每个 r , M 对换，可对 m 用归纳法证明对于每个沒 e S B , sgn ( ff /?) = 
sgn ( a ) sgn (^> . _ 

定理 2. 13 ( 丨〉设如果 sgnU > = l ， 則 a 是偶 罝換； 如果 sgn ( a >=— 1 ， 則 a 是奇 

罝換. 

( ii ) 置換 a 是奇置換当且仅当它是奇教个对換的乘积. 

证明 （ 丨 ） 如果 a *= r | … r , 是 a 的对换分解 • 则由定理 2. 12* sgn ( a ) = sgn(n ) … sgn (~> = 
(一 1>、因此，如果 sgn ( fl > -1, 则(?必定恒为偶数，如果 sgnU 〉 =一1，则 g 必定恒为奇数. 

(B) 如果 a 是奇賢换，则 a 不是偶 置换， 于是 sgn(«i> 古 1 • 即 sgn(a> =— 1 • 现^二!^ … q ， 其中 
r •是对换，于是 sgnU>=_l = ( —1)»，因此 g 是奇数(我们已经证明了比定理更广的 结果： a 的每个 
对换分解都有奇数个因 子). 反之，如果是对换乘积，其中 (? 是奇数，则 sgn( a > = — 1; 所 
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以不是偶置换，因此《是奇置换. ■ 

系 2. 14设 < r ， pes n . 如果 卢有相 同的奇供性， JH # 是偶 置換； 如果 a , 泠的 奇偶性 不同， 
則卩/?是奇置换. 

例 2. 15对例 2.11 中的15迷宫游戏的一个分析 表明： 如果 a eS ls 是起始位置，则贏得游 
戏当且仅当 a 是固定16的偶置换.关于这一点的一个证明读者可参考 McCoy - Janusz 所著的 
《 Introduction to Morden Algebra 》 ， 229 〜 234 页.然而一个方向的证明是容易的.开始时白子16 
在16的位置，每一步把16上移、下移、左移或右移.移动总步数 m 为 M+d + / + r , 其中 u 是 
上移的步数，等等.如果16回到原处，则每一种移动法都必定复原，上移步数和下移步数一定 
相等（即…，左移步数和右移步数也一定相等（即于是总步数是 偶数： m =2« + 2 r , 
也就是说，如果 h … n a =< l ) ,则 m 是偶数.因此= rr "、 （因为对于每个对换 r , r _, = 
r >， 从而《是偶置换.配备了这个定理，我们就知道起始位置《是竒置换不可能贏得游戏.在 
例 2. 11中， 

a = (1 3 4 8 9 2 15 14 7)(5 10)(6 11 13)(12)(16) 

[(12> 和 (16) 是 1- 轮 换]. 现在 sgn ( tf ) = ( — 1> 16 * 5 »—1，从而是奇置换，所以不可能贏 • ■ 

习题 

2.1 设 

1 2345678 
9 8765432 

H ] 求 sgn ( a > 和 

2.2 如果 证明 sgn(a 1 > = sgn ( a ) • 

2.3 如果■固定某个其中[即 〆 >〉■/]•定义 

sgn ( tf ') = sgn (<7>. 

提示： 用 a 和 / 的完全轮换分解. 

2.4 如果 l < r < n ， 证明在戈中有 

y [«( n - l ) — ( n - r + 1)] 

个 r - 轮换. 

提示： 任一 r - 轮换有 r 种轮换记号. 

2.5 (丨） 如果£»是;*-轮换， 证明 〆 =(1>. 

提示： 如果 a = “0… U ， 证明《/(|\> >**/»• 

( II ) 如果《是『-轮换，证明 r 是使得 〆 =(1>的最小正整败蚁 
提示： 用命理 2 . 2 . 

2.6 证明 r - 轮换是偁賈换当且仅当 r 是奇数. 

2.7 给定； C 二 {1,2, … ， n }， 如果 X 的置换 r 是形如 （/, «+1)的对换 • 其中 《< n , 則称 r 为邻接对換. 

( I ) 对 n > 2， S , 中的每个置换都是邻接对疾的乘积. 

(H >设 i < j ， iE 明 (*>) 是奇数个邻接对換的乘积. 

提示： 对用归纳法. 

2.8 定义 /: {0，1,2,…， 10} — {0,1.2,-,10} % 

fin ) = in 2 - 3 n 7 除以11的余数. 




，为 对一切》尹《； • 〆 （*•) =<7(0. 证明 


群 
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(i ) 证明/是置换 . e 
< ii >确定/是奇偁性. 

(IH) 计算/的逆. 

Z.9 如果 o 是 r- 轮換 R I < ^ < r , a k 是 r- 轮换吗？ 

2. 10 (丨> 证明： 如果《和# (不必不相交)是可交换的置换，则对一切=« 4 〆 . 

撝示： 先对★用归纳法证明和 4 
(H ) 举出满足 U/?> 2 关的两个置换^和芦的例子. 

2.11 (丨）证明对所有 《•,(»€ S •移动 《当且仅当 (T 1 移动 I . 

(II)证明：如果 a,/?e S ■不相交且 (1) • fWa = Cl).^= (1). 

2.12 证明 S, 中偶置换的个数为 jit !. 

提示 t 设 r=<12>, 记氏中全体偶 R 换的集合为 A, • 全体 2fW 换的集合为 O, ,定义/:次― O, 为 

/ * a H* ra. 

证明/是双射 • 于是丨 A, I-IO. | ， W 此 I A. -yn!. 

2.13 < 丨 > 在氏中与《» (】2 3> 可交换的 置換冇 多少？与交换的偶置换有多少？ 

提示：在氏中冇6个置换可与 a 交換.而偶置换只有3个. 

< H >对 （1 2)(3 4) 回答同样的间败. 

提示：在氏 中有8 个* 换"了与 （1 2)(3 4) 交换，而偶霣换只有4个. 

2. 14举出 a，/3，y 6 的一个例子 • 其中 a 关（1>，使 Jt 满足= / Jo = ya 和 /?y 关 y/?. 

2.15 设 ”>3. 证明，如* «€ 戈和每个 S •可交换.則 a «(lK 

2.16 如果 a •= ft …氏足不相交轮换的乘积，证明与《可交换，其中对于一切 “e, >0 • 并且 
衣与 a 不相夂. 

2.3 群 

自伽罗瓦时代以來 • 除了对多项式根的研究外，还在数学的其他许多领域产生 r 群，正如我们 
将看 到的. 群姑描述对称槪念的一种方法. 

“乘积”的核心是两个亊物组合起来形成第三个 (Hi 种争物.例如，通常的乘法、加法和减法都 
足把两个数结合起来给出另一个数，而复合把两个*换组合起来绐出另一个》换. 

定义集合 G 上的二元运算是指函教 

* « GXG-^G. 

史详细地说，一个二元运算对 G 中元素的每个有序对指定 G 中的个 元素 * (x,：y ). 把 
*(：r，;y) 写成 x*：y 是十分自 然的. 这样，函数的复合是闲数（。/>卜 g * /，乘法、加法和减法分 
别是函数（1，夕）卜:^,(工，>)卜文+夕和（0：，7>卜1 — 3^复合和减法的例子说明我们为什么要强脚 
有序对，因为 a：*? 和: y 可能不同.和任意函数•样，二元运算是合理定义的，说得史淸楚点， 
它满足通常所说的代换 定律： 


© 假定 &有 限域，刺系败在 I 中的多項式称 为置癀 多项式 • 如果由定义的陚值函败/:々—^1*的置换. 
埃尔米特 （ HermiMO 和迪克森 （ Dickson ) 的一个定理_漏了»换多项式（见 Udl - Niederrciter 所著的 《 Imroduc - 
tion to Finite Fields and Their Applications!). 


m 
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如果 jc = x ,y — y\% x * y = x * y . 

定义群是指配 l 了二元运算 * 的集合 G ，且满足 
( I ) 结合律 成立： 对每个 G ， 

x* {y* z) = (x* y) * z. 

(ii ) 存在元素 e 6 G ，对一切 :r € G 有 c » *r = :r = a * * e ，称 e 为幺元. 

HD ( iii ) 每个 16 G 都有逆，即存在 i ' 6G 使得 _ r */ = e = x '*: r . 

由定理 1.49. 集合 X 上的- 切置换的集合 Sj * , 连同作为运算的复合以及作为幺元的 
lx =( 1 >是群（ X 上的对称 群）. 在习埋 2 . 22 中，读者会看到群定义中的有些等式是多余的，考察 
这一点有它的用处， W 为当验证一个带有运算的集合确实是一个群的时候，所要核对的等式可以少 
—点，从而更有效. 

我们现在正处在由代数转变为抽象代数的转折点上，与由 { 1 . 2 , 的全体置换构成的具体 
的群 S „ 相比，我们巳经允许群的元索不是特别指定的，而 R 元素的乘积也不是明确地可计算的， 
而 只是满 足某些法则.将会看到这一方法是卓有成效的，因为现在要把定理运用到许多不同的群 
上，只要一次性地证明就可以了，而不必对每一个不曾遇到过的群重新证明一次.除明 M 的经济省 
亊之外，从“抽象’’角度展开的研究还往往比处理特定的、具体的群来得简单.例如，我 们会哲 
到，不去识别论题中的元索是®换， S , 中的某些性质反而更简单（见例 2 . 26). 

定义如果群 （； 鴻足交 换律： 对一切 j •，: y 6 G ,有 
x* y ^ y* Xf 

则称 6 ’为阿贝尔群 e . 

对 n >3 ,群不娃阿贝尔群， W 为 （1 2) 和 （1 3) HS m 中的元家，它们不可交换： （1 2> 
(1 3)= (1 3 2), 而 (I 3)(1 2) =- (1 2 3). 

引理 2 . 16设 G 是群. 

( I ) 消去律成立 t 如果 • r»«i = < r * 6 或 則 a = 6 . 

( II ) e 是 G 中满足对一切 x € G 有一元素 • 

(SI >对每个 : r 6 的逆 唯一： 只有一个元素/ € G 满足 m / = e = • r / *:r (因此记该元索 
为 ：- 1 )• 

( IV )对一切 I e G 9 (ar~ l r l = x. 

证明 （ 丨 ） 选取满足/ * a * =，= jt » j *' ，則 
a = e* a — ^ x) * a ^ x* * (.x * a) 

=■ x / * (x * 6 ) = ix r *x)*b = e*b = b. 

x 在右边时可类似地证明. 

( II ) 设句€ G 满足对一切 a ： 6 G,e 0 *x = x = x*e 0 , 特别地，在第二个等式中取: c = e 得 
「52 I e = e* e 0 . 另一方面，由 e 的定义得 e »» e 0 =e 0 ,所以 e = e 0 . 

( iii ) 假定 G 满足 等式 e = : r * jr ' 左乘/得 

x = x * e = x * (x* x) = ix" * x) * x' = e * x = x . 

< IV ) 由定义， （ a：- 1 )- 1 ^ ^ 1 = e = aT 1 , 而 ： r * x— 1 = « = * x , 根据 （（(（）， 

( j -- l)-l = x . ■ 


© 交换群称为 W 贝尔鲜的原因参见 236 荑（这是撗原名 页码. 与页边标注的贞码一致，全书后 H —一 纊耩注）. 



从现在起，通常用^记群中的乘积 _ r » y (在对称群中已经用#来简化月），并用1代替 e 来记幺 
元.然而如果是阿贝尔群，則常用加法记号 1 + 此时幺元记为0,元素 _ r 的逆记为一 x 以代替 ■ r ~ 1 . 

例 2. 17 (丨）全体非零有理数的集是阿贝尔群， 其中* 是通常乘法，数1是幺元， 
rCQ x 的逆是 1/ r . 类似地， R x * C X 也是乘法阿贝尔群. 

注意全体非零整数的集合 Z x 不是乘法群.因为它没有一个元素（除了士 1>在乘法下的逆是 
整数. 

( II ) 全体整数的*合 Z 是加法阿贝尔群.其中 a *6 = a + />, 幺元 *=0. 整数 n 的逆是 - n . 

同样可知， Q , R 和 C 也是加法阿贝尔群. 

(I >圓群 

S ' = {*6 C '| *1= 1} 

是群，其运算是 fi 数的乘法，该乘法所以称为运算是根据系 1.31. 模1 复数 的乘积依然模 1. 复数乘法 
是结合的，幺元是 1( 它的模为1>,任一模丨复数的逆是它的 g 共钜.其模也足 1. 所以 S 1 是群. 

( IV ) 对任意正整数 n ，设 

Mn - <?* '0<*<n> 

蛙全体 n 次单位根的集合，其中 

= cos (^)+ isin (^). 

读#可由棣莫弗定理获知是带复数乘法运算的群.此外，任 一 n 次单位根的逆娃 它的复 共轭， 

也是 n 次单位根. UH 

( V ) 平 ®R XIR 是带向 it 加法的群；即如果 . 则 a + < / = (ar + X'，y + y ) • 

幺元是职点0= (0,0),( T ,： y > 的逆是 （- i , —■ 

例 2. 18设 X 是集合, L /, V 是 X 的 f #!. 定义 

U - V ^ ireUix ^ V }. 

布尔群 B ( X >[ 以逻辑学家布尔 （ G . Boole .1815—1864) 的名宇命名] fiX 的全 体了集 的族.它配置 
了由対称差给出的加法 A + B , 其中 

A + B = (A B ) U IB A ), 

图 2. 2是对称差的图示. 

o 9 

W 2.2 明 2. 3 

显然 A + B = B + A , 因此对称差是交 换的. 幺元是空集0, A 的逆是 A 自身，因为 A + A = 

读者可以 ffi 明 （ A + B )+ C 和 A + ( B + C ) 两者都是如图 2.3 所描 Hi 的形状，从而验证结合律._ 

例 2. 19 —个” X n 实数矩阵如果有逆則称为非奇异的；即存在矩阵 B 使得 AB = J = ，其 

中7= [ 心]是克罗内克是” X ”单位 矩阵. 因 （ AB )— ,所以非奇异矩阵的乘积 
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也是非奇异的.全体 n Xit 非奇异实数矩阵的集合 GL ( n , R ) 连同二元运算矩阵乘法是（非阿 贝尔〉 
群，称为一般线性群.[结合律的证明虽然繁琐，却是平淡的，一旦了解了矩阵和线性变换间的关 
[ E ] 系之后，便可以给出简洁的证明（系 3. 99>.] ■ 

二元运算允许一次乘两个元索，那么三个元素怎样相乘？有一种选择，例如给出一个表达式2 X 
3 X 4, 可以先做乘法 2 X 3=6, 再做 6 X 4 = 24, 也可以先做乘法3 X 4 = 12 ,再做 2 X 12 = 24 •当 
然答案是一样的， W 为数的乘法是结合的.由此，如果一个运算是结合的，则表达式无歧义. 
然而，并非所有运算都是结合的，例如 减法就 不是结 合的： 如果則 
a —— (6 —— c) ^ (a —— b) —— c* 

因此记号 a — 6 — f 是有歧义的 . R 3 中两向 * 的叉积是非结合运算的另一个例子. 

定义设 G 是群， a € G . 对 n > l , 肖纳定义幕 © a •: 

a 1 = a , a " +1 = aa ". 

定义 a D = l . 如果 n 是正整數，定义 

a ~" = ( a -1 )*. 

读者期望 （ a ^)” = ( a " 广 1 , 这是习理 2.17 中等式的特殊情形，而现阶段证明这一点并非想 
象中的那样 明显. 例如证明< 2 — 2 <2 2 = 1相当于在表达中作抵消，但是结合性是对三 
个因子的乘积给出的，而不是四个. 

回到幂.一次和二次幂是清 楚的： a 1 _ a , a 2 =ai •立方有两种 可能： 已经定义了 a 3 = aa 2 = 
a (. m ), 但还有一种合乎情理的竞选者 ：（oak » a 2 a . 如果我们假定了结合性，则两者相等： 
a 3 = aa 2 = a ( aa ) = ( aa)a = a 2 a . 

« 的四次 ft 乘有好几种可能性，假定运算是结合的 ， d = a 3 a = a z a z 是明显的吗？更高次幂又怎样？ 
定义表达式 ai ay a „ SGX "， XG (”个因子）中的一个” 元组. 用下面的方法，一个表达式可 
产生 G 中的许多 元索. 选取两个相邻的 a 相乘.得 ”一1 个因子的表 达式， 即刚形成的新乘积和原 
来的”_2个 W 子. 在缩短的表达式中，再选取两个相邻因子（要么是原来的一对，要么一个是原来 
[ M 3 的，另一个是第一步形成的新乘积) 相乘. S 复此法直到只有两个 W 子的表达式,最后把它们相乘 
得 G 中的一个元索；称这个元索为由表达式导出的一个最终乘积.例如，考虑表达式可以 
先乘 M 彳9表达式 .（ a 6)< rd , 它有三个因 T , HPa 6, ■:和现在可选取 <'• </为一对，或选为一 
对，相乘得到两个因子的表达式：有因子和 d 的表达式 （ a «( af ), 或有因子（《«<:和 4 /的表 
达式 （（ aWc )*/. 不论哪种选取法，把最后的表达式中的两个因子相乘，可得到由导出的最终 
乘积. 由表达式 a & d 导出的其他最终乘积来自第一步取6, c 相乘，或取 o d 相乘.从给定的表达 
式导出的最终乘积是否都相等并不是明显的. 

定义称一个表达式002… 不霱加 括号，如果它导出的一切最终乘积都相等，即不论选取 
怎样的相邻因子相乘，在 G 中的最终乘积都相等 • 


© /和 _ r 3 的术* _ r 平方和 z 立方丐然起*于 几何. 在这个背*中宇 power (幂） 的用法是由于欧几里得使用的希 K 
字 dunanii * (明动 机器的动力）被误译 ifi 成的.1>0«>«是 dunamis 的#准欧洲■版，例如1570年比林斯利 （ H . 
Kllingslcy ) 翻译的最早的欧几里得英语版.把欧几里得的一个句子■译为•直线的 po W « ■是同 -- 直线的平方 ■. 
然而，欧几里得的同时代人（如*里士多德 （ Aristotle ) 和柏拉图 ( Pl * lo )) 常用 dmumis 表示扩大，似乎&是更 
合适的■译 • 因为欧几 里得时 齙的想法是，一雄直线的潜移形成一个二维 方形. （感谢 Donna Shalev 告诉我 d una - 
mis 的古典用法.> 



定理 2.20{ 广义结合性）设 G 是群 -^ eG , 則表达式屮々…\不需加括号. 

注该结果在更广的范®内成立，因为证明中既不用幺元也不用逆. 

证明用归纳法（第二归 纳法〉 证明.基础步《 = 3来自结合性.关于归纳步，考虑经两种序列 
选择后从表达式 q 七…化得到的两个最终乘积和 V : 

( a \ — a f )( a l+ i •••<* 駡〉， ( a ! — a B )} 

括号表示最后的两个因子，它们相乘得 C ； 和 V ,在这些短表达式中还包含许多括号.可假定 
i<j • 因为括号中四个表达式的每一个所包含的因子都少于 n , 所以归纳假设说它们都不需加括 
号. 由此，如果；=)，則 L / = V . 如果*•<，，则归纳假设允许把第一个表达式重写为 
u = •+〆"<!„]) 

把第二个表达式重写为 

V = <[ ai “- ai ][ a <+ l ."«;] Kaj +1 ...“•>， 

其中每一个表达式 A Aw ……和 0>+| … \都不需加括号，于是这些表达式分别产生 G 的唯- 
元素 A . B 和 C . 第…个表达式产生 / UBC ), 第二个表达式产生 （ AB > C , 由结合性.这两个表达式 
给出 G 的同一元索. _ [56] 

系 2.21 设 G ' 是«, a ，6 e G ,則 

( a *) -1 = b~'a 

证明根据引理 2.16( i *>, 只®证明 （ a 6>( r l a — _ 1 〉 - 1 = . 用广义结合性得 

(aiXft^'a -1 ) = C««(W 1 )]a *' (al>a— 1 = aa 1 = 1. 

另一等式可以类似地证明. _ 

系 2.22 设 C ； 是群.如果 aEG 且 m , n ^ l . ti 

a * + " = a m a ",( a m ) m = a m ". 

证明第一种情形，两个元素均来自有 m + n 个因子且每个因子都等丁 a 的表达式.第二种悄 
形，两个元索均来自有个因子且每个因子都等丁 - a 的表达式. ■ 

由此，群中元索 a 的任两个幕可 交換： 

a - a - - a " + " = a"* m = a " a m . 

命題 2.23{ 指数定律 1 设 G 是群， G 且 m 和"（不必是正的）是整数. 

(|>如果 a 和6可交換，則 （ a *)-= aW . 

(H ) 

(iii ) a - a " =«-+". 

证明槪要证明 是冗长 的双重归纳法，然而是平淡的. ■ 

记号 a ” 是表示 a * a *™* a (其中 a 出现 n 次)的自然方式，然而，如果运算是+,则更自然的是 iCa + 

« + ••• + <! 为如. 设 G 是写作加法的群， a , 66 G , 且 m , ”（不必是正的)是整数，则命题2_23通常 写作： 

(i > n(a + b ) — na + nb . 

(li ) m ( na ) = ( mn ) a . 

( Hi ) ma + na = (m + n ) a . | 57 [ 

定义设 G 是群， a 6 G . 如果对某个 = 1 , 則这样的最小指教称为 a 的阶. 

如果没有这样的幂存在，則称 a 的阶无限. 

整数的加法群 Z 是群，3是其中的一个元索，其阶无限（因3+3+…+ 3永不为0〉. 
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在任一群中，幺元的阶为1,且它是阶为1的唯一 元素. 一 个元索的阶为2当且仅当它和它的 
逆相等. 

阶的定义说，如果: r 的阶为”且有某个正整数 m 使得= 1，则 n < m . 下一定理说 n 必是 m 的因 数. 
定理 2.24 如果 a € G 是 n 阶元素，« a " = 1当且仅当” I m . 

证明假定 ，=1 .带余除法给出整数和 r 使得 + r •其中 0< r <”. 由此= 
a m-mt = a m a -n q = j 如果 r >0, 则与 n 是使得 <1 - = 1的最小正整数矛盾，因此 r = 0且即/!丨 WI . 
反之，如果 m = W . 则 a " = a "* = ( a -)* = 1* = 1 
S n 中的置换的阶是什么？ 

命题 2. 25设 o € S ,. 

(|>如果< 1 是》"-轮換，《 0 的阶为，. 

(ii ) 如果 a = A … A 是不相交的 r ,. -轮換反的 4 R . 則 o 的 fr 为 Icm ，— . r ,}. 

( iii ) 如果 p 是素教.則 a 的阶为 p 当且仅当 o 是一个/ •-轮 換或是不相交 P - 轮换 的积. 

证明（丨 ） 这是习題 2.5. 

(11>由（1>,每个 A 的阶为 r • 假设 o M = (1) ，因 A 可交换 • （1> = tr M =(典…兵)* 1 = 

此 •••#. 由4超 2. 11，各月不相 交蠤涵 对每个 “/ J ? 1 = (1> . 根据定理 2. 24,对一切 f , r ,. 即 M 
是 q ，…， r , 的公 倚数.另一力 •面，如果 m = Icmlri , …， r ,} ，則易知 a ™ = (1> . 所以 <» 的阶为 》!• 
( HI ) 把 a 写作不相交轮换的积，冉用 （H ). ■ 

举例来说，中一个置换的阶为2当且仅当它是一个对换或不相交对换的积. 

例 2. 26假定洗一次扑克牌把顺序丨，2,3,4 ，…， 52变成2,1,4,3 ，…， 52,51,如果用同样方 
式再洗一次，则扑克牌又回到原来的顢序.对52张牌的任一》换 0 也会发生同样的 情形： 把 0 重 
[ H ] 复充分多次.最终牌局回到 《( 来的顺序.要了解其 原因的 一种方法是运用我们的置换 知识. 把<»写 
作不相交轮换的积.比如 0 = … A , 其中轮换.由命埋 2.25， a 的阶为 I 其中《是 r , 的 

最小公倍数.所以<» 4 = (1). 

坷用更简单的证明方法得到更一般的结果（柚象代数比代败更容易 >:设 G 是有限群 ， a € G , 
则有某个使得2 =丨 . 考虑子集 U , a , d , … WG 有限，在此无限表中必有*复，即 
有整数/»>«满足 a - = a " , 因此 1 = = a -一- ,于是证明 了 a 的某个正幂等于 1. [原先对 

于52张牌的置换 0 所作的论证不是无用的，因为它给出丫计算4的算法 .] ■ 

把例 2. 26屮刚证明的结果陈述 如下： 

命題 2.27 如果 G 是有限群，則每个 _ r 6 G 的阶都有 tt. 

表 2. 3讨论了例 2.5( il >中的表. 


表 2. 3 S s 中的置換 


轮換结构 

个败 

阶 

奇偶性 

(1) 

1 

1 

偶 

(1 2) 

10 

2 

奇 

<12 3) 

20 

3 

偶 

(1 2 3 4) 

30 

4 

奇 

(1 2 3 4 5) 

24 

5 

偶 

(1 2)(3 4 5) 

20 

6 

奇 

(1 2)(3 4) 

ii 

2 

偶 




群 


41 


下面是群的几个几何例子. 

定义称保持距离的双射 f : R 2 -^ R 2 [可以证明如果史 (0) = 0，則沪是线性变換] 为运动 .如 
果 ； r 是平面上的多边形， 則； r 的对 称群 2( jt ) 由满足 9( ir > = ; r 的一切运动妒组成， 2( w ) 的元素称 
做； r 的对 称. 

例 2. 28 ( 丨 ） 设 ; r 4 是边长为 1. 顶点为彳1^，〜，1； 3 ,1^的正方形.在平面上酾出〜使其中心 

在原点、边平行于坐标轴.可以证明每个 2( a ) 置换各顶点.确实， ; r 4 的一个对称炉由{外1；,):1 
< i <4} 所确定，由此最多有24=4!个可能的对称.然而$中的所有置换并非都是^的对称.如果 
和％相邻，则 II A - % II =1，而 II v , - V 3 II = \\ v 2 - v A \\ , 由此供必保持相邻性（因为 
运动保持距读者可验证 > r 4 的对称只有8个，除了饵等闲数和绕 （) 旋转90°、180°和270°之外， 
还有关于直线 v | V 3 和……以及 .7 •轴和 _ v 轴四个反射（为了将来的推广，注意: y 轴是 Omp 
v lW 2 的中点， . r 轴娃 Om 2 , »» 2 是 k 2 v 3 的中点).群 2( h ) 称为有8个元索的二面体群记为 D 8 . 

( li ) 中心在0、顶点为 V | , 巧. t ; 3 , ％，叫的正五边形; r s 的对称群 2<» r 5 〉 有10个 元索： 绕朗 
点旋转（72))%其中以及关于直线0^(1<灸<5)的反射.对称群 2( 的）称作有10 
个元索的二面体群，记为 D 1() . ■ 

定义 设! r , 是中心在 O 、 n 个 頂点为 的正多 边形. 称 对称科 2(>^>为有2«个元 
素的二面 体群. 记为 ® D 2 ,. 

--面体群 D 2 lI 包括绕中心的个 （360 j 7») °旋转 〆 .0 <- 1 • 描述其他《个元素要依赖 n 
的奇 偶性. 如采 》 i 是奇数（如五边形的 悄形， 见图2.5>,则这《个对称是关于不同 ft 线 Ou〆 ； =1, 
2,…， n ) 的 反射. 如果》1=2 9 £偶数（见明2.4的正方形，或围 2. 6的正六边 形〉， 则 tt 线 Ov ,. 与 i £ 
线相 N , 只能得到9个这样的反射.剩下的<?个对称是关于直线& 〆 /= 1,2, •",<?) 的反射， 
其中 是边 v , x ； i + i 的 中点. 例如， jts 的六条对称线是 Ovi ， Ov 2 和 ， Om 2 ，0/ w 3 . 



习题 

2.17 如果 A 是群 G 中的元索， yE 明 


㊀ 克莱因 （ F . Klein ) 研究了《些作为 R 3 的运动群的子群出现的有限 《• 其中有一些是作为正多面体的对称群出现 
的 [polyhcdra (多面体）源 A 意为-多”的 Pdy 和意为“二蝤边界”的 hedron 的希臢语].他发现•个退化的多面 
体，称之为 dihcdron (二面体）•源自意为••二”的希醋字 di 和希膳字 hcdron , 它表示由两个零厚度的全等多边形 
粘合而成的形状.二面体的对称群由此称为二而 体鮮. 对我们 来说， 如课文部样描述这埤群更自然. 

O 有些作者记 D 2lt 为 £)«*. 




假定 G 是带有结合的二元运算的集合，不用广义结合性来证明 （ a 6 KaO = a [(&) rf ]. 

<丨 ） 计算 

a = (1 2)(4 3 X 1 3 5 4 2)(1 5)(1 3)(2 3) 

的阶、逆和奇供性. 

( H ) 习题 2.1 和习題 2. 8中的置换的阶各是什么？ 

( I >在 S s 和氏中2玢元索有多少？ 

(II > S , 中2阶元素有多少？ 

提示：可用和式来表示答案. 

如果 G 是群，证明满足 〆 的唯一元索是 1. 

本题用较少的公理来定义群.设 H 是包含元索*的集合 • 且«定在 H 上有结合的二元运算*满足下列 
性质： 

1. 对一切 ： r 6 »x = jt . 

2. 对每个 x 6 H , 存在 x ^ H 使得 x *x = t . 

(I) 证明： 如果 h e nm 运 h*h = h ， 則 / « = 

提示：如果 A'*A = «， 用两种方法计算 A '• A •厶 • 

( II ) 证明： 对所有 
提示： 考成 

<_> 证明： 对所有 H ,: r ” ■: r . 

提示： 用两种方法计算 i * 〆 * x . 

( IV )证明：如果 〆 € H 满足对所有的 I € H 有 〆 *：r = x , 则 
提示： 证明 (/)* = 〆 . 

( V > 设丈€^^. ffi 明：如果 满足 ffi x 0 = x r . 

提示：用两种方法计算 • r '* x * < r ' 

( VI )证明 H 是群. 

设 y 是阶为 m 的群元索，如果对某个索数/»有1« = a ,证明 y 的阶为 p . 

提示： 显然有用定理 2. 24证明《/没有更小的幂等于 1. 

设 G 是群，的阶为蚁如果 p 是★的索 W 败，且有 *2:60 满足证明 * r 的阶为 
SG = GL (2, Q >, 并设 


[-：!]• 

二是 2X2 单位矩由此可知的 


证明 A 4 = / = B 4 ,而对一切 ”>0 ,(ABr 关 J •其中，= Lo ^是 2 X 2 单位 矩阵. 由此可知 AB 的 

阶无限 • 即使它的两个因子 A 和 B 的阶都有限（在有限群中不可能出现这种情形）. 

如果 G 是群，且 对每个 G 有 or 2 = 1, ii 明 G 必是阿贝尔麻[例 2. 18 中的布尔群 B (；0 就是这样的 
群]. 

如果 G 是有偶败个元索的群，怔明 G 中2阶元索的个数是奇数，特别地， G 至少包含一个2阶元素. 
提示： 把每个元索和它的逆配对. 

S m 中阶最大的元索是什么？其中 if = 1,2,…，10 [我们注明尚不知道对于任意 n 的一般公式，虽然1903 
年兰道 （ E . Landau ) 发现了渐近状态]. 
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2.4 拉格朗曰定理 

群 G 的子群 H 是包含在 G 中的群，如果则 H 中的积 / i / i ' 和 G 中的积 W 相同.然 
而，为了用起来更方便还是给出子群的正式定义. 

定义称群 G 的子集 H 为子群，如果 
(i )16 H ； 

(^如果^^云只，則 
(ill ) 如果 j ： 6 H 9 x 1 6 H . 

如果 H 是 G 的子群， 則记为 H < G , 如果 H 是 G 的真子群.即 H 垆 G ,則记为 ff < G . [ H ] 

{1} 和 G 恒为 G 的子群，其中<11是由一个元索1组成的子集. 史为重要的例 子将立即给出.子 
群称为真 子群. 

每个子群 H < G 自身也是群.性质 （ H ) 表明 H 是封闭的；即 H 有二元运算.结合性（办> 2 = 

; r (3«) 对 一切 x ， y ，*：€ G 成立，从而特别 对一切 x . ji ，* 6 H 也成立.最后 （ i > 给出了幺元， < iii ) 

给出了逆. 

验证群 G 的子集 H 是子群 （ W 而 H 自身是群）比验证 H 满足群公理 容易， 已从 G 上的运算继 
承了结合性，不需再验证. 

例 2. 29 (丨〉 四个换 

V = <(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3)} 

形成一个群，因为丫是氏的子群， （ 1 ) e v , 对每个 v , 0 2 = ( i > ,由此 a _ 1 =<»e Vi v -<]) 中 
任两个不同置换的乘积是第 -个 置换.称群 V 为四群 (V 是原先德语术语 Vierergruppe 的缩写). 

看看验证结合性 a (& •) = ( a 6)< ■要陷人怎样的 麻煩： 每个 a ,6, t •都有四种选择，因此有4 3 =64 
个等式需要验证.显然证明 V 是群的最好方法是证明它是 S 4 的子群. 

( II >如果把平面 R 2 看作（加法）阿贝尔群.则过頭点的任一直线 L 是一个子群.最容易的验证 
方法是在 L 上选取一点 （ a ,« # (0,0) , 并注意 L 由一切标量乘积 （ ru , rb > 组成.读者现在可验证 
定义子群的公理对 L 成立. _ 

可用较少的项目来验证一个子 集确实 是一个子群. 

命« 2.30 群 G 的子集 H 是子蛘当且仅当 H 非空. J ■当； H 时，巧- 1 e H . 

证明 必要性44然成立.关于充分性 ，取 _r 6 H (因 H 关0 ,所以必能取到）.由假设， 

1 = xr 一 1 e h . 如果 : ye h ,则 y 1 * br 1 e 而如果 x,>e h ,则玎 = dy 1 广 1 e h . _ 

自然，验证一个子群的候选者 H 非空的最简单方法是看是否有丨 e H . 

注意，如果 G 中的运箅是加法， M 上一命題的条 件是： H 是非空子集且满足 f /菹 涵 

y€ H . 

命 H 2.31 有陳群 G 的非空子集 H 是子群当且仅当 H 是闭的；即如果 a ，6€ H , ») afe 6 H . 

特别地，的非空子集是子群当且仅当它是闭的. [63] 

证 明概要 因 G 有限，命理 2.27 说每个 G 的阶有限，因此，如果 y = 1 , 则1 e H 且 

〆 = x" _I e h . ■ 

上面的命埋当 G 是无限群时可•能不成立.例如，设 G 是加法群 Z , 子集 H = N 是闭的，但不 
是 Z 的子群. 
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回 


在1830年，对伽罗瓦来说群是在复合下封闭的 S , 的子集 H « 即如果则 
1854年，凯莱 （A. Cayley ) 第一次定义了抽象群，明确提出了结合性、逆和幺元，然后他证明 
(见凯莱 定理） 每个有 n 个元素的抽象群本质上是 S , 的子群(下一节引人了同构的概念后可以给出更 
精确的陈述）. 

例 2.32 由一切偶置换组成的 S » 的子集是子群，因为它在乘法下 封闭： 偶。偶 =偶.这 
个子群称为》•个字母上的交锚 © 群. ■ 

定义如果 G 是群，且 a 6 G , 记 

< a > = { a " * n 6 Z ) = {a 的一切幂}. 

〈0〉称为 G 的由 a 生成的循环子群.群 G 称为循环群，如果存在使得 G = U >, 此时称 a 为 G 
的生成元. 

易知 < fl > 确实是一个子群：1 €<<*>• 例 2.17(| V ) 表明，对每 

个全体 n 次单位根的乘法群&是循环群，它以 n 次单位原根"为生成元. 

无疑，在早先的课程中读者已经知道整数模 m 的例子，我们仅回顾它的定义.给定 m >0 和 
a 6 Z . a mod m 的同余类 [ a ] 定义如下： 

[ a ] = {6 6 Z « 6 — < imodm > 

^ { a -^ km * k ^ Z ) 

* {••• *a 一 2 m，a 一 + m，<i + 2 m 

定义螫数 mod m 是指 mod m 的一切同余类的族，记为 © U . 

回忆在 I m 中 [ a ] = [6] 当且仅当 as 6 modm • 特 别地， 在中 [ a ] = [0] 当且仅当 a = 0 modmi 
即在1„«中(>]«[0]当且仅当 m 是 a 的 W 数. modm 同余的定义对一切 m >0 都有意义，但 m = 0 
和 m = 1的情形没有什么 意思： “ sftmodO 意味着0丨 （a — 6) ，鱿是说 a = 6 t « = 6 modl 意味着 
1 I ( a - b ) ,就是说 a 和6总是同余的，即只有一个 mod 1的同余类.回顾命 B ]• 19,我们现在用 
方括号的记号重写如下. 

命题 1.19 设 m >2 是固定的整教. 

( I ) 如果 “e Z ， 則有某个 r 满足 0< r </ w 使得 [ a ] = [ r ] • 
(||)如果0</<广</?1，則[/]尹[广]. 

(1_>1„ | 俺有/?|个元素，即[0]，[1 ]，…， [in — 1] • 

对每个 m >2, 1_是（加法）循环群，其中 

[ a ] + [6] *= [a + 6] | 

幺元是[0]，[>]的逆是[―幻，生成元是 [ I ]. (_) 表明的阶为 m . 

循环群可以有好几个不同的生成元，如 = 

© 在研 究多项式时第一次产生了交嫌群.如果 

fix ) ™ (x— H|)(x— — M.). 

m 败 £)■ XI(«•-“,）M 供的推列而改变 符号：如果 O 是 U ,. 勿的一个 置*. 8知 H[«(«,)-«(«,)] -± D . 

•<i i<J 

当各种置换 《 作用 3D 的因子 上时， 这个积交替变後符号.但对于交错群中的蓐些 C 符号不变.后一亊实可用来 
绝出定理2.】3 (1 ) 的另一个证明. 

O 引人新记号是因为没有一致认同的 记号. 最大众化的是乙和 Z/mZ. 选择1„是因为I是 integer* (整数〉的起首字母. 
整败的通常记号是 Z (它是 徳语 ZaWen 的起首字母） • 这几乎是一致公认的.因此从 Z 变到I是连贾的，不致太迷茫. 



定理 2. 33 (丨）如果 G = < a > 是”«•循环群，« a * 是 G 的生成元当且仅当= 1 . 

(ii ) 如果0是”阶循环群，记 gen ( G ) = { G 的所有生成元 >,則 
I gen ( G ) |= Hn ), 

其中#是欧拉參-函教. 

证明 （i ) 如果 a * 生成 G , 则^^^〉，因此有某个 《€ Z 使得,从而 a * 1 —=1. 根据定 
理么24,"| ( fa -1) ,由此存在 Z 使得 = , W 此1是*和《的线性组合，于是 U , w ) = 1. 

反之，如果 ( k , n ) = 1 , 则有* ,« e Z 使得 nl+ku = l , W 此 
a = = a -' a ^ = a ** 6 < a *>. 

所以 a 的每个幂都在 < a *> 中，即 G =< a *>. 

< II > 命题 1.38 说扣 n ) =丨 {*< n « (*. n ) = 1>| • 下一命® 将证明 G = { l , a , …, a *— 1 }, 从而 
由（丨）可得结论. ■ [HJ 

命题 2.34 设 G 是有限群，的玢为丨 （ a > I ，它是 < a > 中元素的个数 • 

证明 WG 是有限的，因此存在整数*>丨使得丨， …， a *— 1 各不相同，而 l , a , a 2 , …， 
o * 有® 复， W 此 a * € ( l , a ， a 2 , …，，即有某个 i 满足 0 < i < * 使得 a * = • 如果, >1 , 

»J a * -1 = 1, 这与第 -- 个数列没有® S 元索相矛盾，所以 a * = a <> = 1且4是“的阶（满足该式的 
最小正整数）. 

如果 H = U ， a ， a 2 , …，^卜 1 } , »J I H | = * . 只笛证明 H « < a > . «然 HG < a >. 关于反包 
含，取“ * € < a > ，由带余除法. i "=* Hr ， 其中 0< r <*, W 此 a * = a»* +r -= a * a r = («*)« 〆 _ 

〆 6 H ,山此可得 < a > S H ,从而 < a > = H . ■ 

定义如果 G 是有限群，則 G 中元素的个教称为 G 的阶，记为 I GI . 

阶这个词有两个意义，即元素 a 6 G 的阶和觯 G 的阶. 命超2.34证明群元素0的阶等于1< <1 >丨. 

命踴 2.35 群 G 的任一子群族的交也是 （； 的子群.特别地，如果 H 和 K 都是 G 的子 
群•则 HHK 也是 G 的子群. 

证 明槪要 容 M 从定义得到. ■ 

系 2.36 如果 X 是群 （； 的子集，《存在包含 X 的 G 的最小子觯 < X >, 最小是指对于 G 的每个 
包含 X 的子群 H 有 <；0 < H . 

证明 G 的包含 X 的 - f 群是存在的，如 G 本身就包含 X . 定义 < X > = QH , G 的一切包含 

X 的子群 的交. 根据命题 2.35, < X > 是 G 的子群，因为每个 H 包含 X ,自然 < X > 包含 X . 最后•如 
果 H 是包含 X 的任 一 F 群.則 H 是交成 < X > 的子群中的一个.即 ■ 

注意上面的系中对子集 X 没有任何 限制. 特別是可允许因为空集是每个集合的子集， 

所以对每个 G 的子群 H 都有于是 <0> SG 的一切子群的交，特别是有从而 

< 0 > = <11 . 

定义如果 X 是群 G 的子集，則称 < X > 为由 X 生成的子群. 

如果 X 是群 G 的非空子集，定义 X 上的宇 e 为形如其= <，… ：<• 的元素,其中对一切《•， 

Xi € X , e , =士 1 . [66] 

命踴 2.37 如果 X 是群 G 的非空子集. 《<； f > 是 X 上所有字的集合 • 

© W 沦自由群时这个定义 S « 作修改. 
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证明我们断言 X 上所有宇的集合 W ( JO 是 子群. 如果則上两 
个字的积也是 X ■上的字， X 上的宇的逆也是 X 上的字.显然有 XQ W(X) ， 所以 < X > < 
W ( X >(< X > 是 G 的包含 X 的一切子群的交).另一方面， G 的包含 X 的任一子群必包含 W ( X >, 从 
而 (X) = W(X) . _ 

例 2. 38 (丨〉 如果 G = < a > 是具有生成元 a 的循环群，则 G 由子集 X == { a } 生成. 

( « >二面体群 D 2lt (即正》1边形的对称群）由 p 和 t 生成，其中是旋转 （360/ n )% < r 是一个反 
射. 注意这两个生成元满足等式/ = 1,<» 2 = 1和 cpo sf 1 . ■ 

或许关于有限群 G 的子群 H 的 ft 基本的亊实是它们的阶有约束.当然丨 H |<| G 丨，其实 
I H | 还必定是 | G 丨的因数.为证明这一亊实，我们引人 K 集的概念. 

定义如果 H 是鮮 G 的子解且 0 6 G, « G 的子集 aH 叫做*集 aH, 其中 
all - {ah • h e H). 

这里所定义的陪集常称为左*集，还有 H 的右晴集，就是形如《<« = {&|66//>的子集.将 
会看到左 W 集和右 陏集一 般是不同的. 

如果群 G 的运算使用记号* ,则记陏集为 a * H , 其中 
a * H *= { a * A « A 6 H). 

特别地，如果运算是加法，则陪集记为 

a+/f = {a + A»A^ H). 

当然 ， fl = alea / f . 通常，陏集不是子群，例如，如果 a « H . 则1任 aH (否则有某个 
H 使得 I=«A ,从而与 asF 1 云 H 产生矛 盾）. 

例 2.39 ( 丨 ） 考虑作为(加法）阿贝尔群的平面 R 2 . 设 L 是通过原点 O 的直线（见图 2.7), 如 
例 2.29( B ), 直线 L 是 R 2 的 子群. 如果沒 6 R z , 则陏集泛+ L 是包含/?平行于 L 的直线 I /,这是 
UH 因为如果 m 6 L , 则由平行四边形法则，沒+阳 € L'. 



(ii > 设 A 是; nX” 实数矩阵，并设 Ax = 6 是相容 的线性方程组 | 即存在列向量 R" 使得 
A* = 6. 齐次方程组 Ar = 0 的解空闻5={*6 11-:/^ = 0}是1?”的加法子群，原来的非齐次方 
程组的解集 U 6 R" « Ac = 6} 是陪集 j + S. 

<«) 如果 G=S 3 且//= <(1 2)) ,则 H 恰有三个左陪集，就是 
H = { (1) ,(12) ) = (1 2)H, 

(1 3)H= {<1 3),(1 2 3)} = (1 2 3)H, 

(2 3)H= {(2 3),(1 3 2)} = 03 2)H, 

每一个的大小都是 2. 注*这些陪集也是“平行 的”； 即不同 W 集不相交. 

考虑5 3 中《=<(12»的右陪集： 





H = { (1) ,(12) } = H (1 2), 
mi 3)= {(1 3),(1 3 2)> = H (1 3 2), 

H (2 3)= U 2 3),(1 2 3)> = H (1 2 3). 

再次看到恰有三个(右)陪集.毎个大小为 2. 注意这些 K 集也是“平行的”：即不同(右）陪集不相交. ■ 
引理 2. 40 设 H 是群 G 的子縟，并设 a , 6爸 G . 

< I ) aH = 6 H 当且仅当 6 —k € H . 特别地 ， aH = H 当且仅当 a e 
(ji ) 如果 aH r\bH ^=0 , HaH = bH . 

( iii ) 对一切 a 6 G , UH | = | HI . 

注 习趙 2. 29 证明 Ha = Hb 当 且仅当 ab - 1 6 H . 因此 /*=// 当且仅当 a € H . 

证明概要对于前两个陈述，考虑 G 上如下定义的 关系： 如果 6-^6 H . 这是一个等价 
关系，它的等价类就是陏集.由命题 1. S 4, H 的防集划分 G . 笫三个陈述为真是因为 AH - aA 是 
H — aH 的 双射. _ 

下一定理以拉格朗 H 的名宇命名，1770年他知道 S , 的某种子群的阶 Jin ! 的 W 数.群的概念 
是60年之后伽罗瓦发现的，有可能伽罗瓦是第一个岡满证明该定理的人. 

定理 2.41( 拉格朗曰定理）如果 H 是有限群 G 的子群， 到 丨 H | 是丨 G 丨的因*. 

证明设 hH ^ H , …, 出是 G 中一切不同陪集的族，则 

G •= “| /J U A H U … U o , H . 

这是 W 为毎个€ G 在陏集 之内 • 且有某个/使得 =»<!,•«• 并且引理 2. 40( H 〉又证明了陪 
*把《划分为两两不相交的子集， W 此 

I G | = | a t H |+| a 2 H | +…+| a,H |. 

而山引理 2.40( 对一切；有丨=丨 H 丨 ， 所以 iE 如所要求的那样丨 G | - r | H | . ■ 

定义 G 中子群 H 的指» 是相 G 中 H 的左集的个數，记为 [ G > H ]. 

指数 [Gi H ] 就是证明拉格朗 U 定理时公式 | G |~ i | H | 中的数闪此 
I G I - [G « H ] | H I . 

该公式说明指败 [ G : 也是丨 G I 的因数.且 

[ C « H ]=| G |/| HI . 

例 2. 42回忆二面体群 D 2 , = 2 (〜> ,即正 ”边形 的对称群，它的阶为 2 n 并有一个由旋 
转 P 生成的 n 阶 子群. 子群 >> 有指败[£) 2|1 | <#] = 2 , 因此有两个 陪集： < 〆 和 〆 #，其中<»是 
< 〆 之外的任一反射，从而每个元索以，都有因子分解 a = « r'y ,其中 i = 0, l 且 0< j < n . 

■ 

系 2.43 设 G 是有限群， a € G , « a 的降是 | G 丨的因數. 

证明从命题 2.34 立即可以得证，因为0的阶是丨 < a > | . _ 

系 2.44 如果 G 是有限群，則对一切 a e G , a IGI = 1 . 

证明如果 a 的阶是 t /, 则由上一个系，存在某个整数 m 使得 \ G\=dm ,从而 < jl GI = = 

( a rf )"* = 1 . ■ 

系 2. 45如果 p 是素数 ，别每个价为 />的蜱 G 都是循坏群. 


© 埋 2. 37证明一个子群的左陪集的个败等于它的右格集的个数. 
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证明如果且 a 尹1,则 a 的阶 d > l 且 d 是/•的因数，因为/•是素数， d =/>, 所以 
G = <a> . ■ 

我们已经知道1„在加法下是 m 阶循环群，现在由 

WW = [4] 

给出乘法 / ^1„ 1 ><1 1 „-*1„,它也是上的二元运算（由命題 1.20, 它是合理定义 的）， 并且是结合 
的、交换的，[〗]是幺元.但 U 在这个运算下不是群，因为其逆可能不存在，例如 [0] 就没有乘 
法逆. 

命题 2. 46定义集合为 

= {[ r ] 6 I - 1 ( r , m ) .= 1>, 

它是阶为多 (/»> 的乘法群，其 t ★是欧拉多-函数.特别地，如果/>是素教，《 = IJf 是阶为 

p — 1的来法觯，其中0是1^■的非零元紊的集合 • 

证明由习题 1.14,( r , m ) = l = ( r ',» n ) 蕴涵 （ n *'， m >= l , 因此 Ud ) 在乘法下封闭.前面巳 
经提到该乘法是结合的， [1] 是幺元.如果 （ a ，》 n ) = l , 则在中可关于 [*] 求解= [1]. 
现在 （_ r , m > = l , 这是因为存在某个整数5使得 ra+jm = 1 ,由命埋 1. 13可得 （ i , m 〉 = 1，所以 
W 6 ua m ) , 由此毎个 O ] e ua m ) 都有逆，因此是群.欧拉♦-函数的定义表明 
I C/CU |= f(m). 

当/>是素败时， f ( P ) = />—丨，由此得 ft 后一个陈述. ■ 

第3章中将证明对每个素数 A , I )；是循环群. 

下面是费马定理.即定理 1.24 的群论证明，原先的 i £ 明用到了二项式系数和/>丨 
的亊实. 

系 2.47 ( 费马1 如果 p 是素* , a € Z ， 則 

a p ^ a mod p. 

证明只黹证明在 Ip 中[ V ] = [ a ] • 如果 0] » [0] ,则[^] = lay = [0]^ - [0] = [ fl ]. 
如果 [ a ]#[0], 則,它是1；_中非零元索的乘法群 . W IIJ ； I = P -1 , 由拉格朗日定理的系 
2.44. = [1]. 乘 [ a ] 可得要求证明的结果= [ a ]* = [ a ]. 所以 〆 = a mod />. ■ 

现在给出欧拉对费马定理的推广. 

定理 2.48( 欧拉）如果 （ r , m > = l .« 

r ^* 1 = 1 mod m. 

证明因 I U ( I „) |= , 系 2. 44( 本质上是拉格朗日 定理〉 给出，对一切 [ r ] € U (： U ， 

[ r ] #<m> == [1]. 用同余记 号是： 如果 （ r ， wi )= l , 则 r #" 0 s 1 mod m ■ ■ 

例 2. 49 易知 

U ( Ig > = <[1],[3],[5],[7]} 

是群(类似四群 V >, 其每个元索的平方是 [1], 而 

U ( Iio ) = {[1].[3].[7],[9]} 

是4阶的循环群[下一节引入同构后，称 U ( I *> 与 V 同构，而 U ( I 10 > 与同构]. ■ 

定理2.50<戚尔逊定理）整數/>是索数当且仅当 

(^― 1) ! =— 1 mod p. 


群 
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证明假定/»是素数.如果^是一个有限阿贝尔群的所有元素的表，则乘积 
q 幻…化 与满足 a 2 = 1的所有元索的乘积是一样的，这是因为任一其他元素和它的逆互相抵消.因 
/>是素数，习題 1.37 蕴涵$只有一个2阶元素，即[一 1], 由此，绞中所有元素的乘积（即 
[(#>-!)!]) 等于[一 1], 所以（户一 1)! 安一 1 mod p . 

反之，假定 m 是 舍数： 存在整数 a 和6使得 m = 且1 • 如果 a < d ，则 

是 （m — 1)! 的 H 数，因此 （m — 1>!三0 mod m . 如果 “ = 6，则 m = a 2 • 如果 “ = 2，则 
( a 2 -1)! = 3! = 6 s 2 mod 4，自然2 赛一 1 mod 4 . 如果 2 <a , 则 2 a < < i 2 ，因此 a 和 2 a 是 
( a 2 — 1>!的因数，所以 U 2 — 1)! sO mod a 2 ,从而 （ a 2 — 1)! ^^1 mod a 2 . 证明完成. ■ 
注可以像欧拉定理推广费马定理那样推广成尔逊 （ Wilson ) 定理： 用 l / O ^) 替换 
例如，对一切 m > 3 ， 可 以征明 1/( 1 2 - ) 捨有三个 2 阶元素，即 [- 1],[1 + 2 W 一丨] 和 
[一 （1 + 2 1 "” 1 )]. 现在可导出满足 l < r <2" •的一切奇教 r 的乘积和 1 对于 mod 2 w 同余，因为 
(— l )( l +2 d >(— l -2*" -l )» (1 +2" ,_l >* 

=1 + 2 m + 2 2 爾一 2 在 1 mod 2 m . 



习题 


2. 29设/1是群 C ； 的子群. 

( I >证明心陪* 和 f 仏相等当仅当 M 6 H . 

( ID 证明： 关系 as A 如果劝 1 € f / 是 G 上的等价关系，它的等价类是//的右陏«. 

2.30 (丨）定义特殊线性群为 

SL (2, R ) = M e GU 2, R ) • dct ( A ) - 1). 

X 明 SU 2, R > 是 GU 2 ,R >的子群. 

( II ) 证明 CAA 2, Q)M GL (2 ,R >的7•群. 

2.31 ( I ) 举出一个的两个子群 H 和 / C 的例 f -, K •并 HU K 不是 G 的子群. 

提示： 设 C ； 足四群 V . 

< M ) 证明两个户群的并 f/U K 其本身是子群当且仅当//是 K 的子集成 K 進 H 的 f 集. 

2. 32设有限舴 G 有/•群//和 / C . 如采 《</ C , fit 明 

[G * H ] = [G « K][K * H ]. 

2.33 如果 / f 和 iC 足群 G 的子群 • 巨 I H 丨和 i iC | B ：*. 证明 HDK ^ il ). 

提示： 如果 x 6 h n k , mui * x ,,f, . 

2.34 证明循环群 <«> 的每个子群 S 本身也是循环群. 

提示： 如果丨，选取 A 为满足6 S 的 ft 小正整数. 

2. 35设 G 是《阶的循环群，证明对每个整除《的3, G 有 d 阶子群. 

提示： 如果 < a > 且 if =必，考虑 < a *>. 

2- 36设 G 是4阶群•证明 C ； 要么是循环群，要么对每个有 x l = l . 由此，根据习趟 2. 26可知 • G 必 
是阿贝尔群. 


2.37 如果 H 是群 G 的子群， iiE 明 G 中 H 的左 陏集的 个败和 G 中 H 的右»集的个数相等. 

提示： 函数 F : aH h* Ha 1 是从 H 的全部左陪集族到 /f 的全部右陪集族的双射. 

2.38 设/>是奇索数&<!,，•••,<!,，是 U,2, …，/ » — 1>的一个 S 换.证明存在 i 关 j 使得 za, s>a, m odp. 
提示： 用威尔逊定理. 
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2.5 同态 


—个重要问题是确定给出的两个群 G 和 H 是否有某种共性.例如，我们巳经研究过5 3 ，即 
x= { 1 , 2 , 3 ) 的全体置换组成的群 .y= { a , b , c ) 的全体置换组成的群 Sy 与為不同，因为 <1,2,3} 的 
置换与的置换不同.尽管 Sy 与$3不同，但它们彼此确实很相像（见例 2.51). 更有趣的例子 
是 S 3 和等边三角形的对称群 D s 也很相像.我们将看到同态和同构的概念可用来比较不同的群. 

定义如果 （ G，* >,(H, •) 是群（两个群的运算己表示出 来〉， 則函數/> G—H 称为间态 
如果对一切 G» 

fix *y) = fix ) • /(>). 

如果 / 还是_个双射，则称/为同 构. 两个群 G 和 H 称为同构的，如果它们之间存在同构 
/> G-* H , 记为 G ^ H . 

群 G 的乘法表是把每个乘积(其中 a ,6€ G) 表示出来的表格. 


C 

«1 

a* 

••• d - 

… a m 




… fl| a f 

… a] a a 



««fl* 

••• 

… 


a . a l 


… 

… 




… 

… W 


定义设 ai , a 2 , …， a , 是鮮 G 所有元素无重复的表， G 的乘法表是指一个; iXn 阵列，处于 《•) 
[HD 位置是元素 

n 阶群 G 的乘法表依赖于如何排列 G 的元素，从而 G 有! I!个不同的乘法表（由此，判定-•■个 
群 G 的乘法表是否和另一个群 H 的乘法表相同是一项骇人的任务：X要比较 n! 张表，每张表又要 
比较 n 2 个元 索）. 如果 ai ,a 2 , …,心是群 G 所有元素无重复的表，且 /iG—H 是双射， »J/(a,), 
/(々>,…， /(a,) 是 H 所有元索 无重复 的表.这个表可以碗定 H 的一个乘法表./是同构的意思是 
说，如杲把给定的 G 的（由 ai , a 2 ,-, a „ 确定的）乘法表重叠到 H 的（由/(〜^，/(七〉 ，…， /(a„> 确 
定的〉 乘法表上，则两个表相匹配：如果 a, ~是给定的 G 的乘法表中处于位置的元索，则 
/(«,•>/(〜）=/(a, 七）是 H 的乘法表中处于 i) 位置的 元素. 在此意义下，同构群有相同的乘法表， 
于是同构群本质上是相同的，不同的只是元索和运算的记号. 

例 2. 51我们来证明置换{1,2.3> 的对称群 G= S 3 和7 = ia , b , c ) 的全体置换组成的对称群 
H=S y 同构.首先列举 G 的元索： 

<1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2). 

定义 S 3 — Sy 为明显的用字母待换数字的 函数： 

( 1)«(<2 6)»(a c)«(6c)«(a 6 c)»(a c 6). 

比较由 S 3 的元素表产生的乘法表和由 S y 的相应元素表产生的乘法表，读者需要写出两者的完整表 
格，并把一个表格放在另一个之上以检査匹配情况.这里只检査一个 位置. 5 3 的乘法表中处于4, 5 

© 词 homomorphism (同 态） 来自意为“相同”的希腊语 homo 和意为 44 形状”或“形式”的希腊语 morph . 这样， 
同态把一个湃带辤有相似形式的另一个屏（它的 象). 词 isomorphism (网构）与意为“相等”的希腰语 i so 有关. 
同构群有相同的形式. 










位置的是乘积 （2 3)(1 2 3)= <1 3), 而 Sy 的乘法表中处于4, 5位置的是= ( a c >. 

习睡 2. 39推广了这个结果. _ 

引理 2. 52设 /: G—H 是群同态‘ • 

⑴ /(I) = 1. 

(H ) /(x _1 ) = /(jr) _, . 

( iii ) 对一切 « e z ,/( y ) = / ur . 

证明概要（丨 ）l • l = 1 菹涵 =/( i ). 

< M ) 1 = XT ' 1 蘊涵 1 = /( l ) = . 

( Hi ) 对一 切 用归纳法证明 /( x «> = /(1>••注意到： = ( J ：- 1 ) •，再用 （ H ). _ [ B ] 

例 2.53 如果 H 和 G 都是 m 阶循环群，则 H 和 G 同构（由此，根据系 2.45, 阶为素数/•的任两 
个群都同 构）. 证明虽不难，但需要小心.我们有 G = { l , a , a 2 , …，彳丨泌/,…，*"- 1 }, 

对于同构的明显选择是令双射/> G - f / 为 /( a f ) - bf . 验证/是同构就是验证 /( at )) =夕+> , 

这要牵涉到两种 情形 ： i + 和 ； + 例 2. 71给出了一个计算置较少的证明._ 

群 G 的一个性质为任一同构于它的群所共有称为 G 的一个不 变置. 例如阶丨 G 丨就是 G 的一个 
不变里，这是 W 为同构群有相同的阶.阿贝尔群也是一个不变》[如果/是同构且 <2和6可交换， 

则 ab ■ ba SL 

f ( a ) f ( b ) = f ( ab ) = f ( ba ) = /<6)/( a ) j 

因此 /( a > 和 /( W 可交换].由此和馬不同构， W 为1«是阿贝尔群而 S 3 不是.一般来说，判定两 
个给定的群是否同构是 -- 个具有挑战性的问题.更多不变1的例子见习題 2. 42. 

例 2. 54我们举出两个有相同的阶但不同构的阿贝尔群. 

如例 2.29( 丨），设 V 是四群，它由下列四个*换 组成： 

V = {<1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4).(1 4)(2 3)>, 

设 W =<〖> ={1山一1,一1}是4次单位根的乘法循环群.其中 i 2 =_ i . 如果有间构糾， 

则因/是满射 • 将有 re V 满足 i = /( x ). 但对一切 Vd 2 = (1> , W 此 i 2 s / Cr 〉* = /(/) = 

/((1)> = 1 ,与 i 2 =—1 矛盾.所以 V 和川不同构. 

有其他方法证明该 结果. 例如^是循环群而 V 不是，〜有4阶元素而 V 没有； ^中2阶元索是 
唯一的，而 V 有三个2阶 元素. 到此该确信乂和以不同构吧！ ■ 

定义设 /: G — H 是同态，定义 

/的核 e = lx e G > /( x ) = 1} 

和 

/ 的象 = :存 在某个 j：eG 使得 A - f ( x )}. 

通常记/的核为 ker /, /的象为 im /. [ TT ] 

例 2.55 (丨）如果 w 是乘 法群/ 4 2 = U : l } ，則由定理 2.12, sgn : S „— w * 同态， sgn 的核 

是交错群它是一切偶 a 换的集合. 

(H >行列式是满同态 det : GL (”, R > — R X , R X . 非零实数的乘法群，其核是一切行列式为1 
的 nXn 矩阵的特殊线性群 SL (», R ). ■ 


© kernel (核）来自*为“谷物”或■•种子”的德语字 （ corn 也来自同一 宇）， 用在这里是指网态的一个重要成分. 
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命题 2.56 设是同态. 

( I ) ker / 是 G 的子群， im / 是 H 的子群. 

(ij ) 如果 ：r € ker/，a 6 G ， 則 aza~ l G kerf . 

( Hi ) /是单射当且仅当 ker /= <1}. 

证明槪要 （ I ) 显然成立. 

( II ) f ( axa ~ l ) = /( a ) l /( a ) _, = 1 . 

( Bi ) /( a ) = fib ) 当且仅当 f(b l a ) = 1 • ■ 

定义群 G 的子群 K 称为正规子群，如果和涵 gitg 一 1 6 K . 如果 K 是 G 的正 
规子群，记为 K < G . 

上一命題说同态的核恒为正规子群.如果 G 是阿贝 尔群，则每个子群 K 都是正规子群 • 这是 
因为如果则於尽― 1 二从/?- 1 这个陈述的逆不成立*在例 2.63 中将看到， 

有一个非阿贝尔群（四元教 群〉， 它的每个子群都是正规 子群. 

S 3 的循环子群 <(1 2)〉由两个元索 （1) 和 （1 2) 组成，它不是 S 3 的正规子群：如果 
(1 2 3) • 則 ( T 1 = (3 2 1) ，而 

a(l 2) a _1 =(1 2 3)(1 2)(3 2 1) = (2 3) ^ H 

[由定理 2. 9, «(1 2) a -* - (al a 2 ) * (2 3)]. 另一方面， S 3 的循环子群 K * <(1 2 3)) 是正规子群， 
读者可以自行验证 . 

由例 2. 55(1) 和 2. 55( II >可知是之的正规子群， SUn , R ) 是 GL ( n , R >的正规子群 
(不过也容易 i £ 接证明）. 

定义如果 G 是群， a 6 G , 則形如 

gag 1 

的 G 中的任一元素称为 a 的一 个共軛 元索，其中其€0. 

显然，子群是正规子群当且仅当 K 包含它的元索的一切共轭 元索： 如果 A 6 K , WJ 对 
Czl] 一切 geG , 於尺 1 e K . 

例 2. 57 ( I ) 定理 2. 9叙述了 S B 中两个置换共轭当且仅当它们有相同的轮换结构. 

( M ) 在线性代数中，把两个矩阵 A ， B 6 GL ( n ， R ) 共轭称为相似，即#在非奇异矩阵 P 使得 
B = PAP 1 . ■ 

定义如果 G 是群，片 € G , 定义共軛 y £ : G — G 为对一切 a 6 G ， 
y f ( a > = gag 

命题 2 58 (丨>设 G 是群，則共耗匕： G — G 是同构. 

( II ) 共耗元素有相同的阶. 

证明 （ 丨 ） 如果客，/» € G ，则 

iy g • y*)(fl) — y g (hah~ l ) = g(hah - 、、 g - 1 = (gh)a(gh)_ l = (a) j 

即 


m = >>• 

由此 • v * = yi = i = y , • • y g . 所以是 双射. 现在证明 心 是同构：如果 a ,6 € G ，则 
Ygiab) = gUb)g- 1 ， ga{g^ l g)bg ^ 1 = y g (a)y g (b). 

(ii > 称 a ，6 共轭就是指存在 g 6 G 使得6 = gag - 1 , 也就是 6= , 而心是同构，习题 
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2.42证明(1和6 = y / d 有相同的阶. ■ 

例 2. 59群 G 的中心，记为 Z ( G > ,定义为 

z ( G ) = {ze g : 对-切尽 e G.zg = gz ), 

即 Z < G ) 由能和 G 中每个元素交换的一切元索组成 • 

易知 2( G ) 是 G 的子群，它还是正规子群，因为如果 Z ( G >， 发 e G ， 则 
g^g 1 = zgg_ l = * 6 Z ( G ). 

群 G 是阿贝尔群当且仅当 Z ( G > = G . 另一极《是 2( G ) = {1> ,这样的群 G 叫做无中心群.例如 
Z ( S 3 ) = {1} ,其实所有大的对称群都是无中心的，习題 2. 15证明对一切 n >3, Z ( S n > = {1}. 

■ [HI 

例 2.60 如果 G 是群.则同构 / iG - G 称为 ( J 的自同构.例如每个共轭 y g 就是 G 的 (?] 同构 
(称为内自同构）.因为它的逆形成的共轭.《的一切 A 同构的集合 Aut ( G ) 在复合 T 也是- 
个群.而一切共钜的集合 

Inn ( G ) = { y f 1 * € C > 

是 Aut ( G > 的 子群. 习埋 2.64 说由/ {卜^给出的函数 r : G — Aut ( G > 是同态，且有 imr = Inn ( G ) , 
kerr = Z ( G ) i 此外 Inn ( G > <1 Aut ( G ) . ■ 

例 2. 61 四群 VJBS , 的正规子群. IH ) 忆 V 的元素是 

V - {(1),(1 2)(3 4).(1 3)(2 4).(1 4)(2 3)}. 

由定理 2.9, 两个对换之积的共轭也是两个对換的枳，而在例 2. 5( 丨 >中已知仅有3 个* 换冇这 
样的轮换结构，所以 VSS , 的正规子群. _ 

命睡 2. 62 ( i ) 如果 H 是群 G 中指数为2的子群，《对每个 G , g 2 e 

( II >如* ■ H 是样 G 中指數为2的子群.則 H 是的正規子群. 

证明 （ 丨 ） 闪为 H 的拼败为2,它恰有两个《集， 就是 其中 a $ H ,于是《是不 
相交并 G = H WaH . 取且/ {任 H . 则冇 H 使得茗 = o *. 如果 / 眘 H , Wi g 2 = ah ' , 

其中 h ' e H . W 此 

K ~ K ' g Z — h ' a ^ ah ' = h ~ x h ' 6 H . 

这是一个矛 Jfi . 

(»)® 只需 证明： 如果 H , 则对每个共轭劝# r 1 e H . 因 H 的指数为 2, H 恰有 
两个陪集，就和 aH , 其中 a 任 H , W 此足 e H 或6 aH . 如果足€ H ,则因只是子群， 
ffiH 1 6 H . 对第二种情形，可令《 = “■!，其中 * 16 ^, 于是冰 〆- 1 = aA ' a — 1 ，其 

中 Y = xh : t - 1 e H ( H 〆 是 H 中三个元素的 积). 如果 ghg ] 任 H ， 則 ghg - 1 = aha - 1 e aH , BP 
有某个 : y 6 H 使得 oh ' a ' = ay . 消去 a 得 h ' a ' = y . 这就,中,现矛盾 a = y ~ l h ' 6 H . 所以，如果 A 
e H , 则它的每个共轭都在 H 中； 即 H 是 G 的正规子群. _ QD 

定义 GU 2, C ) 中下列元素 

{ UAyA z , A 3 9 B , BA , BA 2 9 BA z } 

组成的 8 阶群 Q 称为四元数群 ㊁ ，其中/是单位矩阵 • 


© 4题 2. 50给出另一个 a 明. 

㊁ 哈密铁 （ w . R. Hamilton) 发现一个有两种运算（加法和 乘法〉 的系统 • 因为是四维的，所以称之为四元败.四 
元败群由该系统中8个特殊的元素组成.见习题 2. 60. 
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A= U I B= C ol 

元素 A 6 Q 的阶为4,因此 < A > 是4阶子群，因而指数为另一个陪集是 B < A > = < B ， BA , 
BA 2 , BA 3 }, 由此， Q 中的每个元素都有一个形如的表达式，其中；= 0 , l,j = 0, l ,2,3. 

例 2. 63在习埋 2. 59中，读者将验证 Q 是8阶非阿贝尔群，它恰有一个2阶元素，从而只有 
一个2阶子群，8卩< 一 />. 我们断言 Q 的每个子群都是正规 子群. 拉格朗日定理说 Q 的毎个子群的阶 
都是8的因数，所以子群的阶只可能是〗，2, 4或 8. 显然子群 （/} 和8阶子群（即 Q 自己）是正规 
子群. 由命题 2.62(1), 任何4阶子群必是正规子群.因为它的指数为 2. 最后，子群 〈一 1>是正 
规的，因为它就是中心 ■ 

例 2. 63表明 Q 是一个 像阿贝 尔群那样每个子群都是正规子群的非阿贝尔群.本质上只有这一 
个 例子. 每个子群都正规的非阿贝尔有限群叫做哈密《群.毎个哈密顿群形为 QXA , 其中 A 是一 
个没有4阶元索的阿贝尔群 （直积 的槪念将在下一节引人）.这个结果的证明见 Robinson 所著的 
< A Course in the Theory of Groups ) 139 页. 

拉格朗 H 定理说有限群 G 的子群的阶必是 IG I 的 W 数，由此引出一个问題.即给定 | G 丨的 
一个因数 c /， G 是否必包含一个 d 阶子群.下一结果表明未必有这样的子群. 

命題 2. 64 交错群是没有 6 价子群的 12 阶觯. 

证明首先，由习题 2.12, | A 4 丨》12.如果包含一个6阶子群 H ， 则 H 的指数为2,从而 
根据命题 2.62(1), 对每个然而，如果^是3-轮换，則 a 的阶为3,因此 
J =( a 2 ) 2 ,从而 H 包含每个3 - 轮换. 这是一个矛盾，因为 A 4 中有8个3 - 轮换. ■ 


习題 

2. 39证明 ：如果 存在双 W /« (即 X 和 y 的元*个败相 等〉， 则存在同构 f » S y . 

提示：如果 a € S x ,定义•厂 1 • 特别地，如果 | X |»3, 则如同例 2.51 那样，穿把包含 
符号1，2, 3的轮换变成包含符号 <*, 6, c 的轮換. 

2. 40 ( I ) 证明同态的复合也是同态. 

(II >证明同构的逆是同构. 

( Hi ) 证明两个群都和第三个群同构，則它们彼此同构. 

( IV 〉证明在群的任一集合上，间构是一个等价关系. 

2.41 证明群 G 是阿贝尔群当且仅当由 /(<«> = 给出的函数/: G — G 是同态. 

2. 42本题给出群 G 的一些不变 »• 设是同构 • 

(1> 证明： 如果的阶有限， W /(«> 的阶有限，如果 a 有有限阶 n •则 /( a > 也有有限阶 n . 由此 
可知，如果 G 有阶为某个 n 的元索而 H 没有 • 則 
( H > 证明： 如果 G 主 H , 則对于 | G | 的每个因数和 H 拥有 d 阶元索的个败相等. 

2. 43证 明次和 是12阶不同构的群. 

2.44 < 丨 ） 求氏的一个子群 H 满足 H 关 V 且 H 兰 V . 

( II >证明 （ I ) 中的子群 ff 不是正规子群. 

2.45 证明每个 | G |<6 的群 G 都是阿贝尔群. 
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2.46 {/: R —R* fU) - or 4-6. 其中 a 关 Oh 2 明 G 在复合下是群，它同构于由一切形如 


2.47 

2. 48 


的矩阵组成的 GL(2，R> 的 子群. 


( I ) 设 /: G— H 是同态且 : r € G 的阶为证明 /Cx) e H 的阶 m 满足 m U. 
(ii ) 设 /* H 是同态且 (I Gl，I H |) = 1 ,证明对一切 *r 6 G,/(x) - 1 . 


(i >证明 


[ cos^ 一 sin^ V __ r cosk$ 一 s\nkd m 
sin^ cos^」 LsinAd coskd. 


提示： 对 ★> 】用归纳法. 

(Ii) 证明由一切行列式为1的 2X2 正交矩阵组成的特殊正交群 SO(2,R ) 和脚群 S 1 间构. 


提示： 考虑^ •• 「_ ( cos «, sina ). 

Lsina cosaj 

2.49 设 G 是系数在 Z 中的一切关于 x 的多项式组成的加法群，又设 H ® •-切正有理数的乘法群，证明 
H . 

提示： 列出索数/>。= 2. p x - 3./>, - 5.-. 定义 

〆，《» + + e,ir* 十 ••• + e „ x m ) p e ； •••《:• 

2. 50 (丨） 证明： 如采子群 f/ 滿足对每个 A € G4ibH = =[祕 • f/] ，則 H 必是正规子群. 

( II ) 用 （丨〉 给出命 B 2.62( Ii )的第二个 证明： 如果 f /< G 的阶为2, M H < G . 

提示： 如果《 € H • 则 - H # - Ha . 其中 fT 是 f / 的补集. 

2.51 (丨） 设 S •，证 明^和^ 1 共轭. 

( II )举出一个群 C ； 的例子，它包含一个元素 * r 满足 I 与 x 1 不共辗. 

2. 52证明 WG 的任一正规 T - 群族的交仍 fiG 的正规子群. 

2. 53定义 W <<1 2)(3 4)) * 即 W 是由 （1 2 X 3 4) 生 成的氏 的拥环子群.证明 W 是 V 的正规 P 群， ffl 
W 不是 &的 iK 规子群.由此可知正规 f « 是不传递的 ： V 和 V <] G 不霣涵 W <] C ；. 

2. 54设 G 是用乘法写出的冇限阿 W 尔群.证明》如果 IGI 是奇数 ， W 每个^60有唯一的平方根，即存在 
唯-的 G 使，得 〆 - x . 

提示： 证明平方 kG - G 的哝射确数，冉运用七肤 1.58. 

2. 55举出个群 G 的例子，它有子群和元索 g 6 G •満足 LG « H ] = 3且 〆 $ f /. 

搛示： 取 G «= <(1 2)>， g = (2 3>. 

2. 56 证明 GU 2, R ) 的中心是一切标 量矩阵 fl / 的集合，典中 


提示：证明： 如果 A 不是标 » 矩阵 • W 有某个非竒异矩阵与 A 不交换.（推广到 nX / i 矩阵也成立 .> 

2. 57设 （ =次单位原根，定义 

- [o C ；-]• - [: :} 

( I ) 证明 A 的阶为 《• B 的阶为 2. 

( \\ ) 证明 BAB = A ~\ 

( Ii ) 证明： 形如 A •和 BA •的矩阵组成乘法子群 G < GL (2, C ), 其中 
提示： 考虑 A 4*， ABA j , 和 （ aV )( B / V ) 各种情形. 

(IV) 证明 G 中每个矩阵都可唯一地表示 为玫1 的形式，其中丨 = 0，I,0<i<«. 由此推出 ！G| =2n. 

( V ) 证明 G 兰 D >. 

提示： 把 G 中元索表示为 ^vV 的唯一表达式可用来定义函败 G — D 2li . 


囹 
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2. 58 (丨〉 证明 QXI Z 的每个子群都是正规子群. 

(M ) 证明 QXI 4 中存在非正规子群. 

2. 59回忆四元数群 Q 由 GL (2 ,C >中的8个矩阵组成， 

其中 

( I >证明 -/ 是 Q 中唯一的阶为2的元素，而其他的元索满足 = —八 
(H ) 证明在矩阵乘法运算下， Q 是非阿贝尔群. 

提示： 注意 = — /=皮. 

( Ill ) 证明 Q 冇唯一的阶为2的子群，它就是 Q 的中心. 

2. 60设 G 的阶为8,其元索 

士 1* 士丨，士 士 k 

满足 

I * = J * * k * —1 .U = k , jk = 

U — Ji.ik — ki.jk =- kj . 

证明 G 兰 Q , 反过来说， Q 就是这样的一个群. 

2.61 ff 明四元败群 Q 和二面体群 D , 的阶虽然都是8,但不同构. 

提示： 用习題 2. 42. 

2. 62证明 A , 是乂的唯 •的 阶为12的子群. 

提示： 利用命题 2.62( M ). 

2. 63证明对称群2 (%>与 S , 的•个子群同构，其中&是冇”个頂点的正多边形. 

提示：运动 a 6 ^ 置换 A 的顶点 X «= {vi •••••!/.}. 

2.64 ( I ) 对每个群 G ， 证明由 gh - y , 给出的函数 r » G ^ Aut ( G 〉 是同态（其中 y , 是真形成的共轭 .> 

U ) tt 明 kerr - Z(G) • imT-Inn(G). 由此推出 Inn ⑹ ft Aut(G) 的了•群. 

(ill ) 证明 Inn ( G )< Aut ( C ). 

2.6 商群 

整数模的加法群的构造是从给定的群构造新群的一般方法的原型，这种新群叫做商群.由 
» r > ah *[ a ] 定义的同态 fZ — L 是满射.因此 L 等丁 - inw ， 从而 L 的每个元索可表示为 》r ( a ) 的形式， 
其中 “6 Z ， 且》(“>+^« = ^ 0 +«.这种用加法群 Z 来描述加法群1„的方法可以推广到任意群上， 
且不必是阿贝尔群.假设 / iG — H 是群 G 和 H 之间的满同态，因/是满射，所以 H 的每个元素可 
[ M ] 以表示为/00•其中 a € G , 且 H 的运算由 /( a )/( W =/( a !>) 给出，其中现在 K = ker / 
是 G 的正规子群，我们准备只用 G 和 / C 来重新构成 H = im / (以及 满同态 niG -^ H ). 

首先引人群 G 的一切非空子集的集合 

5( G ) 

上的-•种运算.设 x , ye 5(0, 定义 

xy ={ i 3 Miex , y ey ). 

该运算是结 合的： 是一切： r (： y Z > 的集合，其中 : re X,;ye Z ,( X 10 Z 是一切 （jraOz 的集 

合，由 G 上的结合性可知，两者相同. 
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这种乘法的一个例子是单点子集和子群的积，这个积就是陪集 
作为第二个例子，我们证明如果 H 是 G 的任一子群，则 
HH = H . 

如果则因为子群在乘法下封闭，所以 H ， 由此关于反包含，如果 
he H t 则 /i = M € Hff (因 1 € ，于是 H G H/f . 

对于 5( g > 中的两个子集 x , y , 即使它们的构成元素不交换，它们自身仍可能交换.例如，设 
G = S 3 ,/ C = <(1 2 3)> . 现在 （12) 和 （123>€ K 不交换，但可断言 （1 2> K = K (1 2). 亊实上， 
我们有习题 2. 50的逆命题. 

引理 2. 65 群 G 的子群 K 是正规子群当且仅当对每个 g € G ， 
gK = Kg . 

由此，正规子群的右陪集也是左陪集. 

证明设# €努 K • 因 K 是正规子群，所以 gkg~ l 6 K ,比如冰其 1 = 〆 6 K ，山此 
gk - e Kg ,从而 Q Kg . 关于反包含，设知 e Kg . 因 K 是正规了•群， 

( g ^) k ( g ^ l r l = g l kg 6 K , 比如《 = K , 由此奴 = g ( g - l kg ) = gk f, 6 gK . 从而 
Kg ^ gK . 所以当 K <1 G 时 ， gK * K 《. 

反之，如果对每个戽 6 G，gK = Kg ， 则对每个灸 € K , 有 〆 € K 使得於 = 即对一切 
g 6 0 , R kg 1 6 K , 因此 K <] G . _ 

ft 然会问，当 H 和 K 两者都是子群时 f / fC 是否是子群.一般来说，未必是子群.例如， 
设0 = ( 5 3 ，只~<(12)>，尺，<(13)>,则 

HK = {(1),(1 2),(1 3),(1 3 2)} 

不是子群，这只要注意到4丨6,如果 HK 是子群， W 与拉格朗 H 定理矛盾. 

定理 2. 66 ( i > 如果 H 和 fC 都是群 G 的子群，且其中之一是正规子群•則 H/C 是 G 的子 

群，且 HK - KH . 

(K ) 如果 H 和 fC 都是群 G 的正规子群，則 f / AC 也是正规子群. 

注习題 2.72 证明，如果 H 和 K 都是群 G 的子群，則 HfC 是 C ； 的子群当且仅当 
证明 （i ) 首先假定 K < JG ；, 我们断 ff / f / C = KR 如果从 则闪 K < G，y = / iA / r l eK ，且 
hk = hkh 'h ^ k'h e KH. 

由此 HK Q KH • 关于反 包含.有 M = hh~ { kh = hk ^ HK . (如果 H < G , 类似可证 HK KH .) 

现在证明 hk 是 子群. wien . iefc , 所以有 i = 果 hk ，则 （ Mr 1 

=k l h~ l e KH - HK ； 如果从， € HK ，则 hkh l k l 6 HKHK = HHKK = HK . 

(ii ) 如果犮 € G ， 则由引理 2. 65 可得只 HK = HgK = HKg , 再由同一引理得 HK < G . ■ 
下面是由给定的群构造新群的基本方法. 

定理 2.67 设 G//C 表示 G 的子群 K 的一切左陪集的族.如果 /C 是正规子群，則对一切 a , 
aKbK = abK ， 

且 G // C 在此运算下是群. 

注群 G // C 称为 GmodK 的商群，当 G 有限时，它的阶丨 G / K 丨就是指数 [ G : K ] = | G | / 

I K I (可能这就是为什么叫它商群的理由）. 

证明两个陪集 UK )(6 K ) 的积也可看作 * S ( G ) 中4个元素的积， 因此由 5( G ) 的结合性得 


回 



( oK)(WO = a (. Kb)K = a (« C)K = abKK = abK , 

这是因为 K 是正规 子群. 根据引理 2.65, 对一切 be K 有 Kb = , 而 K 是子群，所以又有 K / C = K . 

由此 K 的两个陪集的积也是 K 的陪集，所以这就定义了 G / K 上的运算.因为 < S ( G ) 中的乘积是结合的， 
所以等式 X ( K ?) = ( X 10 Z 成立，特别地， X , y , Z 是 K 的陪集时也成立，由此 G / K 上的运算是结合 
的.么元是陪集尺=1尺，这是因为（1幻(《0 = 1«(=讯=61^=(«0(1/0,而<^的逆是厂 1 欠，这 
□1] 是因为 U ^ KXaK ) sadaK = K = 00—尺= ( aKKaHfO . 所以 G // {是群. ■ 

重要的是记住刚才诬明了 G / K 中的积 a KWC = aW (并不依赖于陪集的个别代表元，且代换定律 
成立，如果 aK = a'K = f/C ,則 

aKbK = abK = a ' b'K = a ' Kb ' K . 

例 2.68 设 G 是加法群 Z ， K =< m > 是正整数 m 的一切倍数组成的（循环）子群，我们证明商群 
G / K 正是 I „. 因 Z 是阿贝尔群， < m > 必是正规 子群. 因为集合 Z /< m > 和1„由相同的元素构成，因此 
两集合相同：陪集 a +< m > 是同余类 [ a ], 

a + < m > = [ a + km > k ^ Z) wt [< j ]. 

运算也 相同： Z /<»«> 中的加法由 

( a +< m >) + <»»>) =* (a + 6) + < m > 

给出，因 a + < w 〉= [ a ], 上面的等式就是 [<»] + l >] = [ a + 6] ， 而这正是中的 和. 所以等于 
商群 ■ 

还有一种方法来宥待 商群. 在引理 2.40 的证明中已经看到，定义 G 上的关系=为 0 36,如果 
b ' l a € K , 則关系 e 是 G 上的等价关系，它的等价类是 K 的陏 集. 于是可把 G / ff 的元索看作等价 
类，其乘法 aK 6 K = MK 不依 輳丁代 表元的选取. 

提醒读者注意引理 2. 40( 丨〉：如果 K 是 G 的子群，则两个陏集 a / C 和 6 K 相等当且仅当 
b~ l a 6 K . 特别地，如果6=1, »UK = iC 当且仅 SaeK . 

现在可以证明命题 2. 56( 丨 >的逆命 S . 

系 2.69 每个正规子鮮 K < G 郝是某个同态的核. 

证明定义自然映射 > r«G — G / K 为 > r ( a ) = aK . 用此记号可把公式 a K 6 K = a 6 K 重写为 
n ( a ) n ( b ) = n ( ab ) ,于是; r 是（满）同态.因 K * G / K 中的幺元，由引理 2.40( 丨>， 

kerir = {a 6 G ■ nia ) = K ) = {a ^ G ' aK = K ) = K . ■ 

下一定理证明每个同态导出一个同构，而商群仅仅是由同态象构成的.诺特 （ E . Noether . 
1882-1935) 强调了这个事实的基本重要性. 

定理 2. 70( 第 一同构 定理）如果 /* G — H 是同态，則 

ker / < G 且 G / ker / = im /. 

I 85 I 更详细地说，如果 ker /= K 且9> : G / ffim /< H 由9: aKh */( a ) 给出，則9>是同构. 

注下图描述 了第一 同构定《的证明，其中； r « G - G / K 是自然映射 》r : ah-oK . 

G 


证明在命题 2. 56( fl ) 中已经看到 K = ker / 是 G 的正规 子群.现在？ 是合理定 义的： 如果 a K = 
bK , 则有某个 使得 a = M , 又因 /( A > = 1 , 由此 /( a ) = /(«> = /(«/(*) =/(6) . 

现在验证？>是 同态. 因为/是同态且 9>( oK ) =/( a ) ,所以 
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V ( aKbK ) = 9( abK ) = flab 、= fU ) f (. b ) = < P (. aK ) V (, bK ). 

显然，关于反包含，如果 \ mf , 则有某个^^匸使得； y = /(a> , 于是 
夕 =/(a) = 9>(afO. 因此 9 ■是满射. 

最后证明 ¥> 是 单射. 如果 < KaK ) = « tfO , 則 /( a ) = /( W , 因此 1 = f (. b )~ l f ( a ) = /( Pa ), 于是 Pa € 
ker /= K . W 此，根据引理 2*40( I >, aK =6 K , 所以 P 是单射.以上躭证明了 G / K — im / 是 同构. ■ 

给定同态 /«G—H. 我们立即会问到它的核和象.第一同构定理提供了同构 G/ker/ 兰 
im /. 因为同构群之间没有 M 著的 差别. 所以由第一同构定理可知商群和同态象之间也没有显著 
的差别. 

例 2.71 重新来看例 2.53, 该例证明了任意两个阶为的循环群同构.设 G=<a> 是阶为 m 的 
循环群，定义函数 /* Z-G 为对一切 n€Z, f ( n )= a \ 易知/是同态，/还是满射（因为 a 是 G 的 
生成元），而由定理 2.24,k er /= {»eZia*~l> = <m>. 第一同构定理给出同构 Z/<w> 兰 G. 我们 
巳经证明了每个阶为/«的循环群同构于 Z/<»0, 因此任两个阶为的循环群彼此 同构. 例 2.68 又 
证明了 ZAm〉"*!™, 从而每个 m 阶循环群同构于1_. 

我们指出任意无限循环群间构于 Z, 读者应不难证明这-点. ■ 

例 2. 72商群 R/Z 是什么？由 

/« xt - e 2,ix 

定义 /« R — S 1 , 其中 S 1 是阒群.根据正弦和余弦的加法公式得 /( x + 30 =/(: r 〉/(： y ) ,即/是同 [ H ] 
态.映射 / 是满射， ker / 由所有满足 e 2llir =• cos 2 jm : + isin 2 itr = I 的 j ： 6 R 组成，即 cos 2 m =1， 
sin 2 w :=0, 而 cos 2 w=l 迫使 j 必须是*数，因为 l€ker /, 所以 ker/=Z. 第一同构定理给出 

R / ZSS 1 . 

这是例 1.55( 丨 ） 的群论版本. _ 

这里有一个有用的 U •数结果. 

命题 2.73( 乘积公式 | 如果 H 和 JC 是有限群 G 的子轉， W 
|HK||HnKI = IHllK|, 

其中 HK = <« * A € H ,* € 幻 . 

注子集 HK 未必是 G 的 子群. 然 而命题 2.66 证明，如果 H < G 或 K <] G , 則是子 
群（也可参见习《 2. 72). 

证明定义函数/< Hxk — HK 为/: • 显然 ./ 是 满射. 只 S 证明对每个 

ZfK, | 厂 1(1) |-| Hfl K I . 其中广 丨卜〉= {(A,*) € HXK ： A* =x> . [因为 ZfXK 是不相交 
并 u 厂 1 ⑴ .] 

hk 

我们断言，如果0：=^，则 

广 1 (1〉= {(w,£/-•*) de h r \ K ). 

因为 f ( hd , d ~ i k ) = hdd-'k = hk = x , 所以每个 ( hd . d-'kt e 关于反包含，设 (. h \ k ') 

6 /-' (x ) ,于是 AV =hk , 从而 h- 1 // = kk' 1 € H n K , 把这个元素叫做 则 Y = hd,k '= 

d- 1 * ， 因此 （ 〆 ， 〆> 位于右端的集合中 . 因 dt-(w,«rU), 是双射.所以 

I / -, (. X ) 1 = 1 Uhd’cH : de H n K} 1 = 1 H n K I. ■ 

下面两个结果是第一同构定理的推论. 



定理 2. 74( 第二同构定理 I 如果 H , K 是群 G 的子群瀉足 H < G , 是子群， HC \ K < K , 


并且 

K/(H 0 K ) S HK / H . 

证明因》<(；,命题2.66证明^尺是子群. H 在 H / C 中的正规性来自下述更一般的 亊实： 
如果 H < S < G , H 是 G 的正规子群， WH 也是 S 的正规子群（如果对每个劝 / T 1 € H ， 
[1 H 则特别地，对每个 S . gAg - 1 € 

现在证明每个陏集 HK / H 都有某个使它具有 AH 的形式.当然,讲=««，其中 
*6 K . 但有某个 〆 e H 使得 于是 hkH = kh'H = kH . 由此，由给出 
的函败 / iK — HK / H 是满射.而且，因为它是自然映射 WG — G / H 的限制，所以/是同态.因 kenr = 
H , 从而 ker /= fff | K 且 H 门 K 是 K 的正规 子群. 由第一同构定理得 K /( H 门 K ) 3 HK/R ■ 
第二同构定理可推出乘积公式的一个特殊情形，即两个子群之一是正规子群时的情形，如果 
K/(H fl K )^ HK/H , 则 I K/(H fl JO I = I HK/H I , 因此 I HK 11 H n K I = I H 11 K | . 
定理 2. 75( 第三同构定理 1 如果 H , K 是蛘 G 的正統子鮮且 K < H , WH / K < G / ff , 且 
( G //0/( H / K ) ^ G / H . 

证明定义 /* G/K — G / H 为 /:oK — a H . 注意/是（合理定义的）函数，这是因为如果 
G 且 a'K - aK . 则广 1 “'€ K < H ，因此 = a 'H . 易知/是满同态. 

因 aH = Hi 且仅当所以 ker /= H / fC , 由此 H / K 是 G / K 的正规子群.因/是满射， 
由第一同构定理得 

CG / IO / CH / K ) ^ C / H . ■ 

容易 fi 住第 H 同构 定理： 在分式 （ G / K >/( H / K ) 中可消去 ff . 证明了第三同构定理之后，我 
们可以更好地欣赏第一同构定理.商群 （ G / ZO /( H / K > 由代表元本身为 （ G / K 的）陪集的 （ H/K 
的〉陪集所构成.第-:同构定理的 ft 接证明是非常麻烦的. 

命 *2. 76( 对应 定理） 设 G 是群， K<G ,并设 ir « G ~^ G / K 是自然映射，則 
SH -) r ( S ) = S/K 

是 SuWGiK ) 和 Sub ( G/iO 之间的双射，其中 Sub ( GiK ) 是 G 的包含 K 的一切子蜱 S 的族， Sub ( G / 
K ) 是 G / K 的一切子群的族.如果用 S •记 S / K , « 

T < S<G 当且仅当 T . < S •，此时 [ S » T ] = [ S * « T *], 

且 

□1] T<S 当且仅当了 • 此时 S/T 完 SVT *. 

注下 a 是记住这个定理的一种 方法： 
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证明定义少： Sub(G;iO—Sub(G/ZO 为 S—S/iC (容易 验证： 如果 S 是 G 的包含的子群， 
则 S/K 是 G//C 的子 群). 

为证明少是单射，先证明如果 /c < G ， 则； T 、（ S )= S . 由命题 1.50 UV ), 恒有 
SC ^ l ir ( S ). 关于反包含，设于是对某个5€5有汉00 = ttG ) • 由此似 
= K ，因此有某个使得 必. 但 K < S . 所以 a = 

现在假定，其中 S 和 S ' 都是 G 的包含 K 的子群，则 tt 、(5)，根据 
上一段刚刚证明的结果得 S \ 因此少是单射. 

为证明少是满射，设 U 是 G / K 的子群，则 jr ^ O ；〉 是 G 的包含 K stt — VU }) 的子群，并由命 
题 1.50( «) 得 jtCjt ^ U )) =17. 

命题 1.50( i > 表明： T < S<G 蕴涵 T/K = jr ( T )< jr ( S > = S / K . 反之，假定 T / K < S / K . 如 
果 T , 则爪6 T/K < S/K ,从而 有某个 s € S 使得 fK = sK . 因此 有某个 fee K < S 使得 r = 
sk ^ 于是 z € S . 

为证明 [ S « T ] = [ S B * T *], 只需证明在一切形如 s ： r 的陏集族和一切形如，丁 •的陏集族之 
间存在双射，其中 s 6 S , s B e S -. 读者可以验证就是这样 的-个 双射.当 G 有限 
时，可证明 [ s * T ] - [ S - * r •:]如下： 

[s- « r-]=is- i/i r I 

=I S/K I / I T/K I 
= (I S| / I K 1)/(1 T\/\K\) 

=isi/m 

« [S * T]. 

如果 ：r〈s， 则山第•-:同构定理知， r/K<js/K 且 （s//o/(r/io 主 s / t , 即 svr •会 s/r. 剩 t 
的是证明：如果 *r<dS" , m T < S, 也就是要证明如采 /€ 7% 56 S , 则奶 1 €7\现在 
»r(5/s" 1 ) = irCi>jr(/)^(j)~ l 6 n(s)T m jr(s)" 1 = T a • 

W 此， sts ^ 6 n ' ] ( T 9 ) = r. ■ 

在处埋商群的时候，通常不明确地提及对应定理而说 G / K 的每个子群形如 S / K , 其中 
是包含 K 的唯一子群. 

例 2.77 设 G =< fl > 是30阶的循环群.如果定义 it : 为 ff («) = ^ ,则 k e nr -= <30> . 子 

群 <30>< <15><<5> < 2对应子群 

⑴ = <n 30 > < <a ,5 > < <a 5 > < (a). 

此外，商群是 

命题 2.78 如果 G 是有 HLWH 尔解， d 是 | G| 的因數， WG 含有 d 阶子群. 

证明对 n = 丨 G 丨用归纳法证明关于丨 G 丨的* 因数 />结论成立.基础步 n = l 为真，因为1 
没有素 W 数.关于！ T 1 纳步，选取阶为 ft > l 的元素 a eG . 如果 /> U , 比如 fc = 焯，則习埋 2.23!“ 
的阶为 /«• 如果 PM , 考虑循环子群 H =< a >. 因 G 是阿贝尔群，所以 H <1 G , 因此存在商群 G / H . 
注意到 | G / H | = n /« 被/»整除，归纳假设给出 p 阶元素 i » f /€ G / K . 如果6的阶为 m , 则习题 
2.47( I ) 给出 p 丨 m . 回到第一种情形. 

设是 IGI 的任一因数，是 d 的素因数. 刚 才已知有阶为/>的子群 S<G, 因 G 是阿贝 
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尔群，所以 S <1 G 且 G / S 是 n / p 阶群.对 | G | 用归纳法可知 G / S 有《/// •阶 子群 W ， 对应定理给 
出某个包含 S 的子群 H 使得 ff = H / S , 且 | H | = | fT || S 卜 ■ 
下面是以两个给定的群构造新群的一种方法. 

定义如果 H 和 K 是群，則全体有序对 lh，k) 的集合（其中 K > fc 置运算 
( A ,«( A ’， 〆 ）= ihh',kk') 

称为 H 和 K 的直积，记为 HXK . 

容易验证直积 HXK 是群[幺元是 （ l ， l >,( A ,/ k 厂 1 = 

® 现在把第一同构定理运用到直积上. 

命理 2. 79设 G 和 G ' 是觯，并设 K <1 G , K \ G ' 是正规子鮮，« KXK'<GXG ' ,且有同构 
(G X G , )/CKXK , )^ ( G / K > X (G'/K'). 

证明设 》 r » G — GVfC ' 是自然映射，容易验证由 
/ ' ( g . g ’） ， 〆 ( 〆 )> = (gK ,g'K') 

给出的 / iGXG '—( G // OX ( G 7 K ') 是满同态，其中 ker /= KXK '. 现在第一同构定理给出命 
题要求的同构. ■ 

命® 2. 80如果蛘 G 包含正規子群 H 和 K 满足 H 门 K = {1 },HK = G ，則 G 白 HXK . 
证明 t 先证明€ G 有唯一的因子分解<?=从，其中 A 6 H , keK. 如果敁=九' 〆 ，则 
h'- l h = kT 1 e HR K = (U . 所以 Y = h,k' = k. 现在可定义函数 ？ < G ~* H X i (为 
?>(«> = (h,k) ，其中 g e e k . 为了确定 v 是否为同态.设 〆 = a ' 〆 ，从而 

gg' = hkh'k' , 因此 = va * AV ) ,但这个形式并不适合 计算. 如果已知对和 
有 kk=kh, 则可继续推导 如下： 

nhkh'k’、 = 9ihh’kk , 、 

- <.hh',kk') 

= ( A ,*)(*’,*’> 

= 9(gmg)'. 

&.h e H , k e K. 因 K * 正规子群，所以 (hkk -、€ K : 因 H 是正规子群，所以 
hikh'k- 1 ) 6 H. 但 HAK ={1}, 丙此 AM-iiTi = 1 ，从而/ = 最后证明同态¥>是同构. 

如果 （ A ，《 € HXK ,则由 g = 定义的元索丨 6 G 满足？>(真 > = 因此？ 1 是满射.如果 

9(g) = (1.1) ,则裒=1,从而 kert >= l 且9 ■是单射. 所以9是同构. ■ 

注 必須假 定子群 H 和 K 兩者都是正蚬子蛘.例如， S 3 有子群 ff=((l 2 3>>和 K = 

<(1 2)>. 现在 fl K = {1} 且 HK = S 3 , 但 S 3 笋 f/X K (因为 J [ 积是阿贝尔 
群），当然 K 不是 S 3 的正规子#. 

定理 2. 81如果 m 和 ni 素 ， W 

dH U . ^ L x 1 ,. 

证明设 a 6 Z ， 记它在 L 中的同余类为 [«]_• 读者可验证由给出的函数 
/> 同态. 我们断言 k er /= <;» m > • 显然 < mn 〉< ker /. 关于反包含，设 a € ker / ,则 

[ fl ]« = [ OUa ], = [0]” ，即 a 三 Omodm，a 三 Omodn ，也就是 因 m 和 ti 互素，所以 

nwi I a ， 从而 < wn 〉， 即 ker /< < jmi > ，从而 ker / = < mn > • 第一同构定理给出 Z /< iwi > 三 iro / 
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但 Z /< m «> 三有_个元素，它和的元素个数相等，因此断定/是满射 • ■ 
例如，由命题 2.81 可得 Ie 兰 h X 1 3 • 注意，如果 m 和不互素，就不存在同构.例如 
h _ I 2 X 1 2 ,因为1 4 有4阶元素，而直积(它同构于四群 V )没有这样的元素 • 

依据命题 2.34, 如果 U > 三就可以说元素的阶为现在定理 2.81 可解 释为： 如果 
a 和6可交换，而且它们的阶 m 和《互素， 则劝 的阶为 mn . 下面给出这个结果的直接证明. 

命睡 2.82 设 G 是群，元素 a , 可交換，它们分别有阶 m 和 n . 如果 （ m , n ) = l ， 则的 

阶为 mn . 

证明因 a 和办可交换，对一切 r 有 （My ,因此 （ d ) m ” = = 1 • 于是只箱证 

明： 如果 （ afc >* = l , m mn | k . 如果 1 = ( afc 〉* = a *6* , M a * = b k . 因 a 的阶为所以有 1 = 
a „* =b -mk 因 6 的阶为 M , 根据定理 2.24 有” I ml 然而由于 ( m , n ) = l , 因此系 1. 11给出” U . 
同样可推出 mU . 最后.习题 1. 19证明 mn 丨 t 所以的阶. ■ 

系 2.83 如果 （ w , n ) =1,则多= #( m )#( n ) ,其中多是欧拉炎-函教. 

证明 e 定理 2.81 证明由 [ aXOHa ],) 给出的函数/| 是同构.如果能够证 

明 /( ud ” = ua M ) x ua .) ,便可导出结果如下《 

♦(仙 ）= iu(i 觸 ,）l = l / a /( i „)) I 

= |l/(I m ) Xt/d,) 1 = 1 U(I„) M UG.) |= 

如果 [ a ] eun * 山則有某个 a ei ■•使得 [«][« = [1], 且 
/([ a *]) = ([ a *].,, [ a *],) = ([<«]» Wm .[ a ], [*]•〉 

=《 ([1]„，[1]”>. 

因此， [1]* ■ [«]* W **[1]» = W . W , ，于是 /<[«]>■ ([ a ]«»[ a ],) 6 1/(1^ X 1/(1，） ，从而 

关于反包含，设 /([<■]) = ( W m .[ f ],.) € ua m ) xua n ) . 我们必须证明 [ c ] € i / ( u . 存 
在 IXL e i ” 使得- [1 L . 又存在 [*]■ e I - 使得 W . W , - [1], •因 / 是满射，所以 
存在 fc e z 使得 （ C «„， W „) = ( W „. W .), Tfi 

/([!]) = ([!]„.[!],) = ( W . W -. W . C *],) - /( WM ). 

因 / 是单射，所以 [ 1 ] » [t][6 ] ,从而 [ c ] e CKI- ) . ■ 

系 2.84 ( i ) 如果 P 是素教， 《 鉍 〆 ） 一 〆 一 〆— = ^(^y)- 

(ii ) 如果； i = />? ， •••〆■ 是 n 的素因教分解，其中 Pi, …， P, 是不同的素教，則 
#(||)== „(，- 

证明概要 （i >成立是因为= 1当且仅当 /> U . (ii >由系 2.83 导出. ■ 

引理 2.85 在 n 阶循环群申.对于 n 的每个因数有唯一的 t / 降子鮮， I 该子鮮是循环群. 
证明设 G =< a >. 如果我们证明 〆 的阶为 ( 从而< 〆 >是 d 阶子群）.显然，（ 〆 ）■* = 
a ^= a " = 丨，我 们断言 d 是最小的这种幂.如果 （ a f K = l，Wal tr [定理 2. 24], 因此有某个 
整数 S 使得 cr = ns = dcs , 从而 r = ds ^ d . 

为了证明唯一性，假定<1>是 d 阶子群（回忆习题 2. 34,循环群的每个子群都是循环 群〉. 现在 


0 3. 50有较简沽的证明. 
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a m ,l = ^ = a" d , 因此有某个整数务使得 ; nJ = d ， 于是 x = a " = ia n,d ) i = ( a r )* , 从而 
< x > < < a f > . 因为两个子群有相同的阶所以 a > = < a c >. _ 

定义群 G 上的等价关系为; r =; y 如果 < j ：> = < y > ; 即如果 x 和; y 为同一循环子群的生成元，則 
x 和; y 等价. 记包含元索 I 的等价类为 gen ( C >, 其中 C =< ar >, 于是 gen ( C ) 由 C 的一切生成元组 
成.照常，等价类形成划分，因此 G 是不相 交并： 

G = U gen ( C ). 

其中 C 遍历 G 的一 切循环子群.在定理2_33( H )中证明了 

I gen ( C ) 1= #(丨 CI ), 

其中#是欧拉函数. 

下一定理稍后将用来证明乘法群 If 是循环群. 

CH ] 定理 2.86 n 阶群 G 是循环鮮当且仅当对”的每个因教最多有一个£/阶循环子鮮 • 

证明如果 G 是循环群，則由引理 2.85 可得结果.反之，把 G 写作不相交并， 

G = genCC ). 

由此， n = I C I = S | gen ( C ) | , 其中和式是对 G 的一切循环子群 C 取和： 

” = 2 I Ren ( C ) |= 2彡 ( I C I ). 

根据假设，对 n 的任一因数群 G 最多有一个 rf 阶循环子群，所以 

«= S I 8 en ( C ) |= 2>( I C |)< 2糾> =”， 

c C 4\m 

上面最后一个等式是系 1.39: 因此对”的每个因败</,上式中的兴 d ) 必由 | gen ( C ) |产生，其中 C 是 G 
的某个阶循环子群.特別地，枳”>出现在上式中，因此有”阶循环子群，从而 G 是循 环群. ■ 

下面是上一定理在阿贝尔群情形下的证明（由 D . Lecp 提供). 

定理如果 ■ G 是”阶阿贝尔墀.且对"的每个索因數/■最多有一个阶为 p 的循环子群，则 G 是 
循环群. 

证明对丨 G 丨用归纳法证明.基础步 n = l 显然 成立. 关于归 纳步. 首先注意到 G 的子群 
继承了 假设. 我们断宵在 G 中有某个元索 I ,它的阶是丨 G | 的索闲数 />. 选取； y 6 G 且;由拉 
格朗日定理知，它的阶4是丨 G 丨的 W 数，于是有某个*数 p 使得4 = pm . 由习题 2.23, 元索 
•的阶为 P . 定义心 G 一 G 为心（因 G 是阿贝尔群，所以沒是同 态〉. 现在: r 6 k er 5, 因 
此丨 kerd \> p . 如果丨 kerff |>/>,則有多于 p 个元素满足 g ，= l , 这迫使 G 中/>阶子群不止 
一个，所以 | kertf |= 〆 由第一同构定理， G / kertf 兰 in ^< G . H 此， irr ^ 是 G 的满足归纳假设的 
•阶 子群，所以有一个元索 z € im 5 使得 imtf =<*>. 此外，因 zeimfl , 所以有使得 z = 

现在有两种 悄形. 如果/則由命® 2.82, xt 的粉为 p • n/p =n , 从而 G =< xt >. 如果 
P I n / p , 則习埋 2.24 证明 fr 的阶为”，从而 G =<6>. ■ 

如果 G 不是阿贝尔群，则这个定理可能不 成立. 四元数群 Q 是8阶非阿贝尔群，它恰好有一个 
2阶（循 环〉 子群. 
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(j > 设 f/ 和 K 是群，不用第一同构定理 证明： //• = {(*.1) : A € 和 {(1,^) * 灰€ K } 是 
HXG 的正规子群，其中 H 完 //• ,K 兰 JT ,并且由 /(A> = (A,1)/C •定义的/: 

是同构. 

(n 用第一间构定理1£明 iTOWXK, M 

( HXK )/ K - ^ H . 

提示： 考虑由 /* O*， 幻 h-h 定义的函数/ > HXK —H. 

2. 67 ( j > 证明 AiU(V^S 3 , AuUS,) 兰 S,. 由此可知不同构的群可以有同构的 ft N 构群. 

( II ) 证明 Aut(Z )^I 2 . 由此可知无限群可能有有限的自同构群. 

2.68 如果 G 是群 • 且 Aut(G)=Hl>， 证明 I G| <2. 

2.69 证明： 如果 G 是群且是循环群， K 中 Z(G> 表示 G 的中心，则 G 是阿 W 尔群. 

提示： 如果 G/Z(G> 是循 环群， 证明其生成元给出 Z(G> 之外的一个元索，它和 G 中的每个元索都可交换. 
2.70 ( I >证明 Q/2(Q> 兰V, 其中 Q 是四元数群，V是四群.由此可知，一个群关于其中心的商群可以 ft 
阿贝尔群. 

( II >证明 Q 没冇与V网构的子湃.由此可知，商群 Q/2(Q) 与 Q 的 f 群不间构. 

2.71 设有限群 RK<1G , 如果 <、 K 丨 * [G« K]> i£ 明 K 是 (； 的唯 - | K 1阶/•群. 

撝示： 如果 //<G 且丨 H 丨《丨 K | ,在 G/K 中 H 的元索会发生什么悄况？ 

2.72 如梁 f/ 和 K 都玱群 G 的子群 • 证明 ffK ftG 的子群当且仅当 HK=KH. 

提示： 用和 / CG/J/C 的寧实 • 

2.73 设 G 堆群并把 GXG 看作(}和«0身的直积.如果乘法 //*GXC^G 是群 N 态，《明 G 必是阿 W 尔群. 
2.74 把定理 2.81 推广如 卩： 设 G 是 m” 玢有限（加 法） 阿贝尔群， K •中定义 
O m = {g6G» 阶(滅> 丨 m). 6\ <A6 G: 阶丨 《}• 

(I)证明仏和 (;， 是子群， KO m f)O m ^ {0). 

<11 > 证明 * {g + ht g 6 G..A6CJ. 

(I ) 证明 G 兰 （；_ XG_ • 

2.75 设 G 是有限群， p 是*数， W 是 C； 的正规 f •群. 证明： 如*丨 H 丨和丨 C/H | 两者都是 p 的幂，则 
I r；i 也坫/>的幕. 

2. 76如果 H 和/ C 都是群 G 的正规子辟，且 HfC=G. 证明 

G/(H ()K)^ (G/H) X (G/K). 

提示： 定义 G-* (G/H) X <G/K) 为 *r 卜 (jW，《rK> •则 kcrV> = H f| K. 乂因 G=HK, 所以 
UflH » HK = UfeK. 

定义： 如果 H,, …，是群. 则它们的直积 

H, X …X //• 

是指全体《元组 a、 ，…， 的集合， （其中 对所有 i，A,eH.) 并《置坐标状态的 乘法： 

(A| ,A^,) = (A〆 . ，…， 

2.77 (丨） 推广定理 2. 81: 证明如果整数 m 的素 W 数分解是 …於 ，則 

I■兰X…X I 心 

(ii) 推广系 2. 83:证明如果整数 m 的索因数分解 是 /n = p? …«•，則 
1/(1..) ^ > X …X 1/(1 々 >• 
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2.7 群的作用 

置换组成的群把我们带到抽象群，下面的结果属于凯莱，说明抽象群并没有离开置换很远. 
定理 2.87( 凯菜1 每个鮮 G 同构于对称鮮 S c 的一个子群.特别地，如果 | G | = n ，則 G 同 
构于 S „ 的一个子蜉 • 

证明对每个 a 6 G , 定义“平移” r a : G — G 为对每个： 1； €0,&( 3 ：)=似（如果0#1,则&不是 
同态)•对 a ， 6 EG , 由结合性， （ r a • r *)( x ) = r ,( r »( x )) = r a ( fa ) = a ( ir ) = (, ab ) x . 于是 

由此因为4的逆是 r a .. : 

r , r a . = r M -. =» rj = l c = r 4 .« . 

所以每个 ra 都是双射，从而 r a e S u . 

定义 f * G — S G 为 9( a ) = r „ . 重写得 

9( a ~> V ( b ) = r a zt = r „» ― f (. ab ), 

由此？>是同态.最后，9>是单射.如果 Wa > = W 6) ,則 《■__ = r * ,因此对一切 x € G , r a (; r > 
= r *( x ) ,特别是当 x = l 时可得所要的 a = b . 

最后的陈述由习题 2. 39得到，该题说如采 X 是满足 | X 丨 =»1 的集合.则 S x 兰氏. ■ 

读者可能注意到在凯莱定理的证明中，置换 r <1 就是 G 的乘法表中的第 a 行. 

坦白地说，对凯莱定理本身的兴*是一 般的. 然而，在更大的框架中进行的同样的证明却是更 
重要的. 

定理2.88(«集上的表示）设 G 是群. H 是 G 的有有哏相數 n 的子蛘，则存在同态 
< P > G — S b 使得 kcrf < H . 

证明即使 H 可能不 是正规 子群，仍然记 H 在 G 中的一切陪集的族为 G / H . 

对每个 a eG , 定义“平移” r «« G / ff - G / H 为对每个： eG , r a (: rH )~ arH . 对 a ,66 G , 由 
结合性， 

< r a • r *)( xH ) — r a < r »(4： H )) — r a (& cH > — a ( hxH ') = ( ab ) xH , 

于是 

r„T b = Tat. 

由此因为 r a 的逆是 r a -， ： 

r a r a -i = r M -. = rj = 1g/h = r a -. r „ t 

所以毎个 r a 都是双射，从而 r , € S G/ „ , 定义？ > I G - S G / H 为 9( a ) = r .. 重写得 

= r a r » = r «» = 9( ab ), 

由此？ 1 是 同态. 最后，如果 aekert ", 則 ？>(“）= 1 G/H , W 此对一切 GirJji /) = i // ，特别 
当 +=1 时， aH = H , 由引理 2.40( i )， a eH . 因| G/H \ = n , 习题 2. 39 给出这一结果，从而 
Sg/h = S K . ■ 

当 H ={1> 时，就是凯莱定理. 

现在将对阶最多为7的群进行 分类. 由例 2. 53,每个阶为素数/>的群同构于 V ，因此，不计同 
构，/>阶群只有一个 • S 多为7的阶中，2, 3, 5, 7四个是素数，所以只需看4阶和6阶. 
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命題 2.89 每个4阶群 G 或者同构于匕，或者同构于四群 V . 此外，和 V 不同构. 

证明由拉格朗口定理， G 的每个不等于 1 的元素的阶为 2 或 4. 如果有一个元素的阶为 4, 则 
G 是循环群.否则，对一切: cG G,or 2 = 1 ,由习题 2.26, G 是阿贝尔群. 

如果 x 和 y 是 G 中两个不等于1的不同元素 • 則立刻可验证 a € < l ,* r ，： y ) , W 此 
G = 

易知，由 /(l) = l,/(x) = (1 2)(3 4>,/( ： y) = (1 3)(2 4) 和 /( 町 > =(1 4)(2 3> 定义的双射 /: G 
- V 是同构. 

在例2.54中已知1<笋1 ■ [97] 

命题 2.90 如果 G 是6阶銲，則 G 或者同构于1»,或者同构于 S 3 . 此外，：[ 6 和5 3 不同构 6. 

证明由拉格朗日定理，非幺元元素可能的阶是 2, 3, 6. 当然.如果 G 有 6 阶元索，则 G 二 I«. 

习题 2_ 27 证明 G 必包含 2 阶元索.比如 <. 现在考虑 G 是阿贝尔群和非阿贝尔群两种情形. 

第一种 情形： G 是阿贝尔群. 

如果也 第二个 2 阶元索，比如 a. Ml 由易知 {1, a, a/> 是 G 的子群.闪 4 不是 
6 的因数.所以这与拉格朗日定理矛®.由此 G 必含 3 阶元素 6, 但由命埋 2.82 知，沾的阶为 6, 

所以如果 （； 是阿贝 尔群，则《 必足循 环群. 

第二种 情形： G 不 足阿贝 尔群. 

如果 G 没有 3 阶元素.则对一切 _r6G, x 2 -l. 由习埋 2.26 知 G 是阿贝尔群.所以 G 包含 3 
阶元索 s . 同时还含有2阶元索 /. 

现在 I < s > 1=3 ,由此 [ G « < j >] - I Gl / I < s > |=6/3 = 2. 根据命越 2. 62 ( )i ). < j > 是 G 的 
.正规 W / = 广 1 ，所以冇 / J / € • W 此加 =/»«• =* 0, 1 或 2. 因 W = f 0 = 1 纽涵 s = 1 .所 

以》’#0.如果<=1,则 s 和 t 可交换.如同第一种情形那 样可得 6阶《(«此 G 必是循环群，从而是 
阿贝尔群，这与现在的假设矛盾>,所以 W = j 2 = 厂 1 . 

现在用定理 2. 88构造同构 0- S 3 . 令考虑山 


Vig) » xit) gxit) 


给出的同态 ？ >iG — Sc/w . 由定理知 kerf ><</> ,因此要么 k e riC =< l } (从时？>垃单 射）， 要么 kerip = 
</>. 现在 <3/0〉■(<*>，*<*>，**<*>},排成两行的表示法是 




如果史 (0 是恒等罝换，则 tt </>= s </> 


s(t) s z U> \ 
ts<t> ts z <t>f m 
根据引理 2. 40, 6 <0 = 


ilu ) . 伹厂 1 to = 〆 它不可 


能等丁 -1)， 《此“=衫，这与/和 s 不交换相 矛盾. 所以且 PG — Sg / o 》 兰 S 3 是单同态.因 
G 和 S 3 的阶都为6,所以炉必是双射，从而 G 三 S 3 . 


© 1854年凯莱在…篇论文中叙述/这个命題，然闹，1878年，他在 American Journal of Mathematics 上写道：“般 

的问* 是绝定 《. 求一切 ”阶群《…如果 i »_6. 則有三个鮮 • 一个是 

1« a « a * • a * * a 4 • a 5 ( a * = 1) * 

另两个形如 

l, fif a, afi. afi 2 ^ 3 = 1 ), 

在一个中矽 ㈡ 和，在另一个中 = ■和 1 *. 釩莱列出的是 l 2 Xl s # S ,, 当然 • I 2 XI S ^ I $ . 智者千虑， 

必有一失. 
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|~98 l 显然和&不同构，因为一个是阿贝尔群而另一个不是. ■ 

该结果的一个推论是给出了 I 6 ^ I 2 XI 3 的另一个证明（见定理 2. 81). 

由于我们尚未将理论展开到足够的程度，因此8阶群的分类更加困难.已有的结果是8阶群， 
有5个不同构的群，其中三个是阿贝尔群： I 8; l 4 XI 2l I 2 XI 2 XI 2 | 两个是非阿贝 尔群： D 8; Q . 

对更大的阶可继续进行讨论，但很快会变得无法掌握，如表 2. 4所示.做成群的电话号码簿不 
是研究它们的方法. 



群由》换的基本性质抽象而得，但置换的一个重要特征未被公理 提及： 置换是函数.当恢复这 
个特征的时候，会得到重要的推论. 

定义设 X 是集合， G 是群.如果有函数 GXX— X (记为 （ g , z ) 卜炉:）使得 
( I ) 对一切尽，和 a : 6 X 9 { gh)x g ( hx ) i 
(il ) 对一切 j ： € XAx ^ x , 其中 1 是 C ； 的幺元. 

則称为 G 作用在 X 上. 如果 G 作用在 X 上， 也称 X 为 G - 集. 

如果群 G 作用在集合 XI ， 则固定第一个变量，比如尺，给出函数％ : X — X ■，即 
^ xh ^ gx . 该函数是X的一个置换，因为它的逆是: 

a K a i 1 = 0\=^X = €tg ' Og- 

易知，由 • H ^ a g 定义的: C —S x 是同态.反之，给定同态 G ， S X , 定义职= 9>( g )( x ). 
丁是群 G 在集合X t 的作用是用另一种方式来现察同态 G-S x . 

凯莱定理说的是群 G 由（左〉平移作用在它自身上，凯莱定理的推广，即定理 2.88 表明群 G 
[H] 由（左）平移作用在它的子群 h 的》集族上. 

例 2.91 我们证明 G 由共轭作用在它自身上.即对每个 g€G， 定义 41G-G 为共轭 
a,(*r> = gxg 

为验证公理 （ 丨 ）， 注意到对每个 

( a g • a ^)( j ：) = ( a ^ Cx )) 

= agihxh- 1 ) 

= gUtxtr 、 〉尽- 1 

= (gh)x(ghy^ 

=^ (:>• 


所以 a £ 。 aji = a 於. 
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为证明公理（《)，注意到对每个 a ：6 G ， 

ai (- r ) = lxl -1 = x * 

由此 ■ 

下面两个定义是基本的. 

定义 如果 G 作用在 X 上且 x 6 X , Wa : 的轨道 （记为 CKx >> 是指 X 的子集 
OU ) = <^*^6 G } CX ； 

• r 的穐定化子 （记为 是指子群 

= {g 6 G * gar = x > < G . 

如果 G 作用在集合； C 上，定义 X 上的关系为 : r =： y ， 如果存在 g € G 使得 : y = K ： r . 易知它是等 
价关系，其等价类是轨道. 

我们来求某些轨道和稳定化子. 

例 2.92 ( I >凯莱定理说群 G 由平移作用在它自 身上 ： r<r * a ^ ga . 如果 a € G ， 则轨道 

0( a ) « G , W 为如果6€仏则 6 =(604)^1 = %. ( a ). G 的稳定化子是 U }, 因为如果 
a = Tg ( a ) = 你 2 ,则发 =1. 称 G 传递地作用在 X 上，如果只有一个 轨道. 

( II )当 G 由平移 r<r iaf / H •职//作用在 G/H (子群 H 的陪集族）上时，轨道 CXflf /) = G / H , 

因为如果则％. * aH ^ bH . 由此 G 传递地作用在 G / H 上. aH 的稳定化子 G fl „ 是 
a / f a 一 \因为糾 H = aH 当 R 仅 ？ la 1 职€ H 当且仅当 * 6 aHa 1 • ■ [Ml 

例 2.93 冶群 G 由共轭作用在 A 身 t 时.轨道 C )(_ r ) 是 

<>60 : 有某个(>66使得>=01'<2 1 }. 

此时.称 0( x ) 为 j ■的共轭类，通常记为 _ r G . 例如. 定理 2.9 表明，如果 a eS „, ! lW a 的共轭类由 
S „ 中一切与 0 有同样轮换结构的置换组成.作为第二个例子，元* !:位于中心 Z ( G > 当且仅当/ = 

{*). 即 G 中没有 K 他元索与*共轭. 

如果 tCG , 则； r 的稳定化子是 

Q ；( j ：> = U 6 G ' gxg ' = x ). 

G 的这个子群是由-切与 r 交换的组成的.叫做 G 中 _ r 的中心化子. _ 

例 2. 94每个群 G 由共轭作用在它的全体子群的集合 X 上： 如果 a 6 G , 则 a 的作用是 HI - 
aHa ' ,其中 H < G . 

如果 H 娃群 G 的子群，则 H 的共《是 G 的形如 

aHa 1 = {aha x ' h 6 H ), 

的子群，其中 u 6 G . 

W 共轭 Ah - aAfl *" 1 是单射 / f — G , 象为 aH〆 1 , 从而 G 的共轭子群是同 构的. 例如在 S 3 中， 

一切2阶循环子群共轭 （因 为它们的生成元共軛）. 

子群 H 的轨道由它的一切共轭组成.注意 H 的轨道中只有 H —个元索当且仅当 H <] G f 即对 
于一切 aHa ' = H . H 的稳定化子是 

N g ( H ) = {*€ G ： gHg -' = H ). 

G 的这个子群叫做 G 中 ff 的正规化子. _ 

例 2. 95设叉=正方形顶点彳 tM , v 2 , v 3 , 1 / 4 >,又设作用在 X 上的群 G 是二面体群 D 8 ，如 
图 2.8 (为清楚起见，图中顶点标以丨，2, 3, 4以代替 tm , i / 2 , » 3 , t »,). 



G = { 旋转 ：（1)，（1 2 3 4),(1 3)(2 4),(1 4 3 2 )i 
反射 ：（2 4),(1 3),(1 2)(3 4),(1 4)(2 3)}. 

对每个顶点 v f ex , 有某个 gee 使得茗巧二!；,，所以 0(1^) = x 且的作用是传 递的. 

W 的稳定化子6^是什么？除了幺元外只有一个元素固定 Vl ， 它就是/?= (2 4)，所以 
_ 是2阶子群(此例 i 推广到作用在正 n 边形上的二面体群 D 2n ). 

I _2 4_ 1 3_4 2_3 

4 口 3 3 口 2 2 口, ,口 4 

1_4 3_2 2 _1 4_3 

2 段 4 0, 3 m 4 ,曰 2 

图 2.8 ■ 

例 2.96 设欠=彳1,2 ，…， nK « eS » ，并把循环群 G =<«> 看作 X 上的作用.如采 ieX , 则 

0(.0 - <«*(«•) »*e z}. 

设 A •••/?,<«> 是《的完全轮换分解，并设移动.如果包含“的轮换是岛= 

则定理 2. 3的证明表明对一切; k < r , .* +1 =„* 所以 

CK0 * “2 ， 

其中 i =4. 由此 = r . 如果 a 固定 A 則数/的稳定化子 G /. G . 然而，如果 a 移动<?,则 G , 
依赖于轨道 0(/) 的大小.例如 ， o = <1 2 3)(4 5)(6), 則 G S = G , G ^ G 3 〉， G «= < a 2 > . ■ 

命 «2.97 如果 G 作用在集合 X 上， 《 X 是机道的不相交并.如果； C 是有限的，則 

IX |=2 l 0( x . ) I ， 

其中从每个轨道选取一个 

证明早先巳经提及， X 上的关系文岂，（如果存在 / r € G 使得 : y = g : r > 是等价关系，它的等价 
类是轨道.所以轨道划分 X . 

因轨道不相交，所以没有一个 X 的元索被计算两次，这样在第二个陈述中给出的计数结果是 
正确的. _ 

下面是轨道和稳定化子之间的联系. 

定理 2. 98 如果 G 作用在集合 X 上且 x € X , 則 

I OU ) I = [G : GJ 

_是 G 中稳定化子 G , 的指教. 

证明令 G / Gr 为。中(^的一切左陏集 的族. 我们要举出一个双射： ，由此 

即可推出结论，这是因为 I G / G x |= [ G « GJ . 定义狀，现在9是合理定义的，如果 
«Gx = AGx • 則有某个 /eGr (即/> = ：«：> 使得 h = gf . 因此， hx = gfx = gx . ?>是 单射： 如果 
gx = 9( gG z ) = 舛 AG ,) = * x ， 则 h ~ i gx = x , 因此 A- ! g € G x ，从而 gG : = «^ • 最后，？ ■是满 
射： 如果; veOU )， 則有某个 g € G 使得； y = g : r ， 从而 ； y = ?>( 〆 ；，）. ■ 

在例 2. 95中， D * 作用在正方形的四角上，我们看到 lO ( w ) 1=4, | G V| 1=2*1^101] = 




8/2=4. 在例 2. 96 中，作用在 X = {1,2 ，…, 上，我们看到如果在 a 分解为不相交 
轮换 a = A … A u > 的完全轮換分解中，轮换 ft 移动则对 ft 包含的任 一 /， r = | OU ) | •定理 
2.98 Sr * a 的阶4的 W 数(但定理 2. 25包含更多 信息： A 是包含在轮换分解中的那些轮换的长度 
的 1 cm ). 

系 2.99 如果有限群 G 作用在集合 X 上，則任一机道中元素的个教是 I G j 的因数. 

证明由拉格朗 U 定理立即可得. _ 

在例 2. 5( 丨）中，有一个表格展示了 &中每一种轮换结构的置换个数，它们是1, 6, 8, 6, 3, 

注意这些数都是丨 S « | =24的 W 败.在例 2.5( n 中，我们看到相应的数目是1，10, 20, 30, 24, 

20, 15,这些数都是丨 S 5 丨=120的因数.现在我们己经认识了这些子集是共轭类.下一个系解释 
为什么这些数整除群的阶. 

系 2. 100如果 _ r 在有•蟬 G 中，《 I 的共 fe 的个數是它的中心化子的捎教： 

I x c I = [G » Q ；( x )], 

因此它是 I G 丨的因教. 

证明 如同例 2.93, _ r 的轨道是它的共轭类 x u , 稳定化子 G , 是中心化子 G g (_ t ). ■ 

命 B 2.101 设 H 是有限蜱 G 的子 群. 《 G 中 H 的共杈的 个數是 [Gi JV e ( H )]. 

证明 如同例 2.94, H 的轨道是它的-切共轭的族 . W 稳定化子是它的正规化子 N e ( H ). ■ 

群的作用在计数问埋中有 一 SS 要的应用.本节末尾将给出这种应用.现在我们先把群的作用 
应用到群论上. 

尚我们幵始对6阶群分类的时候.如果能够断定任-6阶群都有一个3阶元索将是很有帮助的 
(较早的 习娌已 经断定2阶元索的存在）.现在证明如果/>是丨 G 丨的索因败，其中 G 是一个有限 
群，则 G 包含/>阶元索. _ 

定理 2. 102 (柯西 J 如果 G 是有限群. 它的盼 被素数 p 整涂， WG 含有/>阶元素. 

证明对 m > l 用 归纳法 证明该定理，其中丨 G |= pm . 因拉格朗日定理证明在/>阶群中，每 
个非幺元元索的阶都是/>,所以基础步 m = l 为真. 

现在 证明归 纳步.如果 • rCG . 则 . r 的共板的个数是 | r G |=[ G : C g (; c )] ， 其中 C G (_ r ) 是 j ■在 
G 中的中心 化子. 早先已经指出，如果 _ r 任 Z ( G ), 則 x G 的元素多于一个，因此 I |<| G | . 

如果对某个非中心的 x , p | | C G ( x )| . 則归纳假设说在 Cc (: r >< G 中有 p 阶元索，结果已经得到. 

所以可假定对一切非中心的 | Q ；(> r ) I . W p 是素数且 I G | = [G « C G U >：1 | C c (*> |，欧 
几里得引理给出 

户 I [G | Q ；( x )]. 

回顾 2( G ) 由一切满足 i x G | =1的元索 _ r 6 G 组成，由命® 2. 97可知 
IC | = | Z ( G ) |+ Qjh )], 

其中在每个多于一个元索的共轭类中取出一个因丨 G 丨和所有 [G : C c ( x )] 都被 p 整除.从而 
| Z < G ) I 被/> 整除. 但 Z ( G > 是阿贝尔群，因此命题 2.78 说 Z ( G ) (从而 G ) 包含；>阶 元素. ■ 

定义有限群 G 的类方程是指 

I G I = | Z ( G ) |+ 2 t G ， C c (^,)], 

其中在每个多于一个元素的共轭类中取出一个元素 a :,-. 
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定义假定/»是素教，則有限群 G 称为 p - 群，如果有某个 n 多0使得丨 G | = 〆 .（关于无限 
/>-蜱的定义 见习题 2. 81.) 

我们已经见过中心平凡的群的例子，例如.然而，对于 P - 群永远不可能出现这种情形. 
定理 2. 103如果户是素教， G #{1} 是 p - 群 ， M Z ( G ) 

证明考虑类方程 

I G| = | Z(G) |+ S[G« CcCri)]. 

对于； c f i Z (. G ), 每个 CgCtJ 是6的真 子群. 由于 G 是夕-群，则 [ GiC ^ U ,〉] 是 | G | 的因数， 
因此它也是 P 的幂.于是/>整除类方程中除 |2( G >| 外的每一项.从而/>1 | Z ( G )| ,所以 2( G ) 关 

國⑴. _ 

系 2.104 如果 p 是素数，則每个吩为户 2 的鮮都是阿贝尔群. 

证明如果 G 不是阿贝尔群，則它的中心 Z ( G ) 是真子群，于是由拉格朗 H 定理 ， I 2( G ) |= 1 
或但定理 2. 103说 2( G ) 因此 | Z ( G ) |= p . 中心饵为正规 子群. 从而商群 G / Z ( G ) 是有 

定义的， 它的阶为 p ， 于是 G / Z ( G ) 是循环群，这与习埋 2. 69 矛盾. ■ 

例2_105谁会想到柯西定理（如果 G 是群.它的阶为素数/•的倍数，則 G 有 p 阶元索）和费马 
定理（如果/>是索数，则 Vsamod / O 都是个 苷遍定理的特殊情形？柯西定理的一个初等的但有 
独创性的证明厲丁 • J . H . Mckay ， 1959年（见 Montgomery 和 Ralston 所著的 《Selected Papers in 
Algebra *). A . Mann 吿诉我 Mckay 的论证也证明了费马 定理. 如果 G 是有限群，是素数，则记 
/•个 G 的笛 f ： •儿积为 G ' 且定义 

X = {(a 0 .ai »••• .a p _|) 6 1 a 0 ai = 1>. 

注意 I X l -| G K — 1 , 这是 W 为任意选定了后面/ > — 丨个元索之后，第0个元索必等于 
• 引人％ 在 X 上的作用，定 义为， 对1, 

[i]<Oo *«i ) = (.ai ， a i+ i a/,-1 ， a 0 ， <> ， •… ， a;—>. 

新的/ > 元组中的元素之积是的 共轭： 

a,-a i+1 ’"ap-^aoa^ = (a 0 a t —Oi -,) -1 (a 0 a l —a p _i )(a 0 a, —a,_i ). 

这个共轭是 1 (因为因此 e X . 由系 2.99, X 的每个轨道的大 
小是丨1>1=/>的《数，因/>是索数，该轨道的大小或者是1,或者是 />. 现在/>元组的每个元索 
a ，都相等， p 元组构成的轨道只含一个元索，这是 W 为 p 元组的所有循环置换都是一样的.换句话 
说，这样的轨道对应于满足 v = i 的元素 a ec . 显然， （1,1, •••,〗）是这样的轨道.如果这样的轨 
道只有这一个，则有某个使得 

I G |卜 =1 X 1=1 + */). 

即 | G /- 1 = lmodp . 如果 ./> 是 I G | 的因数， M | GK -1 =0 modp ,于是产生矛盾.由此巳经证 
明了柯西 定理： 如果素数/■是丨 G 丨的因数.則 G 有 p 阶元索. 

现在假设6是”阶群，比如0=1«,且/ •不是”的因数. 由拉格朗日定理， G 没有/>阶元索， 
于是，如果 V = l , 則^^〗.所以中大小为1的唯一轨道是 （1,1, 由此， 

=| GK 1 =1 X 1= 1+*/., 

即如果 p 不是 n 的 W 数，则 W 1 三 lmod /*, 两端同乘当/ ■是 n 的因数时，该同 
_余式仍然成立，这就是费马定理. ■ 
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在命题 2. 64中已经看到'是12阶群，它没有6阶子群，由此下面的论断是错 误的： 如果 d 
是 1 G | 的 W 数.则 G 必有 J 阶子群.然而当 G 是 />- 群时，该结论成立. 

命题 2. 〗06如策 G 是群. 其阶丨 G | = 〆 ，《对每个 G 有 〆 阶正规子群. 

证明 对* >0用归纳法证明该结果.基础步显然成立，因而进人归纳步.由定理 2. 103, G 的 
中心是非平凡的正规子群 《 Z ( G > 乒 U >. 令 Z < Z ( G > 是/ •阶？ 群，因为2是 Z ( G 〉 的任一子群， 
所以子群 Z 是 G 的 it 规 子群. 如果*<*，则 〆 -*< 〆 — 1 =| G / Z |. 由归纳假设， G / Z 有■阶 
正规子群对应的定理说，有 G 的包含 Z 的子群 H 使得 W = H / Z . 此外， fT < iG / Z 蕴涵 
H < JG , 但丨 H / Z |= 户卜 1 蕙涵要证明的结果 | H |= 〆 . ■ 

阿贝尔群（和四元数）有一个性质.就是每个子群都是正规 f 群.与之相对的是这样的群，就是 
除了两个明 B 的子群<丨>和6之外没有其他任何正规子群. 

定义群 G 称为单群，如果 G ^< U 且除了 U ) 和 fl 身外没有其他任何正規子群. 

定理 2. 107 阿贝尔群 G 是单群当且仅当它是有 垠的， 且阶为素教. 

证明如果是阶为素败/>的有限群，则除和 G 之外， G 没有別的子群 H , 否则，拉格 
朗日定理将证明丨 H 丨是 P 的 W 数.所以 G 是单群. 

反之，假定 G 是单群. WG 是阿贝尔群.所以每个子群都是正规子群，从而除了丨丨}和 G 之 
外， G 没有别的 子群. 选取： rGGR _ r 5 M , 因 <_ r > 是一个 f 群，所以如果 r 的阶无限，则 
I 所有的幂都不同，于是 r 2 ><<_ r > 足-个 不允许存在的子群.从而产生矛盾. W 此每个 j ： eG 的阶 
有限. 如果 x 的阶为 m (有 限）. 且 m 为合数，比如;的-个非平凡的真子群， 
这就产生矛盾.所以 G =< x > 的阶为*数. ■ 

现在证明 A 5 是 -个非 阿贝尔的单群（其实它是这种群中*小的一个，没有阶小于60的非阿贝 
尔单群). 

似设元素有 t 个共轭，即 

I J- c 1 = 1 <«■!•«' 1 1 g 6 0 '} | 

如果布子群满足则 _ r 在 H 中有多少个共轭？ W 

x H = {hxh 1 » A 6 H } S igxg~ l 1 « € G > = x c . 

所以有 I |<| / I . 严格的不等式 I I 有可能成立.例如，取 G = (1 2>, 

H =< x > , 我们知道丨 / 丨 =3 (因为所有对換都是共轭的），而 | 丨=1 (因为 H 是阿贝尔 
群). 

现在特别考虑 G = S s ， x = <1 2 3 >,H = A s 的情形 • 

引理 2. 108 在 A s 中一切3-轮換都是共耗的 • 

证明设 G = S s , (1 2 3), H = A 5 . 在例 2.5( |i ) 中巳知 S s 中有20个3 -轮换，因此 
I o S ' I = 20 . 由系 2. 100, 20 = | S s | / | C s> ( a ) I = 120/ | C s$ ( o ) I . 从而 I C Ss (< r ) I = 6 , 即 S s 
中恰有 6 个置换与 0 可交换，它们是 

<1),(1 2 3),(1 3 2),(4 5),(4 5)(1 2 3),(4 5)0 3 2). 

后三个是奇 置換， 因此丨（：\( 0 )丨= 3 ,由此可知 

I «A i = I A s | / | ( o ) | = 60/3 = 20. 

即 A 5 中所有 3 -轮换都与 0 = (1 2 3) 共轭. ■ 

这个引理可从 A 5 推广到 n >5 的所有 A „, 见习题 2. 91. 


國 
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引理 2. 109 如果 n >3, W A „ 的每个元素不 是一个 3-轮換就是3 -轮換的乘积. 

证明如果则 0 是偶数个对换的 乘积： 

o = rir 2 — r 2 ,_ir2,. 

当然可假设相邻的那些 t ■是不 同的. 因为可把这些对换配成如-^，•为一对，只需考虑 rr ', 其中 r 
和，是对換.如果 I •和/相交，则 r = < i >), r = («*), 且 rr '= (.*>), 如果 t ■和 〆 不相交，则 

tt = («■_；•>(*/) = c«y)(i*)0*)(*/) = <«> *)(>*/). _ 

定理 2. no 是单样. 

证明我们将 证明： 如果//是々5的正规子群，且 H 乒則 H = A S . 现在，如果 H 含 
有一个3 -轮换，则正规性迫使 H 包含它的一切 共轭. 由引理 2. 108, H 包含每个3 -轮换，再由引 
理 2. 109, H = A S . 所以只需证明 H 含有一个3 -轮换. 

因为所以 H 包含某个#(1).在不失一般性地重新标号后，可假设或者 t =(1 2 3), 
或者<»=(1 2><3 4>,或者 o=(l 2 3 4 5). 剛才已说明.如果是3-轮换.证明便完成. 

如果 a = (1 2)(3 4) ,定义 r = (1 2)(3 5). 现在，是正规子群，所以 H 包含 
丨，读者可验证 ror — iiT 1 = (3 5 4> . 如果》=(1 2 3 4 5), 定义 〆 -(1 3 2). 现在 H 包含 
pop l < T y ,读者可验证卿- 1 #- 1 =(134). 

上面证明了在所有悄形中， H 都含有3 -轮换，所以 A 5 中只有 {(1)} 和八 5 自身两个正规子群， 
_从而八 5 是单群. _ 

定理 2. 110给出了四次公式没有推广为5次或离次多项式的求根公式的基本理由（见定理 4. 27〉. 
不用花很多精力，躭可证明对于一切》«>5,交错群 A „ 都是单群.可以看到心不是单群，因 
为四群 V 不是 A < 的正规子群. 

引理 2. 111八《是单鮮. 

证明设<(1)>是 、的 疋规子群，我们需要证明 // = A S . 假定有某个满足 0 关（1> 
M 固定某个 i , 其中 l < i <6. 定义 

F = {» 6 As 1 »(0 = I *}. 

注意 <»6 HnF , 从而第二同构定理给出 HDF <1 R 因 FSA 5 , 所以 F 是单群， 
从而 F 中的正规子群只有 Ul >> 和 F . 因 ff 门所以有 Hnf = F , 即尸<«.由此导出 H 
含有3 -轮换，从而由习埋 2. 91. H = A t . 

现在可假设不存在满足 a #( l ) 且固定某个 i , 其中考虑 A 6 中的置换的轮换结 
构，任何这样的 a 必有轮换结构 （1 2)(3 4 5 6) 或 （1 2 3)(4 5 6) •在第-种情形中，《*€«是非平凡 
罝换，它固定 1( 还有2>,这便产生 矛盾. 在第二种情形中，//包含 0 (诈 • 1 厂 | ),其中 p (2 3 4), 
容易验证它是 H 中固定1的一个非平凡元索，于是又产生矛盾.所以这样的正规子群不存在，从 
而八 6 是 单群. ■ 

定理 2. 112 对一切 n >5, A , 是单蛘. 

证明如果 H 是乂 的非平凡的正规子群，即則我们必须证明 f /= A „. 由习题 2.91, 
只需证明 H 含有3-轮换.如果芦是非平凡的，則有某个/被0移动，比如沭选取一个 
3 -轮换 a 固定 i 并 移动人 置换 0 和;8不 交换： paU ) = ^(«) = _;•，而 o /?(0 = a (» 本 }• 由此 y = 
( a 你 rh / T 1 是 H 中的非平凡 元素. 但由定理 2.9, 和是3 -轮换，从而 y =« (庳一 1 /?— 1 )是两个 
3-轮换的积，于是 y 最多移动6个符号 • 比如《彳 ，•••,& (如果 y 移动的符号少于6个，则把其他符号添 



加到后面从而形成 6 个元素的表）.定义 

F = {» 6 > u 固定一切: • 矣 i! ，…， 《_s}. 

现在 FSA 6 且 yeHOJ 7 , 因此 HflF 是 F 的非平凡正规子群.但 F 是同构于的单群，所以 
HC]F=F； 即所以 H 含有3 -轮换，由此 H=A,_ 证明 完成. ■ 

我们现在利用群来求解若干困难的计数问题. 

定理 2. 113( 伯恩赛徳引理 e> 设 G 是一个作用在有限集合X上的有限群，令 N 为轨道的个 
数，則 



其中 Fix ( r ) 是被 r 固定的 x 6 X 的个教. 

证明把X的元索列表如 T: 选取 AeX, 然后列出轨道 0( a ) 中所有的元素 _ r 2 , …， 
■r,s 冉选取 x, +l « 0(x ,). 列出 O(jvh) 中所有的元素 jv +1 , x r+t , 继续进行直到 X 的一 
切元素都列完.现在列出 G 的元素 n, r 2 ，…， q 并形成下面的阵列，其中 
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现在被 r, B1 定的 o ■的个败 Fix( r ,) 是阵列第/行中1的个数.所以 $]Fix(tO 是阵列中丨的总数•再 

来 看列， 第一列中1的个数 fi 尚定 A 的 1 ■，的个数.由定义.这些 r, 组成 G+ , 予是第 一列中1的 
个数是 I G„ | . 同样，第二列中1的个数是 I G„ | . 由习埋 2.99, | G I( | = | G x , I . 根据定理 
2. 98,标以6 0(七）的 r 个列中1的个数是 

r \ G Xl \~\ Oix ,) M G„ |= (I G| / I G r , |) | G x , | = |G|. 

对其他轨道有相同的结果：每个轨道相应的列恰含 I GI 个 1. 所以，如果有 N 个轨道，在阵列中 
就有 N 丨 G 丨个 1. 由此可知 

2Fix(r) = N|G|. ■ 

r€C 

现在用伯恩赛德引理来解下面类型的问题.有六个条幅（等宽），每个着以红色、白色或蓝色， 

把这些条幅连成一面长条旗，这种旗子有多少种？显然图 2. 9中所示的两种旗子是一 样的： 下面一 
种是上面一种的反转. _ 


© 伯恩赛德自己把该引瑾归于弗罗贝尼乌斯 （F.G.Frobeni ⑽〉. 为了*免因改換为普暹名称而引起的混乱，诺伊曼 
(P.M. Neumann) 曾建议称之为•赛伯恩赛徳引理”.伯思赛徳是优秀的数学家，有真正属于他的定理 • 例如，伯 
恩赛德 iff 明： 如果/ •和 《?是素败，則不存在户" 9 •玢单群. 







设 X 为顔色的一切 6 元组的集合，如果 o ：6 X , 则 

■T= (C, •C 2 ， C 3 ,C 4 ， C 5 ， C 6 ), 

其中每个 C , 表示红色、白色或蓝色.令 r •为反转所有标号的 置换: 


C 2 3 4 5 6 \ 

5 4 3 2 ,) =<1 6)(2 5)(3 4) 


(由此 ， i ■“反转”每个着色条《的6元组 h 循环群 G =< r > 作用在 X 上.因 | G |=2, 所以6元组 
: r 的轨道由丨个或2个元索组成： r 或者固定或者不固定; r . 因反转后旗子是不变的，所以把旗 
子等同于6元组的轨道是合理的.例如由6元组 

(红，白，蓝，红，白， E ) 和（蓝，白，红，蓝，内，红） 

组成的轨道描述了图 2.9 中的 旗子. 由此，旗子的数目就是轨道的数目 N , 根据伯恩赛德引理， 
N = -|-[ Fix (( l )) + Fix ( r )]. 恒等貲换 （1) 固定每个; reX , 因此 Fix (( l )) = 3 6 ( 有3种颜 色〉. 

如果6元组 _ r 是“回文”，即 _ r 中的顔色順读倒读都一样，则 t •固定例如 r 固定 
X - (红，红，白，白，红，红）. 

反之，如果 

J = (C1 ， C 2 ,C3 ， C 4 .CS.C S ) 

被 r = (1 6) (2 5) (3 4) 固定，则 qsc *， c t = c s , ,即了是一个颇读倒读都一样的宇.由 

此， Fix ( r )=3 3 , 这是因为 Cl , c 2 , 〃 3 各有三种 顔色. 于是旗子的败目为 


下面我们把着 色撅念 表述得更精确一些. 

定义如果蛘 G 作用在； f = {1,2 ，…， 上， C 是9种顏色的集合，則 G 在葙色的一切 n 元姐的 
集合 C " 上的作用为对一切 r € G , 

r(c, .— .c,,) = (c r i» 

称 ( c , ,-, c ,) 6 C " 的轨道为 X 的 （ 9 , G )- 着色. 

例 2. 114 给 4 X 4 网格的每个方块着以红色或黑色（相邻方块可以有相同的颜色，亊实上，有 
—种可能是所有方块着同一顔色). 

如果 X 由网格中的16个方块组成， C 由红、黑两种顔色组成，則4阶循环群 G =< R > 作用在 X 
上，其中 R 是順时针旋转 90°. 图 2.10 表示 K 是如何作 用的： 右边的正方形 是只在 左边正方形上 
的作用，用轮换记号来 记是： 

R = (1,4,16,13)(2,8,15,9)(3,12, 14, 5)(6, 7,11,10〉， 

R 2 = (1,16 X 4,13)(2,15)(8,9)(3.14)(12,5 X 6,11)(7,10), 

R 3 = (1,13,16,4)(2,9,15,8)(3,5,14,12)(6,10,11,7). 

旋转时，红黑相间的棋盘是不变的，只不过是从另一个角度来观察而已.由此我们把一个棋盘看作 
是 X 的一个2 - 着色. 一个16元组的轨道对应于观察一个棋盘的四个 角度. 
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由伯恩赛德引理.棋盘数是 

j [ Fix (( l ))+ Fix ( R ) + Fix ( R 2 ) + FixCR 3 )]. 

现在 Fix (( I >> = 2 1S ,这是因为恒等置换固定每个16 元组. 为计算 Fix ( R ), 注意被 K 固定的16 
元组中，1，4，16，13四个方块颜色必须相同.同样，方块2, 8, 15, 9颜色必须相同，方块3, 

12, 14, 5颜色必须相同 • 方块6, 7, 11, 10顔色必须相 M . 由此可知 Fix ( R > = • 注意指数4 
ftR 的完全轮换分解中轮换的 个数. 类似的分析表明 Fix ( K 2 > = 2 8 ，这是因为 K 2 的完全轮换分解 
中有8个 轮换. Fix ( R J ) =2* . 这是 W 为/? 3 的轮换结构和 R 的相 同. 所以棋盘数 N 是 

N - j[2 l « + 2 4 + 2* + 2 1 ] -= 16 456. ■ [TTi] 

现在证明*换^的轮换结构可用来计算 Fix ( r > • 如例 2. 114那样. 

引理 2.115 设 (:是 7 种顏色 的集合 . G 是 S ■的子群. 如果 r € G , 則 
Fix ( r ) = 9 <(r, , 

其中 f ( t 0 是 r 的完全轮換分解中轮換的个教. 

证明 W r ( c , ，―, c ,) = ( c rl ，…， c „) = (q , — 从而对一切 £ 有•即 n •和 f 的颜色 

相 N ， 由此对所有 h r * i 和；的颜色相同.即在 < r > 作用下，，•的轨道上一切点的颜色都相同.如果 
r 的完全轮换分解是 r = 典… A ( r> ，且 《• 在沁中出现，则例 2. M 证明包含 ，•的 轨道是出现在巧中的 
符号的* 合. 这样， Wn 元组被 rfifl 定，所以 f ( r ) 个轮换中的毎一个所含的符号必 有同- 颜色，而 
颜色有 •/ 种，从而有，〃个》元组被 r 固定. ■ 

系 2. 116设 G 作用在有限集 X 上. 令 A / 为 X 的（ 9 , G ) -着色的教目 • « 

其中是 r 的完全轮捵分解中轮換的个數. 

G . P 6 lya 推广了这个方法（见 Biggs 所著的 {Discrete Mathematics }). 例如，他给出了下面这 
种旗子种数的计算 公式： 每个条輻有红、白、蓝.绿四种顔色，20个条幅组成-面旗子，其中恰 
有7个 条格是 红的，5个条幅是蓝的. 

习题 

2.78 如果 a , 6是群 G 的元*，证明 a 6 和的阶相同. 

提示：用共轭. 

2.79 如果《是奇败阶有限群，证明除 i = l 之外没有元索和它的逆共耱. 

提示： 如果 i 和共轭 ， JW 中有多少元索？ j 




2. 80 证明下列 8 阶群中没有一对 同构： 

U XU XI * XI *,!)•: Q ， 

2.81 如果 p 是索败， G 是有限群，其元索的阶都是 p 的幂.证明 G 是群 C 称无限群 G 为 p -»， 如果 G 
中元索的阶都是 P 的幂）. 

提示：用柯西定理. 

2. 82定义子群的中心化子为 

C c ( H ) = { x 6 G * 对一切 /» € H.xh = hx ). 

(I ) 对每个子群 H < G , 证明 C c ( H )< lN c ( H ). 

(ii ) 对每个子屏 H < G , 证明 N c ( fO / C c ( H ) 同构于 Aut ( H ) 的一个 f 群. 

撮示：推广习題 2. 64中的同态 r . 

2.83 证明 S , 有一个子群与 D , 同构. 

2. 84 证明氏 / V 岂 S 3 . 

提示：用命题 2. 90. 

2. 85 (丨>证明八 < 关0 1 ,. 

撮示：回忆次 没有6阶元索. 

(M ) 证明 DuSW 

撟示： 每个元索: reD lz 可唯一地因子分解为 jr - fa 的形式，其中夕=1, 

2. 86 (丨）假定 G 是群，則正规子群称为极大正规子解，如果没有 G 的正规子群 K 满足 H < IC < G . 
证明正规子群 H 是 G 的极大正规子屏当且仅当 G / H 是单群. 

( in 证明每个有限阿贝尔群 G 冇指数为索败的子群. 

提示： 用命题 2.107. 

( III ) 证明 A e 没有指败为*败的子群. 

2.87 证明且 JV C ( H > 是 G 中包含 H 并把 H 作为正规子群的最大子群. 

2. 88 如果 G = S 4 , H -<(1 2 3)>,求 

2. 89 (丨〉 如果 H 是 C ； 的子群且•证明 

C H ( x ) = H n Cc ( x ). 

⑴ 如果 f / 是有限群 G 中指败为 2 的子群，且证明1/ l » lx G I 或 | x M |= + | x G | ,其 

中: r M «* r 在 H 中的共轭类. 

提示： 用第二同构定理. 

(«> 证明在 A s 中有两个5-轮换的共轭类，每个有12个元素. 

提示： 如果《=(1 2 3 4 5>，則因2 卜 丨 ^ a) { ，所以 | (：、(《> 丨=5，由此 （^( a 〉 = << r >. C As ( a ) 
是什么？ 

( IV ) 证明 A s 中共轭类的大小是1，12, 12, 15, 20. 

2.90 ( 丨〉证明群 G 的每个正规子群 H 是 G 的共軛类的并，其中的一个共糖类是彳 U . 

(函）用（丨）和习题 2. 89给出 A s 的单性的第二个证明. 

2.91 (丨）对一切 n > S , 证明 A , 中所有3 -轮換 共轭. 

提示： 分两步证明 （12 3) 和 Ujk ) 共轭： 首先假定它们相交（由此，该两个置换最多移动5个 
字 母）； 然后镢定它们不相交. 

( ii > 证明： 如果正规子群包含3 -轮换，其中 n >5, 則 HaAp 



(注： 引理 2. 109 已 i £ 明了 的情形 .） 

2.92 证明氏的正规子群只有 V , A ,, S 4 . 

提示：用定理 2. 9,检査各个轮换结构. 

2. 93证明60阶群/\ 5 没有30阶子群. 

提示： 用命理 2.62 ( I >. 

2.94 (丨）对一切 n >5, 证明 S . 的正规子群只有 {(1)}, 次和 

(11>对一切”彡3,证明在 氏中， 次是唯一的阶为的子群. 

提示： 如果 H 是第二个这样的子群，則 H 是 S •中的正规子群，因此是 A w 中的正规 

子群. 

( W ) 证明& 中没有30阶+群. 

提示： 假设有30阶子群，用陪集上的表示以及 A 5 的妒性. 

( IV )证明 S s 不含40阶子群. 

2. 95设 G 是次的 了群. 

( 1 ) 如果 GflA ,** UW 证明 I G | <2. 

( II >如果 G 是多于2个元索的单群， 证明 
2.96 ( I ) 如果； i 多5,证明没有指败为 r 的子«,其中 2< r < n . 

< II >如果《>5,证明 A , 没有指败为； •的子 群，其中 2< r < n . 

2- 97 ( I ) 如果单群 G 冇指数为的 子群. 证明 G 同构于 S , 的一个子群 • 

搛示：核是正规子群. 

< \\ ) 证明无限单群（这样的群是存在的）没有有限指败 n > l 的子辟. 

提示：用 （ 丨 ）• 

2. 98设 G 是群 • K •中 P 是索败，证明 G 不是笮群. 

提示： 证明0’有/»阶子群并用 G 在 f / 的陏集 t 的表示. 

注： 现在可以证明小于60的数除了 11个（耽是12, 18, 24, 30, 36, 40, 45, 48, 50，54, 56> 之 
外，都不是非阿贝尔单群 的阶. 定理 2. 103撙除了所有家败的幂 （ W 为中心怛为正规子群）.木®排除 
了所有形为 wp 的数，其中；》是 索数. m < p . (用西罗 （ Sylow > 定理可以彻底证明没符阶小于60的非 
阿 W 尔单群，见命妞5.41> 

2.99 ( I ) 设群 G 作用在集合； C 上，并假设 I ，位于同一轨道 上：有某个贫 6 G 使得证明 G y » 
nO r g 1 . 

(ii ) 设有限群 G 作用在集合； C 上. 证明： 如果 _ r ， 位于同一轨进上，則 | G , |«=| G , I . 

2.100 旗子由 n 个条幅绀成，每个条幅着以 v 种顔色之一，这样的旗子共有多少种？ 

提示：与的奇偶性有关. 

2.101 设； C 是; iX ” 网格中的方块，户是^。•旋转.定义一个 < g , G > -翁色为一个棋瘢，其中的作用是4阶 
循环群 G =< p . 证明棋盘的种数是 

+ ( 〆 • +9 1< *^，切 + 2 q lta， * it,4> ) • 

其中 UJ 是不超过 I 的最大 整败. 

2.102 设 X 是等 分成； I 个扇形的脚盘， p 是旋转(360/»)*.定义一个 （ g , G ) -着色为一个黯轮，其中的作 
用是”阶循环群0 = 4>•证 明： 如果《 = 6,則有6个扇形的醏轮的种数是 +(2 g +2^+^+^>. 

有 n 个枭形的赌轮种数的汁算公式是 




so 
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丄 2 i^n/d)q 4 > 

n Jim 

其中# 是欧拉參-函数. 

2.103 设 X 是正 I* 边形的顶点， 二 面体群作用在它上面（如同通常的对称群，见例 2.28>>. 定义正 n 
边形的一个 （ 9, G 〉 -着色为一个手镯，称正 n 边形的頂点为珠子.（手锡不仅可以转动，还可以抛起 
来在空中旋转，即沿着连接两粒珠子的直线在空中旋转从而颠倒过来 . > 

( I >有5粒珠子，每粒着以 g 种顔色之一的手锡有多少种？ 

提示：作用是群用例 2. 28 对每个对称设计顶点的置换，然后证明手镯的数目是 
^+ 49 + 5 ^). 

( II >有6粒珠子，每粒着以 v 种顔色之一的手镯有多少种？ 

提示： 作用是群用例 2. 28对每个对称设计顶点的置换，然后证明手锡的数目是 
-f 2q* + iq a + 3q z + 2q). 


第 3 章交换环 I 


3.1 引言 

和第1章、第2章一样，本章有些内容通常在早期课程中可以找到，这种结果的证明只有概 
要，但其他定理有完整的证明.从引人交换环开始，然后是交换环最突出的例子 Z , Q , R 和 C , 还 
有 I m 、 多项式、实值函数和有限域.另外还给出向 S 空间（标童在任意域上）和线性变换的一些 
初步结果.对相似矩阵进行分类的典范甩将在第9章中讨论. 

3.2 基本性质 


从交换环的定义开始. 

定义交换环 e 是指有加法和来法两种二元运算的集合 R , 瀉足 
( | ) R 在加法下是阿 II 尔群； 


和 


( II )(交换性 ）对一切 a，b 6 R，ab = bai 

(iil > (结合性）对每个 a ，6， c 6 尺， a (6 r ) = » 

( IV )存在元素16尺，对每个 a € 

(V ) (分®性）对每个 a ，6 ，c 6 +<*> *= “办 + 從. 

环尺中的元索1有儿个名称，可以叫 做一， R 的羊位， 或 K 的幺元 • 

交换环中的加法 f 乘法是二元运算， W 此有函数 

:尺 X /?-/?为对一切 r * 〆 € 尺•<»(/*• 〆 > = r + 〆 6 


fi 1 R X R - ► R 为对一切 r •〆 e l ?，/ i ( r ， 〆 〉 = rr ^ R 
对于两种运算，代换定律都 成立： 如果 r = 〆 ，5*/, 则 + rs -/ j / . 

例 3.1 ( 丨〉2, Q,C 是具有通常加法和乘法的交换环（环公理在数学基础课程中已得到验 


证）. 


( II ) i w . 即整数 modm 是交换环. 


( IH ) 设 Z [ i ] 是所有形为 a + 6 i 的复数集合，其中 a , 66 Z , i 2 =— l ， Z [ i ] 事实上是一个交换 
环，但验证它是个讨厌的练习（在习题 3.8 中，引人了子环的槪念后，证明可大为简化）. Z [ i ] 叫 

做高斯整环. 


( IV )考虑形如 


0这个术语 ring (环）坷能是1897年希尔伯特 （ Hilbert 》 在写 Zahlri 叫时创 進的. 徳讲和英语 一样， ring 这个词的 
一个意思是集 W ， 例如短语 "a ring of thieves (群盗贼>”.（也有人提出说希尔伯特用这个词的原 因是： 对于代 
数整 败环. 每个元素的一个适当的幕“转回”到较低幕的线性组合 .> 

㊁ 有些作者不要求交換环有丨 • 对于他们来说，•切«整败的集合是交換环 • 但我们不这样认为. 
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的全体实数1的集合/?，其中 a ,6 e Q ， o ; = 方.易知 i ? 在常规加法下 封闭. 然而，如果 K 在乘法 
下封闭，则因而存在有理数 a ， 6使得 

at 2 — a + b ( o . 

两端乘以 w 和6得等式 

2 = aui + ba? 
ba^ = ob +6^oi. 

因此 ，2 — oa > = < 16 + 6 2 oi ，于是 

2 一 ab = (6^ + a )( ci . 

如果 6 2 + a ^0， 則如=万是有理数》如果 P+a = 0, 则与2 — M = 0 —起得出 2 = ( — 6> 3 .于 
岡 是不论那种悄形都迫使为■为有理数，这个矛盾表明 R 不是交换环. ■ 

注存在非交換环 t 即具有加法和乘法角种运算的集合滿足交換环的除了公瑾知外的 
所有公理.[事实上，该定义把公现 = a 換成 = = ,并把分配律換成两个分 fc 律， 

一个在一 边： a (, b - {- c ) = ab -\- ac 和 (6 + c)a = 6 a + ai .] 例如，易知一切 wXw 实數錄阵的集 
合（配置通常的加法和乘法）满足这种新的环公我们将在第8幸中研究非交換坏. 

下面是一些初步结果. 

命題 3. 2设 R 是交換环. 

( I ) 对每个 a € i ?，0 ，a = 0. 

(H ) 如果1=0,則尺由单一元素0组成.此时称 R 为零环 .㊀ 
(IK ) 如果 一 a 是 a 的加法逆元，到（一 1)( 一 a )= a . 

( IV )对每个 尺，（一 l > a = — a . 

( V ) 如果 n € N 且 ； il =0， 則对一切 a 6尺，⑽=0，其中 mi = a +…+ a 是 w 个 a 之和. 
( VI )二項式定理 成立： 如果 a , b ^ R , 煲 ，1 

( a-f 6)" = §(:卜' 

证明槪要 （ j 〉0 • fl = (0 + 0> • a = 0 • a + 0 • a . 

( II ) a = l*fl = 0» a = 5 0. 

(iil ) 0 = (—1 + 1)( — a ) = (— 1)(— a ) + (— a ) • 

( IV ) 因（一 1)( 一 = 因而有（一 1>(一1〉(一 a > = ( — l>a • 但 （一1)( 一 1) = 1. 

( V ) 在第2章中定义了群中元素的幂 a ” ，其中 n >0. 在加法群中， rw 是比 a ”更合适的记号. 
对记号 m * 在尺中也是这种意义，即 rnz 是《个^的和. 

如果是正的，则 nl =0 蕴涵 

na = Fi ( la ) = ( nl)a = 0a = 0 . 

( Vi ) 对 用归纳法，并用恒等式 ( r ^ j ) + (") • 其中 0< r < n + l . (约定对 

一切 a € R . 甚至 a = 0, a ° = 1 .) ■ 

交换环 i ? 的子坏 S 是包含在比它大的交换环 K 之中的交换环，因此 S 和 R 有相同的加法、乘 


© 零环是一个没有多少意思的环.但«尔会出现. 



法和单位. 

定义称交捵环 R 的子集 S 为 R 的子环，如果 _ 

( i ) 1 e s ,© 

( jj ) 如果 w a — A ^ S 5 

( jji ) 如果 a ,6 6 S , 則泌 € S . 

记号与子群慣用 H<G 相比，在环论中习惯用 SQR 来表示子坏，也用表示真子环； 

即 SGR 且 

命题 3.3 交換坏尺的子坏 S 是交換环. 

证明概要第一个条件是说 S 是加法群 R 的子群，其他条件是恒等式，它们对/?的一切元索 
成立，特别对 S 的-切元素也成立.例如，结合性 a(6c)=( 必) c 对•一切 R 成立，因而特别 
对一切〜也成立. ■ 

当然，子环概念带来的-个好处是在判定一个交换环的子集自身是否是交换环时，必须验证的 
环公理可以少一些. 

习题 3.4 给出了-个包含在交换环/?中的交换环 S 的很自然的例子，其中 S 和!？的加法和乘 
法相同，但单位不同（由此 S 不是/?的子 环). 

例 3. 4如果是整数 • 令为”次单位原根.定义 

z Cfcf ] ■ € C * r 二 a 0 +£1,5；十十 ••• + 1 ，一切 a . 6 Z }. 

(当 N = 4 时， Z [ f 4 ] 娃商斯整环 Z [0.) 容易验证 Z [ G ] 是 C 的子环（为了证明 zk ”] 在乘法下 
封闭，注意如果则 m = + 其中 0< r < n , 和 £? = {；) • _ 

定义整环是栺瀉足两个额外条件的交 換环： 一是 

1^0, 

二是来法的 消去律 成立： 对一切 £1, 心 

如果 ca = cb 且 C 竽 0， 則 a = 6. 

通常所熟悉的交换环的例子 Z，Q,R 和 C 都是 整环， 零环不是螫环. BH| 

命題 3.5 非零交換环 K 是整 环当且仅当的任两个胙零元素的积非零. 

证明概要必当且仅当 a(々一c> = 0. ■ 

命 H 3.6 交换环 L 是整坏当且仅当 m 是素數. 

证明如果 m = a 6 ，其中1<0,6<»»1，則在 1„ 中 [ a ] 尹[0]，[6]矣[0]， 伹 [a][6] = [ in ] = [0]. 

反之，如果 m 是索败.且 [a]M = [aft] = [0] ,则 m 丨 a* ,根据欧几里得引理， m U 或 m | 6. _ 

例 3.7 ( i ) 设 7(10 是 - 切函数 R - R 的集合，并 K 置点态加法和点态 乘法： 给定/,«€ 

• F ( R ), 定义函数 /+ g 和/«为 

/+ g > ah ^ f ( a ) 4- giat.fg i al-» fia ~) g ( a ) 

(注意 /« ■不是 / 和 g 的复 合）. 

可断言夕 (R) 连同这些运算是交换环，公理的验证留给读者，这里只给出如下的提 示：灭 (R) 

的零元索是取值0的常数函数 z [即对一切 a e R, r(a) =0], 单位是对一切 a€R， 满足 e(a) = l 
的常数函数 e. 现在 证明夕 (R> 不是 整环. 定义/ 和贫 为如图 3.1 所示的函数. 


© «整数不能形成 Z 的子环，因为1不是《 败. 当引人*想之后•将会认识它们的特殊结构. 
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國 


/( a ) = 


当《«<0 10 当 “<0 

当 g ° = \ a 当 

显然/和 g 都不为零（即 / 尹 z). 另一方面，对每个 a € R ，/« 1 *!卜/(0)«(<»> = 0 ,这是 
因为因子 /(a) 和 if(a> 中至少一个为 数零. 所以由命题 1.43/g = z, 从而 ，(R> 不是整环. 





m 



(li ) —切可微函败 /• R - R 形成: F ( R > 的子环，幺元£是常数函数， W 而是可微的，而可微 
函数的和与积也是可微的.所以可微函数形成交换环. ■ 

许多常规算术定理，即交换环 Z 的许多性质在更一般的悄形也成立，现在把一些熟知的定义从 
Z 推广到任意交换环上. 

定义 设 a , 6是交換坏 R 的元 索，如果存 在元素<：€/? 使得6 = « ,則称在 R 中 a 螫除 6 (或 a 
是6的因子，或6是 u 的倍 数）， 记为 a |6. 

作为一个极端的例子，如果 0| a , 則有某个66 R 使得 =0,6. 然而0 4 = 0, W 此必有 
a = 0. 于是0丨 a 当且仅当 a =0. 

注意是否有 a 丨6不仅依赖于元索^和6,而且也依赖于它们所在的环 R . 例如，在 Q 中，3整 
餘2, W 为 2 = 3 X «| a|*e Q : 另一方面，在 Z 中3不整除2,因为没有整數 C 能使 3 c = 2. 

定义交換环中的元索《称为 单位， 如果在尺中有1/|1丨即如果存在 ue /? 使得 I 4 V =1 .称 
元素 U 为“的 逆，且常记 U 为 

单位是很重要的， W 为任何元*都 SI 被它们 整除： 如果是》中的单位（由此存在 
!>€/?使得 m /= l >, 则对 t « eR ， 

a = u ( va ) 

是 a 在 K 中的一个因子分解，于是有理由定义商 fl /« i 为 t « = u ' a . 

给定两个元素 a 和6,是否 a 丨6不仅依赖于这两个元素，而且也依赖于所在的环；同样，元索 
“6 K 是否是单位也依赖 T 它所在的环 R (因为 这个问題是在 i ? 中是否有“丨1>.例如2是 Q 的单位， 

因为 *1 •在 Q 中且 2 X + = 1 ,但2不是 Z 中的单位，因为没有整教 v 能使得 2 t /= 1. 亊实上， Z 中的 
单位只有丨和-1 . 

命 H 3.8 设 J ? 是整环 ， a ,66 R 非零，則 a 丨6直6丨 a 当且仅当有某个单位 “e R 使得6= «a . 
证明槪要如果且 fl = v 6， 则6 = ua == “ v 5 • _ 

存在命题 3. 8不成立的交换环的例子，由此 I ?是整环的假设是必须的. 
sm i „ 中的单位是什么？ 

命题 3. 9如果 <2是整数 ，則 [ O ] 是1„中的单位当且仅当 a 和》71 互素. 事实上，如果 M+tm 
=1，則 [ a ] -1 = [5] • 

证明概要 5 a = lmodm 当且仅当有某个整数 r 使得 w+fiw = 1. ■ 




交換环 J 
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系 3. 10如果/>是素数，則 &中 的每个非零元素都是单位. 

证 明槪要 如果1 < a </» ,则= 1 . ■ 

定义如果 i ? 是非零交換环，《称 

U ( R ) = { R 中的一切单位 } 

为的单位群. 

容易验是乘 法群. 因为群的毎个元素 有唯一 的逆，所以 R 中的单位在 R 中恰有一个 
逆. 在 Q 和 Z 之间存在明显的 差别： Q 的每个非零元索都是单位. 

定义如果 P •是交換环，其中 1乒0 且每个非零元素《«是单位,即存在 a — 1 泛 i ••使得 a—ks 1 • 

則称 F 为域 .e 

域的第一批例子是 Q , R 和 C . 

城的定义也可用单位群的术语来表述.交换环 K 是域当旦仅当 1/(1?)= R x ,即 R 的非零元索. 

用另一种方式说， K 是域当且仅当 R x 是乘法群[注意我们餒定丨关0,所以 l /( R x )#0]. 

命囲 3.11 每个城 F 都是整 W . 

证 明槪要 如果 ai ~ ■且 a 尹0，则 6 =a '( aA ) = a l ( ac ) = c. ■ 

该命埋的逆命题不成立，因为 Z 是整环而不是域. 

命题 3. 12交換坏 L 是城当且仅当 m 是素教. 

证 明槪要 系 3. 10. H 

在定理 3. 127中将看到只要 p 是家数且 ”>1 躭存在恰有 〆 个元索的冇限域 ； 在习题 3. 14中 
构造了有4个元*的域. 

整环的每个子环本身也是 整环. 闪域是整环.所以域的毎个子环也是 整环. 这个练习的逆命题 
为真，而且史加盪要 的是： 每个整环都是某个域的子环. _ 

绐定域 f •的四个元素 a ，6, f , 山且6关0,</关0,假定 =«/—. 两边乘以 W 得 a< / = & . 换 
句话说， 要是把 at 1 写成 a /6 . 则刚好证明 a /6= fl /</ 蕴涵 a< / = ,即“交错相乘”是 n 了以使用 

的. 反之，如果 at /=6 c , 且两者都不等于零.則乘以 A — 1 疒 1 得 =0/— , W a /6= c / c /. 

通常 由轅数 Z 的整环来构造有理数 Q 的域，下 定 理的证明就 是这个 方法的 ft 接推广 • 

定理 3. 13 如果 K 是整环，《存在包含 K 并把 K 作为子环的城 F . 此外， f •可这样选 取：对 
每个/€ /•', 存在 a ,<>6 K 且6^0使得/= aA 1 . 

证 明概要 令久=，定义 X 上的关如果 a ^ = 6 c . 

可断言=是等价 关系. 容易验证自反性和对称性，这里给出传递性的证明.如果 （ a ,6> 3 ( fd 〉， 

= («，/>，则 a ^=6 c ， c / = de . 但由 orf = 6 c 得 at // = b(.cf) = bde . 因 rf 非零，消去 得 
af — ife ，即 （ a ， 6 > 兰 (e ,/). 

记 （ a ， 6) 的等价类为 [ a j ] • 定义 F 为一切等价类0，幻的集合，配 KF 以下面的加法和乘法 
(如果我们妄自把 [ fl ，6] 当作分数那么下面就是通常的公 式）： 

[ a ，6] + [ c ，</] = [ai/ -f- dc fdd] 

© 英语术 进 field (域） 的败学用法的引人 U 893 年穆尔 （ E . H . Moore ) 在他的有限域分类的论文中第一次使用） 

如同德 语术诱 kdrper 和法进术语 corps —样，类似于 group (群 > 和 ring (环）的引人 • 这些单闻都表示“范阑” 

或“事物的集 W ”. 单闻 domain (整环> 是德语 integreUtsbcreich 的通常英语0译 integral domain 的简化，意思是 
整数的集团. 



和 

[a ， 6][c，</] = [ac ， W]. 

首先，因 6 关 0,d 关 0, 所以有 W 关0,这是因为 R 是整环，从而上面的公式是有意义的.现在证 
明加法是合理定义的.如果 [a,6] = [aW] (即 aft' = a '6),[ c , d ] = [〆 ,d'] (即 of' = c ' d ), 則必 
须证明 [arf+6c,W] = la ' d 1 + b ' c '. b ' d'l , 但该式是成 立的： 

(.ad + bc 、 b ’ d ’ = ab ' dd ' + bb ' cd ' = a ' bdd ' + bb ' c'd = (, ad ' + b ' c ') bd . 

类似的讨论可证明乘法是合理定义的. 

现在容易验证 F 是交 換环： 零元素是 [0,1], 么元是[1,1],[«,6]的加法逆是 [_ a ,_6]. 易 
知族〆= ■ a €抝是 F 的子环，我们把 a € R 等同于 0,1] € R'. 

为了证明 F 是域，注意到如果 [a,6] 关 [0,1] , !Wa 关0,从而 [a,6] 的逆是 [6,a]. 

最后，如果6关0,则 [1,6] = ,从而 [ a,6] = . ■ 

定义定《3.13中由 R 构成的城 f •称为 R 的分式域，记为 Fra C (R), 昱记0,6] e Frac(R〉 为 
alb . 特别地， i?' 的元紊 [a,l] 记为 a/l 成更«单地记为 a. 

_ 注意 Z 的分式域是 Q, 即 Fn» c (Z) =Q. 

定义域 K 的子域是 K 的子坏4,它也是一个城 • 

易知域 K 的子集*是子域当且仅当 A 是在逆之下封闭的子环 | 即，如果 <26«且<»关0,则 
a -1 € k . M 然， K 的子域的交自身也是 K 的子域（注意交不等于{0> ,因为1在每个子域中）. 

习麵 

3.1 证明 交換环 R 中1是唯_的_ 

3.2 ( I ) 证明 Z 中的*法不是结合运算. 

(II)举出一个交换环 R 的例子.其中减法是结合的. 

3.3 ( I ) 如果 R 是螫环 ， a £ R 满足 歡 a ,证明不 Jfta _ 0就是 a - 1. 

Ci > « 明例 2.7 中的交 換环夕 (R) 包含无隈多个元索 / 満足 /9£(M 且/ 

3.4 < 丨 ） 如果X是集合， S(X) 是 W 2. 18定义的布尔 （Boole) «• 它的元素 ft X的子集，它的加法由 

U + V = OJ-Vt U (V-l；) 

给出，其中 [/一 V = <x€UiJ：eV>. 如果再定义乘法如下， 

UV-l/n V. 

证明 5(X ) 是交换环.我们称为布尔坏. 

提示， 可用集 合论的通黹 事实： 分配律 ii/rKvuwo-a/Av^uo/riwo. 如果 v ' 表示 
V 的 补集， iJL/-V = l；n V *. 德摩櫂 （De Morgan) 定律， （U 门 V 〉， = l；，U V . 

(II ) 证明 S(X> 恰包含一个单位. 

<i> 如果 y 是 x 的真子集（即 ysx). 则 boo 中的单位与 B(x) 中的单位不网.由此可知 b ( y > 不 
是的子环 . ' 

3.5 证明 = <[4]爸 1鋼 I (*，》0 = 1}. 

3.6 求例 3. 7中定义的交换环 f(R> 中的所有单位. 

3.7 把 _ F(R) 的构造法推广襄任意交换环 R 上，设夕 (R> 是 R 到/?的所有 函败的 集合，并配置点态加法， 
对 》• 6 R > f+g '• rh»/(r)+*(r) i 点态 乘法： /g : rh* /(r)^(r). 

(I ) 证明夕(只> 是交换环. 

(I ) 证明 T (. R ) 不是整环. 



( in ) 证明 7(1 2 )恰 有四个元索，且对每个 / e = 

3.8 ( i >如果是整环且 S 是/?的子环，則 S 是整环. 

( in 证明 c 是整环，并推导出髙斯整败环是整环. 

3.9 证明 Z 的唯一子环是 Z 自己. 

提示： Z 的每个子环 K 包含 1. _ 

3. 10 < 丨 > 证明尺= { a +6^2 * a .6 e 2) 是整环. 

C ii ) 证明 /?=* {+(a + 6>^> : Z } 不是整环. 

(Hi 〉 用 ar=j(l + \ /一 19) 是 : r* 一 x+5 的根的亊实 ， 证明 = {fl 十 6a ! a%b ^ Z } 是整环 • 

3.11 证明一切 C ' 函数的集合是 f ( R > 的子坏.（如果由数 /*R — R 对每个;1>】具有 n 阶导数/°° ,则 
/: R — R 是一个 C "* 函数） 

提示： 用莱布尼茨法则（见习題1.6〉. 

3.12 ( I ) 如果 R 是交換环，定义■运算 a 为 

'a • b — a •¥ b 一 ab. 

证明圈运算是结合的 且对- 切^! € R ,0^ a ~ a . 

(li ) 证明交换环 K 是域当且仅当 ( reR * r ^ 1} 在圈运算下是阿贝尔群. 

搛示：如果则 a + l # l . 

3.13 求1„的非零元索的逆. 

3.14 ( R . A . Dean ) 定义 F 4 为形如 



的一切 2 X 2 矩阵， 其中 I , • 

(I >证明 F 4 在通常矩阵加法和乘法运算下是交换环. 

( II >证明 F , 是恰有四个元素的域. 

3.15 证明元索有限的整环 R 必是域.（利用命題 3. 6,本题给出命埋 3. 12中充分性的一个新证明 .> 

提示： 用尺 x 记中的非零元素的 集合. 证明乘 r 是单射 IT — ,其中 r € R x . 

3. 16证明 F = U 十 * a .66 Q ) 是域. 

3.17 ( I > 证明 Q 丨是域. 

( ID 证明 F 是高斯整数的分式域. 

3.18 如果 R 是交換环，定义及上的关系 e 为如果存在单位《€尺使得 6 = 证明： 如果 = 

则 U > (6> ， 其中 （ a ) * r e . 反之， 证明： 如果 K 是整环，唞 （ a > = (6) 蕴涵 asfc . 

3.19 (丨）对任意域々，证明随机孵 X (2,«在矩阵乘法下是群，其中随机群 S (2, A ) 是元索在 A 中，每列 
的和为1的一切 2 X 2 弗奇异矩阵. 

(II >定义放射鬌 Aff ( l ,4) 为形如 /( jr > = ar +6 的一切的集合，其中关 0. 证明 
S (2,*)^ Aff ( l ^). (见 习鼉 2. 46.〉 

(_> 如果々是有9个元索的有限域，证明丨 S (2, 衫|= 9 ( 9 -1). 

( iv ) 证明 S (2,1 3 ) = s 3 . mu 


3.3 多项式 

虽然读者对多项式是熟悉的，我们还是要小心地引人多项式，所要注意的关键是多项式的系数 




画 
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在什么范围内. 

定义如果 R 是交換坏，則 R 中的序列^是栺 


a = Go ， s i ，乜》 …， *i» … 

其中对一切《•>(),々6 S ,并称之为<»的系数. 

为了确定两个序列什么时候相等，我们认清序列<»其实就是一个函数 WN - R , 其中 N 是自然 
数的集合，且对一切 *•>(),<»(»•> = *,•• 于是，如果 !•=(<«),», 也是一个序列，则 《»= r 

当且仅当对一切= r (.) ,即 < r = r 当且仅当对 一切: _>0,& = t f . 

定义交換坏 J ? 中的序列<» = ( so , si ，办， . ••，々，.••）称为多项式.如果存在整教 m >0 使得对一 
切 》• > m ， s ; = 0 | 即 


a = (*o **1 •••*•*■■ .0.0,—). 

多项式只有有限个非零系数.零 多项式 是序列 < r = (0,0,0 …），记为 < r =0. 

定义如果饮=(4 0 ,0 ,* 2 ,— ,j 11 ,0.0.***) #0是多項式，則存在^ 0使得对一切«> w,j, = 0. 
称 s , 为<»的首项系数.称 n 为<»的次数.并记次教 n 为 deg (< r ). 

零多项式0没有次数，因为它没有非零系数.有些作者定义 deg (0> =—oo ,有时候这是方便 
的，因为对每个《数”， - oo <«. 另一方面， W 为它经常是一种真正不同的 情形， 必须分别对待， 
所以我们选择零多项式没有次数. 

记号如果 R 是交換坏，«系教在 K 中的一切多項式的集合记为 RO]. 

命 H 3. 14如果尺是交換环. 《R[i] 也是交換坏，它&含 R 作为它的子坏. 

证明概要 定义多项式的加法和乘法如下，如果(而…，…〉， r = (化……〉，则 


OT = ( C 0 , C ! . C 2 .—) • 

身 

其中 C * = = Sm *-, • 验证定义交換环的公理是简 单的. 子集 {( r ,0,0,-) « r 6 K > M 

KO ] 的 子环， 我们把它等同 T - R . ■ 

引理 3. 15设 R 是交换环并设 j , r 6 RO ] 是非零多 項式. 

( I )或者 <xr = 0， 或者 dcgCtrr ) < deg ( a ) + deg ( r ). 

( n ) 如果 I ? 是整坏，則<«•关 0 且 

deg ( ar ) = deg ( a ) -f deg ( r ). 

( iil ) 如果 K 是整环，則 /?[ x ] 也是整环. 

证明概要 S (T — ( s 0 tij •…） ，r = («o ， 1 丨…） 分别有次数 m 和”. 

(i ) 如果 + 则中每一项都是0 (因为不是5, =0,就是 q _,=0). 

(B 中每一项都是0,除了可能的例外〜 《„• 因为 i ? 是整环，所以&关0七关0 

苗涵尹0 . 

( lii ) 由（_)，两个非零多项式的积非零，因此结论成立. ■ 

定义如果 K 是交換环，則称 RO ] 为 J ? 上的多项式环 • 

下面是以上的讨论和通常记号之间的联系. 

定义 定义元素 o ： eR |>] 为 




交换环 j [ 
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x = ( oa . o . o ,—). 

引理 3. 16 ( i ) 如果 ex = ( so ，$ i ，…〉，則 

xa = (0， so ，5里 ，•••）* 

即，乘 z 就是把每个系数向右推移一步. 

(ii ) 如果 n 彡1，« j •"是第 n 个坐标为1,其他全为0的多項式. 

( iii ) 如果 r e 尺，則 

( r * OtO » — )(so »•••) = (rso ，•••，打,- ，•••）. 

证明槪要用多项式乘法定义再经简单计算便可得结论. ■ _ 

如果把 （ r ,0,0 ，…） 等同于 r , 则引理 3. 16 ( ii ) 可理解为 
r(io f jj * — t — ) » ( rs 0 9 r $\ 

我们现在可以重新恢复到通常的记号. 

命题 3. 17 如果 a = (5 o •…， s ” ，0,0，”.）， 則 

a — Jo + Sj J： + 5 2 x 2 + ••• 4- J»rX” • 

其中每个元素56尺等同于多項式0,0,0,…）. 

证明 

a *= ( s 0 *ii *••• *0*0* — ) 

— ( s 0 *0*0* — ) + (0*5 i ，0…+ (0*0,— , s m •()••••) 

= 知（1 ，0，(）••••） 4- 5| CO , 1 *0, — ) H - — 4- j „(0*0» — * 1，(）••••> 

=S 0 + 50+S 2 J 2 + … + S# 11 . ■ 

从现在起我们使用这个熟悉的（通常的）记号.和习惯的- •样. 我们用 
f ( x ) * J 0 +51 X + 5 2 x 2 + — 4- S n J： m 

代 if * ( j 0 ， …，〜 . o * o *—). 

下面 玷有关 多项式的一些通常的名称.如果 /(h =50+巧1+5 2> 1* 2 +… + VT ” ，其中 、关 0， 

则称知为常数项，称&为首项 系数. 如我们已经称呼的那样.如果首项系数& = 1,则称 / U ) 为 
首一多 项式. 除零多项式0 ( 所有系数都为 0) 之外每个多项式都有次数.常数多项式不是零多项 
式就是次数为0的多项式.次数为1的多项式，即 a + 6 x , 其中6^0,称为线性多项式.次数为2 
的多项式称为二次 e 多项式，次数为3的称为三次多项式，然后是四次、五次等等. 

系 3. 18次數分别为 w 和 m 的多項式 /(•!> = «o + s 1< r + h > r 2 + ― + s n x H 和发 （ z ) =化 +qjr + 

0 工 2 +…+ 相等当且仅当 w = /W 且对一切 1 ’ ， s ,. » I , • 

证明这只是序列相等定义的复述.再换成多项式的通常记号. _ Gm 

我们现在可以描述 /( j ：> 中通常作为变量出现的二如果 R 是交换环，则每个多项式 
/(^> = So + jp + s〆 2 +…+ * 〆 • e RI >] 由賦值定义了一个多项式函敝/ < R -* R ,即如果 
“e R ， 则定义 /( a ) =知 + J|a + J2a 2 + ••• + *,«!• e /?• 读者应明白多项式和多项式函数是不 
同的 对象. 例如，假定 R 是有限环（比如 R = l „), W 只有有限个函数从 K 到它自身，从而只 
有有限个多项式函数.另一方面，多项式有无 限个： 例如根据系 3.18, —切幕 l , m 2 , … 


© 之所以称为 qiwdMtic (二 次〉 多项式是 H 为一个特别的二次多项式/给出了正方形的面积 （ quadratic 来自意为 
-四”的拉 丁字. 提《我们这是一个四边 形〉. 类似地 • 之所以称为 cubic (三次）多项式*因为 _ r 3 給 出了立方体的 
体积.称线性多項式是因为 R [ x ] 中线性多项式的图像是一条 fl 线. 



都是不同的. 

定义设4 是城. i [ x ] 的分式城记为 *( ar ) ，称为 t 上的有理函数域. 

命題 3. 19如果 A 是城，« *( x ) 的元素形如 /(; c >/^(: c ) ,其中 /( x ) , gix ) € ,且 gix ) ^ 0 . 

证明概要定理 3.13. _ 

命題 3.20 如果/>是素數，《有理函数城 I , U > 是包含 I ,作为子域 e 的无限域. 

证明由引理 3. 15 <，〉， I ,[ x ] 是无限整环，因为对于” € N ，幂 or " 都不同.于是它的分式 
域 I / O ：) 是包含 IpDr ] 作为子环的无 限域. 而由命埋 3.14, I / i ] 包含 I , 作为 子环. ■ 

尽管多项式和多項式函数之间有差别（在系 3.28 中，我们将看到当系败环 R 是无限域时，两 
个对象是一致的），用>]常称为 R 上的一元多項式环.如果记 A = RO ], 則称多项式环 A [： y ] 为 R 
上的两个交量 ; t ,： y 的多項式环，并记为 R [>,; y ]. 例如，二次多项式 or 2 +& r;y + cy z + < ir + <y + / 
可以写成7 2 +<& 1 +*)3»+(<^*+办+ /),它是一个系数在 K [ x ] 中的: y 的多项式.用归纳法可构 
成系败在 R 中的一切”个变量的多項式的交换环 /?[>! , x 2 现在引理 3. 15( « ) 可以对 n 用 

归纳法推广为如果 K 是整环，则 RDrpxyi ,] 也是整环.此外，当*是域时，可以把 
FracCiCj ：, . xj .-. xJ ) 描述为一切”个变置的有理8数，它的元素形如 fix 、 , x 2 , 
…，； C „) ，其中 /，g 在 tOi ， x 2 , …， •*_] 中. 

习題 

3. 20证明，如果 R 是交換环. WRO ] 永不为域. 

提示： 如果存在，它的次数 ft 什么？ 

3.21 < | ) 设 R 是整环，证明，如采 RO ] 中的一个多项式是单位.《它必 ft 非零常敫（如果 R 是域，则逆 
命題也成立）. 

提示： 计算次败. 

( II ) tt 明在 hO ] 中（2* + 1)* = 1. 由此可知， （ 丨 ） 中有必鬌«设 R 是整环 • 

3.22 证明定义为 /(W = 〆 一；«：€ 1,0] 的多项式函数恒等于零. 

3-23如果 R 是交换环 a /(*>«$：» 〆 • eRDr ] 的次败 ”彡1 ,定义它的#数 / U ) € RO ] 为 
*-• 

f ( x ) = s , + 2 j a x + 3 j , jt * + … + w . x --1 1 
如果 /( JT ) 是常败多项式，則定义它的导数为零多项式.证明微积分的通常法則 成立： 

</+》' = /+ 〆 • 

如果 r € I ?,則 ( r/Y - r (/) , 

(/?〆 = fg f + fgi 
对一切 ”> i , (尸 〆 -a 
3. 24设/?是交换环 • 并设 fix ') 6及 [ x ] • 

( I ) 证明：在及[>]中，如果 （ x - a )* | /( x ). 則工一 a I fix ). 

( II ) 证明： 如果 x — < i | fix ) 且 x — a I /(■!),!!( (x — I /( x ). 

3.25 ( i ) 如果 /( x ) I # 0] , tt 明 / Cc ) =0. 

(II ) 证明多项式 /( x)e 满足 / Or ) = 0 当且仅当存在多项式 g ( x ) = S «. x " 使得 fix ) = g ( x^)i 

即 /( x ) = S € I A C ^]. 


© 以后，当把 I A 看作域时记为 F ,. 




3. 26 如果 K 是交换环，定义尺 [[>]] 为一切序列 （ s 。 a …〉的集合，其中对一切€尺（这里不假定对大的 
«•有 Si =0). 

( I ) 证明 /?[>] 上定义加法和乘法的公式对犮 [[>]] 也有 意义， 并在这些运算下 R [[ x ]] 是交換环. 

(称为 R 上的形式幕级数环 . > 

(H >证明尺 [ x ] 是尺 [!>]] 的子环 • 

( ill ) 证明： 如果 R 是整环，明 R [0]] 也是整环. 

提示：如果= ( Jph ，•••）6及 [ Dr ]] 非零 • 定义 (7 的阶为满足〜尹0的最小 0 »记为 ord ( j > . 

如果尺是整环， < j，r 6机[0]非零，证明 ord ( tfr 〉 = ordG ) 十 ord ( r > 尹0，因此打#0. 

3. 27 ( | ) 记形式幕级败 (T = (5。，5| ， j , ， …， 心， …） 为 

a =■ 5 0 + *|X + 4- •••• 

证明：如果 (7 = 1 十 x + x * + …， 则在 R [[ x ]] 中 ，即 （ l - x ^= l . 

( II ) 证明： 如采★是域 • 则形式幂级败是单位当且仅3它的常败项非零^即 ord (* r )«0. 

( Hi ) 设 d 6 ttO ]] 且 ord ( tf ) = ” • 1 E 明 

o = x"u • 

其中 《»*[[>]] 中的单位. Q | o ] 

3.4 最大公因式 

我们将 看到肖 《是域时.事实上所有对 Z 证明的熟知的定理对 40] 中的多项式也有类似的定 
理，并且，我们所熟知的证明也可以翻译过来变成这里的证明. 

系数在域中的多项式的带余除法说明长除法是可行的. 

定理 3.21 (带余除法 J 假定 * 是域， /( or ),«:( a :) € AO ] 且 /( a :> #0 ,則存在唯一的多項式 
9 ( x ) , r ( x ) 6 *[ x ] 使得 

g ( i ) = q ( x ) f ( x ) + r ( x ), 

并且或者 r (. x ) = 0或者 deg ( r ) < deg (/) . 

证明先证明 q 和 r 的存 在性. 如果/丨 g ,则对某个<?有《 = g /. 定义余式 r =0 就可以了. 

如果 / tg , 则考虑一切形如 /T —9/( 必定 非零） 的多项式，其中 ■? 遍历 t [ x ]. 最小整败公理保证在 
所有这些多项式中有一个次败最小的 r = * — q /. 因 g = 9 / + r , 所以只需证明 de g ( r ) < deg (/) . 

记 /(J) ==*〆■* +… +h；r + Jo,+ Q •! + /() • 现在 s„ 尹 0 理涵 s„ 是一个单位，这 
是 W 为 A 是域， 两而 t 中存在 s: 1 . 如果 deg(r> > deg(/> ,定义 
fc(or) = r(x>- t M s- l x m -"fU) » 

即如果 LT (/) = j n x ", 其中 LT 代表首项.則 

. LT ( r ) r 

h = r ~Lfrp f, 

注意或者 h = 0 , 或者 deg ( A ) < deg ( r ) . 如果 /» = 0, 则； • = [ LT ( r )/ LT (/)]/ 且 
g = qf -^r 

…截 / 

= [ 9 + 黯]，， 

与 f \ z 矛盾. 如果 A # 0 ， 则 deg ( A ) < deg ( r ) 且 
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g - qf = r = h+ ^. f . 

于是裒一[ 9 + 1 ^(» 0 / 1 / 1 '(/)]/=/|， 与; ■是具有这种形式的次数最小的多项式矛盾.所以 deg ( r )< 
1】31| deg (/). 

为了证明 9 ( x > 和 r (: c ) 的唯一性，假定 g = g '/ + 〆 ， 其中 deg ( 〆 ）■< deg (/) •则 
(q — q ') f = r ’ 一 r . 

如果 〆 尹 r ， 則两端都有 次数. 但 deg (( g — 9'>/) = deg (9—9'>+ deg (/) > deg (/) ,而 deg ( 〆 一 r > 
< max { deg (/)， deg ( r )> < deg (/), 这便产生矛盾.因此 〆 = r , 且因为 *0] 是 
域且/_0，从而9’ = 0,9 = 〆 • ■ 

定义如果 /( x > 和 / r < x ) 是 ♦(>] 中的多項式，其中★是城，则带余除法中出现的多項式 9 < x ) 
和 Kx ) 称为 g ( x ) 除以 /( x ) 的商和余式. 

务是域的假设太强，对每个交换环 R , 长除法在 RDr ] 中都可以进行，只要 /(_ r ) 的首项系数是 
R 的 单位. 特别地，当 /( jO 是首一多项式时，长除法总是可以进行的. 

系 3.22 设 R 是交換环， /(*)€»!>] 是 If 一多 項式. 如果€ RO ] ,則存在 ^ r ), r (： c > 
€ RO ] 使得 

g ( jc ) = g ( x ) f ( i ) + r ( x ). 

其中或者 r (*) =0 或者 deg ( r ) < deg (/). 

证 明概要 这里可以重复带余除法的证明，只要注意到 LT ( r >/ LT (/)6 R , 这是因为 /(d 是 
首一多项式. ■ 

现在我们把注意力转移到多项式的根. 

定义如果 /( ar > € AO ]. 其中*是域，則/( 1 >在》中的根是鴻足/(« 0 = 0 的元索 0 6 *. 
注多項式 /( o :>*= i *—2 的系教在 Q 中，但我们常说 VS ■是 /( x ) 的一个根， 即使# 是无理 
數，即及在后面的定 33. 123中我们将看到对每个多項式,其中*是 
任意城，存在包含《并把它作为子城的4大的城£,它包含 /( d 所有的根.例如/一2 
e 1 3 [>]在 1 3 中没有根，但我们 将看刻 在包含 1 3 的某个（有限）城中存在类似 W 的元素. 

在下一个引理的证明中.我们要用到下面的初等 练习. 设/(：«:),度(立> € R [ x ] ,其中是交换 
环，记 

a ( x ) = /( i ) + g (: r > 和 mix ) = f (, x ) g (. x ) » 

[HU 计算在 u ^ R 处的值得 = /( a ) +^( ii )* m ( u ) = f ( u ) g ( u ). 

引理 3. 23 设其中 ★是城 ，并设 “ e *, 則存在 9 ( X > e 使得 
f 、 x 、= q (. jc)ix — u ) + /( a ). 

证明带余除法给出 

fix ') = g ( x )( x — u ) + r > 

余式 r 是常数，因为 x _« i 的次数为 1. 现在计算值 

/(“> = 一“）+ r ， 

从而 r = f ( u ) . ■ 

根和因式分解间存在一种联系. 

命题 3.24 如果 / U ) etfx ]， 其中々是域，則 a 是 /( or ) 在走中的根当且仅当在対 >] 中 尤一^ 整 



除 fix ). 

证明如果 fl 是/( X )在々中的根，则/(<1〉=0,且引理给出 /( JT ) = g ( x)(*r — fl ) • 反之，如 
果 / U ) = gUHx - a ) ,则计算它在 a 处的值得 /( a ) = g ( a ) Ca - a ) - 0. ■ 

定理 3.25 设々是域， /( x > €灸1>].如果 /( x ) 的次數为/ I , « / U ) 在々中至多有 n 个根 • 

证明对 n >0 用归纳法证明该陈述.如果 n = 0, 则 /( jO 是非零常数， W 此它在々中根的个 
数为零.现在设《>0.如果 /(: c > 在 A 中没有根，则因0<»1，结论已经 成立. 否则，可以假定 
a €々是 /( Z ) 的一个根，由命题 3. 24， 

/(x) — q(x)(x — a ) ； 

此外， 9( X ) e < K >] 的次数为 n _ l . 如果还有根 * 且,則 
0 = /(d) 5=5 q(b)(b — a). 

因为 6 — 所以有 = 0 ( 因为々是域 • 因曲是整 环〉， 从而6是 g (: r > 的根. 现在 deg ( g > = 

n ~\ . 从而归纳假设说 Wx ) 在灰 中至多有”一 1 个根. 所以 /( x ) 在々中至多有《个根. _ 

例 3.26 如果多项式的系数在任意交换环 K 中，则定理 3.25 不成立.例如，如果 K = 1 8 ,则 
二次多项式: r 2 — ld *0] 有4 个根， 和 [7]. ■ _ 

系 3. 27 C 中每个 n 次单位根等于 

e 2 ^* = cos (^)+ isin (^), 

其中々= 0, l ,2， m , n _ l . 

证明在系 1.35 中已知这》个不同的2数* ： ^* / ”是 n 次单位根,即它们都是 x "- 1 的根. 由定 
理 3. 25,不可能有其他的 S 根. ■ 

冋跋每个多项式 /(: c > € 4[ t ] 都确定了多项式函数,对一切 fl e «, 该函数把 a 发送到 
/(«). 然而，在习埋 3. 22中我们宥到 I p O ] 中的一个； 1( •:零多项式（例如 P —_ r ) 能够确定常数* 

数零.当域4为无限时，该反常状态消失. 

系 3.28 设 * 是无限城，/(工>和*(4是务[>]中的多 碩式. 如果 /( j ) 和 〆 j ) 确定同一个多项 
式函教[即如果对一切 a € k * f (. a ) * JM fix ) = . 

证明如果 /( d 关 x (* r ), 则多项式 ZKx ) = / Cr ) — 〆 i ) 非零， W 此它有某个次数，比如《 

次. 琬在 务中每个元索都是 A ( x > 的根.因是无 限，所以 A (^ r ) 的根多于 n 个. 这与定理矛盾._ 

这个证明产生了一个更一般的结果. 

系 3.29 设♦是任意城，可以是有限域.如果/(1>,震(：1*>€40]，如8(/><£^(发><«,且对 
于 ；1 + 1 个元索 a 6々有 /(<*) = g ( a ) « W fix ) — g ( x ). 

证明槪要如果/ 关贫， 则 deg (/— g ) 有定义且 deg (/_ W <; t . ■ 

下面是定理 3. 25的另一个很好的应用. 

定理 3. 30如果6是域， G 是乘法群々 x 的有限子群，則 G 是循环群.特别地，如果々本身有 
限（比如 A = I a ), 則是 x 是循环群. 

证明设 d 是 1 GI 的 因数. 如果 G 有两个</阶子群，比如 S 和： T , 则 | SUT |> d . 而由拉 
格朗日定理，每个 aesu 丁满足 〆 =1,从而是 /一1 的根.现在这个多项式在々中有太多的 
根，与定理 3.25 矛盾. 因此由定理 2.86, G 是循环群. ■ 

定义如果々是有限域，則循环群 〆 的生成元称为 / fe 的本原元. 
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虽然乘法群 g 是循环群，却没有已知的明确公式可以给出它的每一个本原元.例如，求 F 2S7 
的本原元，本质上是要验证每个 [ f ] 的幕，其中 l < i <257 , 直到发现对所有的正整数 m < 256, 
i m ^ lmod 257 . 

_ 多项式的最大公因式的定义与整数的相应定义基本相同. 

定义如果 /( x ) 和尽(： 1 ：>是灸[>]中的多項式，其中々 是城， 則 /( d 和名 (: c > 的公因式是指多項 
式 c ( x ) 6 *[ x ] 满足 c ( x ) I /(: c > 和 cix ) I ^( x ). 如果 /( I ) 和 g ( x ) 在 ▲!>] 中不都为0,则定义它 
们的最大公因式为次數最高的首一公因式，最大公因式縮记为 gcd . 如果 /( x > == 0 = g ( x ) ,則定 
义它们的 gcd 为0,常记 /( x ) 和 g ( x ) 的 gcd [由 /( x > 和 〆 ： r > 唯一确定]为 （/, 客）. 

定理 3. 31 如果 A 是城，，則它们的 gcdAo :〉 是 /( z ) 和 〆 ： r > 的线性组合， 
即存在 six ) */( x ) 6灸 Dr ] 使得 

dU ) * s ( x )/( x )4- l ( x )^( x ). 

证明概要与 Z 中相应结果的证明十分相似.其实，一旦引人了主理想整环，我们就可以同时 
证明本定理和 Z 中相似的结果（见定理 3. 57). ■ 

系 3. 32设 A 是城， f { x ) 9 g ( x ) 6 kZx "]. 一个首一公因式是 gcd 当且仅当被每个公 
因式整除；即如果 cU > 是一个公因式，則 c ( x > U ( x >. 

此外， /( jr ) 和器 ( J ：) 的 gcd 卓一. 

证明概粟与命題 1.8 的证明类似. ■ 

每个多项式/( I )可被整除 • 其中《是单位.与索数类似的多项式只有这种平凡的 
因败. 

定义称整环中的元索 p 为不可约的，如果/»就不是0也不是拳位，而且它在 R 中的任一 
因子分解/>«««；中，“和 V 必有一个是 单位. 称元素是相伴的，如果存在单位使得 
b = ua • 

例如，索败/ > ez 是不可约元索， 一 /> 也是. 我们现在描述不可约多项式 〆 : r>e 40] ,其中《 
是域. 

命« 3 . 33如果 * 是域.則多項式 />( x ) e *[ x ] 是不可约的当且仅当 deg ( p ) = n > l 且在 *[>] 
中没有形如 p (. x ) = g (. x ) h ( x ) 的因式分解，其中两个 B 式的次数都小于 n . 

证明首先证明 A ( x ) 6 *0] 是单位当且仅当 d eg ( A > =0. 如果 MdWar ) = 1 ,則 deg ( A ) + 
deg ( u ) = deg ( l ) = 0. W 为次数非负，所以有 deg (/ i > = 0. 反之，如果 d e gU )=0, W 是非 
零常数，即/因 A 是域，故 A 有逆. 

如果 />( r > 是不可约的，则它只有这样 的因式 分解，即= g ■(: c )« x ) ,其中 g (: r ) 和 Mx ) 
必有一个是单位 I 即要么 d e g ( g > = 0 要么 deg ( A )=0. 所以/ >( x > 不可能有两个因式的次数都比它 
低的因式分解. 

反之，如果户 (■!> 不是不可约的，則它有因式分解 p ( a :) = ，其中 g (> r ) 和都不 

_是单位 I 即容 ( d 和 M ： r > 的次数都不是 0. 所以 〆I )有两个因式的次败都比它低的因式 分解. ■ 

如果 A 不是域，则不可约多项式的特征不再 成立. 例如， 2 i +2 = 2( x + l > 在 Z |>] 中不是不可 
约的，即使在任意一个因式分解中，都有一个因式的次数是0,而另一个是1 (当 A 是域时，单位 
是非零常数，而对于更一般的系数则不再成 立〉. 

因为可除性的定义依赖于所在的环，所以多项式 〆 的不可约性依赖于交换环 ADc ], 从而 



也依赖于域例如， 〆 ar > = jr 2 + l 在 RO ] 中是不可约的，但在 CO ] 中可分解为 Or + iXx - i ) • 另一 
方面，线性多项式 /(•!) 总是不可约的[如果/=劝，則1=<^(/)=(16 8 (0 + (16 8 0>>,从而 g 和 A 之一 
的次数为0,而另一个的次数为1 = deg (/)]. 

系 3.34 设々 是域， /(工 ） e *[ x ] 是 二次或三次多 項式， «/(•!> 在 *0] 中不可约当且仅当 
f { x ) 在 k 中没有根. 

证明概要如果 /( J ：) =真 ( jr ) A ( jr ) 且容和 A 都不是常数，則 deg (/) = deg (容） + deg ( A ) 速涵至 
少一个因式的次数为 1. ■ 

易知当 deg (/)>4 时，系 3.34 可齙不成立.例如，在 R [>] 中考虑多项式 /( x ) =/+2工* + 

1 = (^ + 1 ) 2 . 

例 3. 35 (丨）确定 I 2 W 中的低次败的不可约多项式. 

和通常一样.线性多项式 I 和 i + l 是不可约的. 

有四个二次多项式： x 1 ,^ +1,* 1 +1 + 1 (更一般地.在 g >] 中有 p ” 个71次锌一多项 

式，因为 n 个系数 a 。， …， a ,] 的每一个有/■种选择>. W 为前孑个都有根在1 2 中.所以不可约二次 
多项式只有一个. 

有8个 H 次多项式，其中4个因常数项为0所以是耐约的，剩下的是 

X 1 +1« X 3 + x + l » x 3 + X 2 + 1* j : 3 + x 2 + x-h 1. 

W 1是第-个和第四个的根.所以只有中间的两个是不可约—次多项式. 

有16个四次多项式，其中8个因常数项为0所以是可约的.在8个常败项非零的多项式中，有 
偶数个非零系数的多项式以1 为根. 现在只有4个尚存的多项式 /(; r >， 它们在1 2 中没有根，即它 
们没有线性 闪式. 如果 /(; t > « g (; c ) A ( x > ,则 / fU ) 和 /(•!) 必都是不可约二次多 项式. 但不可约二 
次多项式只有一个，就是 ■ r 2 +: t + l , 因而（^+ 1 + 1 > 2 =/+/ +丨是可约的而其他7个四次多 
项式是不可约的.下面总结了上面的观察结果. 

I ,上的低次数的不可约多項式 

2次： x 2 + x + 1. 

3 次： j ： 3 + x + l t x 3 + x z + l . 

4次：？+1 3 + 1, X 4 + J +1 , x ^+ x ^ x ^ x + l . 

(ft ) F 面的表是 I 3 [ x ] 中首一不可约二次和•（次多项式.读者可以验证该表是正 确的： 先列 
出所有这种多项式，其中有6个首一二次多项式有非零常数项，有18 个首- 三次多项式有非零常 
数项，然后必须柃査哪些多项式以1或 一1 为根（用 一1 代替2更方 便〉. 

Ij 上二次、三次不可约首一多项式 
2 次： + 1» J 2 + X — 1» — X — 1 . 


易知，如果 / Xd 和 <? Cr ) 都是不可约多项式，则/ >( x ) | 9 (: r > 当且仅当存在单位 u 使得 g (： c ): 
up ( x ). 另外，如果 〆 和 9 (_ 1 )都是首一的， 則 〆 ： r ) 丨 gCr ) 蕴涵 〆 a ：) = 9 (： c ). 





更一般地，如果/ >(: r )| 
证 明概要 假定/> 
1 = sp + tf ,所以 


«(:)• 

)I /, ( x ). 

( p ，/〉 = 1 ,从而有多项式 S 和 f 使得 


由假设， P 丨众，因而 
定义设两个多习 

_ g ( ar ) 互索. 


• 如果它们的 gcd 是1,則称 /( x ) 和 


f (. x ) g (. x ) . M h (. x ) I g ( x ). 

证明概要欧几1得引理的证明也可以用在这 里：. . 
g = shg + tfg . _ 

定义如果灰是城.«有《函教 /( or >/*( x >€ A (: r ) 称为有既约形式，如策 /( i > 和贫 ( x > 互素. 
命題 3. 39假定 A 是域. 則每 个胙零 / Cr )/ 客 ( x ) € ACr ) 都可化为 * t 约形式. 

证明概*如果/=<<-=*、其中 d =(/,«)• 则/和 〆 互素，从而// 〆 是既约形式 • 


下一结果使我们可以计算 gcd . 

定理 3.40 ( 欧几里得算法） 如果 A 是城， /( x >,«"( j ：) 6 4[ x ] • 朗存在计算 gcd (/,/ f > 的算 
法，同时可求出一对多項式 s (3 r ) 和 〆 _ r > 使得 

(/，《)== j ( x )/( x ) + l(x)glx). 

证明该证明基本上是重* Z 中欧儿电彳3算法的 证明. 辗转相除 如下： 
g = iif+n 


r n-l = 9»+ l »-». 

因余式的次数是严格递 减的， 所以经有限步后该过程必然停止.只要把 r , 变成首一的，則可 
断言 < i = r „ 是 gcd . 从最后往上回代可知是/和 g 的公 因式. 要确定 d 是 gcd ， 假定 c 是/和 g 
的任一公 因式， 则从上往下证明对每个 i 有 c 丨 r ,. 最后，从下往上倒推便可求出 5 和*使得 rf = 
1 138 1 sf + tg ： 




交换坏 J 


97 


r n = 厂》-2 ~ Qnr m -i 

= r n -i — — g ” — 〆 縛一 2 > 

*= (1 + Qm-l ) r n-2 — 

= (1+%一1)(〜_4 — 2 r 歸一 3 > — 

= (1 +9„-])^_ 4 一 + + 9»] r •- 3 

= s / + lg . ■ 

下面是从欧几里得算法得到的一个意外收获. 

系 3. 41 设 A 是域 K 的子城，从而 Cr ] 是 KO ] 的子坏•如果/(2：>， 5 (了）,則它们在 
ife [ x ] 中的 gcd 等于它们在 K[xl 中的 gc<L 
证明 KO ] 中的带余除法给出 

g ( x ) = Q (^)/( x)-f R ( x ). 

其中 Q ( jc ), R ( x ) 6 KO ] . W f ( jc ). g ( x ) e *0], 所以 々 O ] 中的带余除法给出 
g ( x ) ^ q ( x ) f ( x ) + r ( x)f 

其中分⑺，心) 6 klx 3 . 但因为 Cr]GiC[*r] ，所以等式度 U) = <?(ar)/(ar>+r (: r> 在 K|>] 中也成 
立，从而 K[x] 中带余除法的商和余式的 唯-性 给出 Q(x)= qU ) e Cr] 和 R ( t ) « r ( x ) €: Cr]. 
丙此，在 K[x] 中山欧几里得算法列出的等式和在小环 M>] 中由欧几里得算法列出的等式是一样 
的，从而在两个多项式环中得到相同的 gcd. ■ 

例如，无论在 RO] 中还是在 C[x] 中计算 J 3 2o: 2 +:r — 2和I的 gcd 都是 / + 1 ,尽 
管复系 数有®多的 W 式. 

对 f 多项式有和 算术苺 本定理类似的 结*. 与索 数足途 造任意整数的“砖块”的意思*样，不 
可约多项式是构造任意多项式的“砖块” • 为® 免句子太长，我们约定“积”可以只有一个因子 • 
这样 • 玛我们说一个多项式 / Cr ) 是不可约多项式的积的时候 • 有可能这个积只有一个 W 式，也就 
是说 /( x ) 本身是不可约的. 

定理 3. 42 (唯一分解定理1 如果々 是域， 則每个次教彡1的多項式 /(: r > e ^>]都是非零常 

數和若千首一不可约多項式 的积. 此外，如果 /( x ) 有两个这样的因式分解 

f ( x ) — ( jO …和 fix ) = A % ( j ：) … ， 

即 a 和 A 是非零常教且各个/»和9是首一不可约多項式 • 則 = = 且各个 g 经重新标号后 

可以对一切 i 有 H , • 

证明对 deg (/) 彡1用（第 二） 归纳法证明多项式 / Cr 〉 存在因式 分解. 如果 deg (/) = 1 ,则 
/ (j) =flx + c = a( J + a - I c ). 和每个线性多项式一样 ， jr + a ^是不坷约的，从闹它是不可约多项式 
的积（在现在用法下的“积 ”）. 现在假定 deg (/>> l . 如果 /( x ) 是不可约的且首项系数为 a ，则 
fU ) ^ a ( a ~ l / U )) ,因 c ^/ Xx ) 是首一的，所以结论 成立. 如果 / Cr ) 不是不可约的，则 /(« r ) = 
g ( x ) h { x ) * 其中 < kg ( g ) < degC / J . deg ^) < deg (/). 由归纳假设，存在因式分解 = 
bp / x ' hUjT ^ h (:= tq i ( x ' h “ q n U ') ， 其中各个/»和穿是首一不可约多 项式. 由此，正如所要的有 
fix ) = (: r > …/ ^( or )% ( x > …兮 

现在对于从=0^<{/|1,11>>1用归纳法证明 ： 如果有等式 

ap \ ( x )* u * p m (. jr ) = bq x Cx ) u - q H ( x ) 9 


画 
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其中 a 和 6 是非零常数且各个/ »和 9 是首一不可约多项式，則^ = 6，讲=;»,且各个 (? 经重新标号 
后可以对一切= p f . 关于基础步 M = l , 假设条件给出一个多项式，称为 W ： r ) ,它满足 
g ( ar ) = a /»! (: c > =6^(:0 •现在因/»1<0：)是首一的，所以 a 是 g ( x ) 的首项 系数. 同样， 因仍 （ jt > 也 
是首一的，所以6也是 gCr ) 的首项系数，因此 fl = 6, 且消去后得/ >“：!：）= 讥 （: r ) •关于归纳步，给 
出的等式表明 A „(： r ) I g ,( x )-^( x ). 由多项式的欧几里得引理，存在某个 i 使得 /^ Or 〉 丨备 U ). 但 
免 (工> 是首一不可约的，除1和它自身外没有首一 因式， 从而 9 i ( x > = 重新标号后，可以假 

定 q n ix ) = p m ( x ) • 消去这个因式得 a /> 1 ( x )*-^ w _ r ( x ) = bqi ( x )^ q H ^ iix ) . 根据归纳假设 ， a = 6, 
w — 1 = / i — 1( 因此 m = n ) , 且重新标号后对一切 f 有 qt ^ pi - ■ 

设々是域，假定存在 a ，。 ％ €々使得 

fix ) *= r f ). 

如果 n , …， r , (其中 s < n ) 是 /(•!〉 的各不相同的根，則组合它的项得 
fix 、 = a ( x - r x Y ' ( x - r 2 )*« —( x - r , Y ', 

其中 0 各不相同且对所有） ，勺 . 我们称 & 为根; •，的 重数. 因线性多项式总是不可约的，因此唯 
— W 式分解表明根的重数是合理定义的. 

尽管有一些方法可以帮助确定一个整数是否是 索数. 伹一般性的问题是非常困难的.判定一个 
[ Ml 多项式是否是不可约的也是非常困难的，现在我们提出一些经常使用的有用的方法 • 

我们知道，如果 /( x > e *0] 且 r 是 /( x > 在域*中的根，則在 *0] 中有因式分解 /(•!：> *= 
( x - r ) g ( x ) , 因此 /( x ) 不是不可约的.在系 3. 34中我们看拜它可解决 *[ x ] 中二次和三次多项式 
的 问题： 这些多项式在4|>]是不可约的当且仅当它们在4中没有根.对于次数>4的多项式该结论 
不再成立. 

定理 3. 43设 /( x ) = a 0 + a , x + — + a ,, x " G Z [ x ] £ Q [ x ]. f ( x ) 的每个有理根 r 形如 b / c ， 
其中 6 I a 0 ，c I a „. 

证明可以假定 r = 6/ t ■巳处于既约形式,即 （6,< r ) = 1.把 r 代人 / U > 得 
0 = f (. b / c ) = Oo + a \ b / c + ••• + a n b "/ c m t 

乘以，得 

0 = aoc " + … + a m b m . 

因此， aor - sW - aK ”- 1 - ). 即6 U 0 〆 . 因6和 c 互索，所以6和<:”互索，由 Z 中 

的欧几里得引理得 b \ a „ . 类似地， a ,5" = c (— a n - i 6 " _l — — — a 0 c" _l ) «c | a .6" 和 c 丨 a , . ■ 

定义称复教 <* 为代数 整数. 如果 o 是某賁一多項式 /( i ) e ZO ] 的根 • 

注意在代数整数的定义中， / Cc )€ Zl >] 是首一的很 关键. 毎个代数数 r , 即每个复数 z 是某多 
项式 g (： c ) e QO ] 的根，必定也是某多项式 Mi ) e z [ x ] 的根，只要对 g ( j ：) 系数的分母进行 
通分. 

当然，毎个常规整数都是代数整数.为了区别常规整数和更一般的代数整数， z 中的元索可以 

称为有理整数. 

系 3. 44如果有*数 2 是代教整数，必在 Z 中. 更精磽地说，如果 /( I ) e z [>]£ Q |>] 
是首一多項式，则/( I )的每个有理根是能整除常數項的整數. 

证明如果/(怎> =« 10 +< 113 ：+...+ 4!11 1，是首一的，則《 111 = 1，并可立刻应用定理 3 .43._ 
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例如，考虑 /(x) = x 3 +4x 2 —2x — leQU]. 由系 3. 34,该三次多项式是不可约的当且仅当 
它没有有理根.因为/〈幻是首一的， Z 中一1的因数只有士 1，所以可能的有理根只有士 1.而 
/U) = 2,/(—1> = 4 ， 因此1和一 1都不是根.于是 /(:c> 在 Q 中没有根，从而 /( ar ) 在 Q[x] 中是 
不可约的. 

这个系给出习题 1.15( 丨 ） 一个新的解法.如果 m 是整数而非完全平方数，則多项式: r 2 — m 没 
有整数根，从而 A 是无 理数. 其实读者现在可以把它推广到 n 次根： 如果 m 是一个非《次幂的整 
数， 则^'是无理数， 因为/ 一 m 的任一有理根必是整数. 


习题 


3. 28在 I 5 [ x ] 中求 P — I 一 2和 x 1 —7 *r + 6 的 gcd , 并把它表示为这两个多项式的线性 组合. 

提示：答案是 1 — 2. 

3. 29设 R 是*环.如果 fix) 6对>]的次败为证明 /( x > 在尺 中 Jft 多有 n 个根. 

提示：用 Frac ( K ). 

3. 30证明下面的伪码实现了欧几里得 算法. 该算法**了用来在 Ux ] 中求/<文）和 gU ) 的 gcd , 其中/(无）= 
x l + 1 «g(x) =* j* + j + 1 • 

Input * g 9 f 
Output < d 

c/ *=»/•, •= 客 

WHILEs 垆 ODO 
rem * * remaindered •$) 
h > = s 
s * = rem 
END WHILE 

3.31 证明欧儿里得引理的逆命 《• 设★是域是次败彡1的多项式.如果 /( x ) — M 整除两个多 
项式的积必整 除其中之一， 則 /(■*•> 是不可约的. 

3.32 设 /( ThgCr ) 泛对>],其中 K 是整环.如果 /( z ) 的苜项 系数是 K 中的单位，则由带余除法 • g ( j > 除 
以 fix 、 得商 q ( x ) 和余式 r ( x ). 证明 g ( x > 和 r ( x ) » 和 fix 、 唯一确定 • 

提示： 用 Frac (/?). 

3. 33设4是域， f ( x ) jg ( x ) 6 ▲[:] 互索若 h ( x ) 6 *W * 证明 fix ) I ACr ) 和 g ( x ) I h ( x ) 蓮涵 fix ' igix ) | 

提示： 见习理 1.19. 

3. 34 如果 A 是域且在*中1 + 1关0,还明 ％ /1^7'««_1),其中 A (_ r ) 是有理函数域. 

提示： 棋仿 V 5 ■是无理数的证明. 

3 - 35 ( I ) 设 R 是域，在中令/= 〆 ?•••/>；： ,«= 〆 /… 〆 ：• ，其中各个 p , 是 不同的 首一不可约多项式， 
且对一•切 0( 和整数 -- 样，允许出现零指数可以使得两个分解式有相闻的不可约因 式〉. 
证明 /I g 当且仅当对一切 

( il ) 用（唯一地）分解为不可约多项式的方法给出求两个多项式的 ged 和 lem 的类似于命 H 1.17 的 
公式. 

3 - 36如果 p 是素数 ，证明在 1,0] 中恰有+( 〆 一;>> 个首一不可约三次多 項式. （194 页给出了计算 


國 



中首一不可约 „ 次多项式的个数的公式 . > 

3. 37 ( I ) 设 /( x ) = ( x -〜>•••(■!： 一〜 >€«>]，其中4是域•证明 / U 〉 没 有重根 （即所有的都是々中 
不同的元索）当且仅当 gcd (/，/) = l , 其中 /( x > 是/的导数 • 

提示： 用习題 3. 24. 

(届〉证明 ：如果 pU ) 6 Q [ x ] 是不可约多项式，期 pCx ) 在 C 中无重根. 

提示： 系 3. 41. 

3. 38设 f = t imUH . 

(I ) 证明 

x"-l ** ( x - l )( x - f ) Cx - f 1 )—( x-f ^). 

又，如果 《 是奇数，则 

jr * + l * (1+1>(0：十 *>• 

提示： 用系 3.29. 

( II )对亍败 <2和6,证明 

a " — 6* ■» (a — 6 >(a — f 6 )(<i — — 

又，如果；!是奇数•則 

a m -hb m = (a-bb)(a + fb)(a-j- f *W - (a + f* b). 

提示： 如采 6关0， 令 

3.5 同态 

正如间态用来比较群 一样， 同态也可用来比较交換环. 

定义如果 A 和 I ?是（交捵 > 坏.« {环> 同态是《*數 /• A—R 满足 

( I ) /(I) = 1 I 

( ii ) 对一切 a ， a ’ 6 A./(a 4- a 7 ) = /( a ) + fia )' t 
( III ) 对一切 fl ， a ’€ A ./( a </) = /(“，/(“*) . 

构成双射的同态叫做 同构. 称交換环 A 和 K 是同构的，如果存在同构/| A — R ,记为 A ^ R . 

例 3. 45 ( I ) 设況是整环，记它的分式域为戸= Frac ( R ). 在定理 3. 13中，我们说 R 

是 f •'的 子环，但这并不正确， K 甚至不是 F 的子集.然而，我们的确找到 F •的一个子环 R ' 和 
R 十分相像，它就是= {[ a , l ] « a € 厂易知由 /( a ) = [ a , 1] 给出的函数/ ■ J ? — R ' 
是同构. 

( II ) 当把交换环 K 的一个元索“等同”于一个常数多项式的时候[在引理 3. 16(81) 的证明中 : h 
即把 r 等同于 （ r , 0,0,…）的时候，我们把 R 看成 RO ] 的子环 • 子集 〆 = Kr ,0,0, …）》 R > 是 
J ? Lr ] 的子环.易知由 /( r ) - ( r .0,0.-) 定义的函数 f > R -* tC 是同构 • 

( iii ) 如果 S 是交换环/?的子环，則包含映射是环同态，因为我们已经 强调了 J ? 的幺 
元1在 S 中.[见习晒 3. 4( Id ).] _ 

例 3. 46 ( I ) 复共 SE z = a + = a — i 6 是 C -» C 的同态，因为 了 = l . r-H w = s + TO , 

~Wj = sw. 

(» ) 这里是一个不是同构的环同态的例子.选取 m >2 ,定义 /< Z 一 1„为/(»«) = |>].注意 
/是满射（但不是单 射）. 

( Hi ) 上面的例子可以推广.如果 R 是交换环，记它的幺元为 e , 则由 X ( n ) = w 定义的函数 X : 



交换环 I 


101 


Z-R 是环同态.㊀ 

( IV )设及是交换环，•定义賦值同态〜：切>]-尺 为心 （/( WJs / u ) ，即如果 / Cr > = 
S r〆 ’ ，则 / Ca ) = S r lfl « . 读者可自行验证 e a 是环 同态. ■ 

环同态 /: A — /? 的某些性质来自/作为加法群 A 和/?之间的 同态. 例如，/( 0 ) = 0 ，/(一 a ) 
=一 /( a ) ，以及对一切 n 6 2 jf(na) = nfia ). 

引理 3. 47 如果 /:A —K 是环同态，則对一切 aGA, 

(i ) 对一切 n > O./U") *= /(a)" ? 

(li ) 如果 a 是单位，則 f ( a ) 也是单位，且 /( o ' 1 ) = fia ) x . 事实上，如果 a 是单位，則对 
一切 n ^ 1，/(<*-”）= /(a)"" \ 

(iii ) 如果/: A — R 是坏同态，則 

/a/(A)Xl；(K). 

其中 U(A) 是 A 的单 位群. 如果/是同构，則 

17(A) ^U(R). 

证明概要 （i >对/1>0用归纳法. 

( II ) 如果劝=1 ,则1 = f ( ab ) = fia ') f ( b ) . 后一个陈述来自对;用归纳法. 

(») 由 ( 1 ) 立得. 

命题 3.48 如果/?和 S 是交換坏，9:尺―是环 W 态，則存在由 

9、 r 0 + r 1 j + r2J 2 + mh-f(r 0 >+9 J (r 1 >j + 9(r 2 )x 2 + ." 

蛤出的环 态 V 5 •: J?[x] ― SO]. 

证明概要 S 然 9' 玷合理定义的，经简申 H •算坷以证明它是环同态. 

定义如果 — 是坏同态，則它的核是指 

ker/ = (a € A 瀵足 /(a) = 0} ， 

它的象是指 

存在 使得 r = /(a>>. 

注怠 • 如采忘掉它们的乘法，则环 A 和 K 是加法阿贝尔群，上面的定义和群论中的定 义-致 • 
设々是交换环， a€k, 和例 3.46( IV > —样，考虑賦值同态〜： AO ] 把 /( x ) 发送到 / U 〉. 现 
在6恒为满射，因为如果66走，则6 = e a (f) , 其中 /( x ) = x-a + 6. 根据定义， kere a 由满足 
g(a) = 0的那些多项式 g (: r ) 组成，即 kei ^。 由中一切以为根的多项式组成. 

群同态的核不只 是一个 子群，它还是正规 f 群〗即它对于所在群中的任一元素的共轭封闭.类 
似地，如果尺不是零环，則环同态的核几乎是一个子环 [ ker/ 不是子环，因为它从不包含 
1 : /(1> -1^0], 而且我们将看到，它乘以所在环中的任一元索是封闭的. 

定义交換环 尺的理 想是指的子集/满足 

(i ) 0 6 /； 

(|j ) 如果 則 + 


© 回颜如果 a e i ? 且 n 是正整数 . W mi 是乘法 ie 号《 •的 加法艉版，即 mi 是《个<*的和. 

㊁ 和子环的定义相比，这里只霱假定而取代如果/是理想且6 6 1 » /. 从而 = 

a + (- 1)6 e /. 


■ m 


m 





( iji ) 如果 reR , « raei - 

环尺 本身和只有一个元素 0 组成的子集（记为 {0}) 恒为交换环尺的 理想. 称理想1 K 为真 


例 3. 49如果6丨，6 2 ，…， 心在 i ? 中，則一切线性组合的集合 

I ~ { r x bi + r 2 6 2 + ••• + r H b n : r , 6尺，对一切 *•} 

中的 理想. 此时记/二…而,… ，并称 J 是由 心而 ，…也 生成的理想. 特别是如果则 
/ = ( b ) = { r 6 : r € 只） 

中的理想，（6> 由6的一切倍数组成，称为由6生成的主 理想. 注意尺和 <0} 恒为主 理想： 
中偶整数形成主理想（2> • ■ 


和 K 都不是零坏，則 ker / 是真理想. 

证明槪栗 ker / ■是 A 的加法 子群. 如果 “ 6 ker/，a 6九则 /( an ) = f ( a ) f ( u ) = fid ) • 0 = 0* 
因此 ker / 是理想.如果尺不是零环，則1关0,由于在/?中/(1〉》1关0,因此幺元 16 A 不在 ker / 
中，从而 ker / 是真理想.容易验证 im / 是的 子环. ■ 

例 3.51 ( I ) 如果交换环的理想 J 包含1,则对每个 r € 尺，/包含广=^1 ,从而 

其实如果/包含单 位“， 则/ =只，因为此时/包含 1. 

( II )由 （ I >,如果 K 是域，则尺中只有和 R 自身是理想 ：如果 /壽 {0} ,则 J 包含某个非 
零元素，而域中的每个非零元素都是单位. 

反之 • 假定 R 是非零交换环，且它的理想只有 {0} 和 R 自身.如果且 a 关0,则因主理 
想 （ a ) # <0} ,所以有 ( a ) = /? & 1 € /? = < fl ) • T 是存在使得即 a 在 R 中有逆，所 
以 R 是域. ■ 

命题 3 52 环同态 / :A — R 是单射当且仅当 ker /= <0}. 

证明槪要因为/是从加法群 A 到加法群 R 的同态，所以结论由群同态的相应结果而得. ■ 
系 3.53 如果 /* A — /? 是环同态，其中走是城而尺是非零坏，则/是单射. 

证明 A 中只有真理想{0>. ■ 

定理 3.54 如果 A 是城， «♦[>] 中的每 个攻想 /都是主 理想. 此外， 如果 J #{0} ，則存在首 
一多項式生成 

证明槪要如果 A 是域，则々[>]是定理 3.60 中欧几里得环的一个例子，我们将证明在欧几里 
_得环中每个理想都是主 理想. _ 

定义整环 R 称为主理想整环，如果 R 中的每个《想都是主理想•该名称常縮写为 P 1 D . 

例 3. 55 ( 丨 _) 整数环是 F » ID . 

(ii ) 由例 3.5 U II ), 每个域都是 PID . 

( Ni ) 如果*是域.則由定理 3.54, 多项式环是 ！> ID . 

( IV )除了 Z 和^ >]( 其中* 是域） 之外，还存在具有带余除法的环，这种环称为欧几里得坏， 
它们也是 PID , 我们将在下一节考虑这种环. ■ 

在任意交换环中，理想并不都是主理想. 

例 3. 56设 J ? = Z |>]是 Z 上一切多项式的交换环.易知一切带有偶常数项的多项式的集合 f 
是 ZO ] 中的 理想. 我们证明 f 不是主理想. 
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假设存在 dU ) e z |>] 使得 / = UU )) . 常数 2 6/， 从而有 fix ) 6 Z [ x ] 使得 2 = 
d ( x ) f ( x ). 因积的次数是因式次数的和，所以 0 = d e g (2>== d e gO /)+ deg (/). 由于次数非负，因此 
deg (^) = 0[即是非零常败].这里常数是整数， dU ) 可能是士】和士 2. 假设 c /(: r ) =士2 .因 
x 6 但右边的每个系数都是偶数，而左边 : r 

的系数是 1. 这个矛盾给出 AaO =士1.由例 3. 51( |), f = Z |>], 这又是矛盾.所以这样的 dCr > 
不存在，即理想丨不是主理想. ■ 

一®通常的定义一旦推广以后，某些在 Z 中成立的定理可以引人 HD 中.因子的概念巳经得到 
了推广. 

定义交換环 R 中的元素5称为元素 ci , 沒€ R 的最大公因子，即 gcd , 如果 
( I ) 占是 a 和卢的公因子； 

( ii ) 如果 y 是 a 和沒的任一公因子 ， W y U . 

当最大公因子存在的时候，它并不一定 唯一. 例如 • 如果 r 是/和 g 的最大公因子，易知对任 
一单位 “6及， w 也是*大公 因子. 特別是在 K = z 的情形，我们要求 gcd 是正数从而获得唯 一性. 
如果 = 其中々是域，则要求 gcd 是首一的以获得唯一性. 

注设尺是 PID , ir , 0 6 及，且 7 T 是不可约的 .7 T 和的 gcd 衣是; r 的因子，因此 ； r = &.? r 的 
不可约性使得8或 e 必須是单位.现在 cr = ^. 如果》 不是单位， We 是单位，从而 
a ^ Sp — nt l pi 

即； r | a . 由此可知，如果 ； rta ， fj 占是单位：即1是 > r 和 a 的 gcd . 

有一个整环的例子，其中有一对元索没有 gcd , 见习埋 3. 60. 

定理 3. 57设是 PID . 

( I ) 每对 a ,/9 G 尺都有 gcd 衣，它是 a 和/?的线性 组合： 

^ = <yo + rfit 

其中 a , re 尺. 

(ii >如果不可约元素 jr € 尺整除東积岵，則要么 IT | 要么 7 T |沒. 

证明 （ I >可以假定 a 和 P 至少一个非零（否则， gcd 是0,结论 a 然成 立）. 考虑一切线性 
组合的集合/: 

I = {(TO + Tp * <TtT ^ R )， 

现在 《» 和 /? 在 f 中（取 ( j = l , i *= 0 或者两者对 调）. 容易验证 f 是 R 中的理想，因只是 P 1 D , 存在 
在€ /使得/【 («• 我们断 言&是 a 和/?的 gcd . 

因 /=( 在），所以有某个户€ 使得《 ；即 d 是 a 的 因子. 同样，占是沒的«子，所以 
占是 a 和/?的公因子. 

因衣6 所以它是 a 和/?的线性 组合： 存在 i ? 使得 

d = aa + rp. 

最后，如果 y 是 a 和的任一公因子， Wl a = ^= yfi f * Pi d = ffa + rfi ~ y (. aa ， + * y 整除 

8 . 由此可知占是 gcd . 

< « > 如果 it 丨 tt ， 则结论已经 成立. 如果 ttU ， 则上面的注说 1 是冗和《 Wgcd , 于是存在元素 
汉，1"6尺使得1=这死+ »,由此 


■ 


P — onp + zap - 
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因; r U/?, 从而正如所要的有 Klfi . ■ 

例 3. 58如果 J, * /是交换环1?中的理想，我们现在证明 JfU 也是中的理想.因， 
所以有0€ /fl •/ •如果/门/，则因/,•/都是理想， 故 a-be I，a — be J ，从而 a — b €: 
IC \ J - 如果 a € JD 尺，則 m € /,m e J , 因此 m € Jfl 所以 J fU 是理想.稍作修 
mu 改，这一论证可以证 明只中 任一理想族的交也是尺中的理想. ■ 

定义 如果 / 和 g 是交 換环只 的元索 • 则元素 i? 满足/丨 m,g| m ， 称为 / 和 g 的公倍数. 
如果 / 和 g 在尺中不都为 0, « 定义它们 的最小公倍数 （縮写为 lcm) 为对每个公倍數 m 满足 c 丨 m 
的公倍数 c. 如果 / = 0 = 硿， 則定义它们的 1cm 为 0./ 和 g 的 1cm 常记为 [/,〆]• 

巧最小公倍数存在的时候，它未必 唯一. 例如，如果 c 是/和 g 的最小公倍数，则对任一单位 
也是/和 / T 的最小公倍数.特别是在 R=Z 的情形，我们要求 lcm 是正数以获得其唯一性. 
如果 = 其中々是域，则要求 IcmjE 首一的以获得唯 -性. 

习® 

3. 39 ( I ) 设 A — K 是同构，并设 hR - A 是它 的逆. 证明 M 是同构. 

( II )证明两个同态（网 构） 的复合也是同态（同构> • 

Oil ) 证明 A 会 J ? 在所有交换环的类上定义了一个等价关系. 

3. 40设是交换环，是一切函败 /• /?—尺连网点态运算的交换环. 

( I ) 证明构于由一切常数甬数组成的 fOO 的子坏. 

( II )设 / Cr > € /?[ x ] ,定义9, • R - i ? 为 rh -/( r > [由此是相应于 / Cr > 的多项式函数1 • 证明由 
9 (/ U )) - 9 , 定义的函数 f : RO ] 是环 网态. 

( li ) 证明： 如果 R 是无限域，則9是 单射. 

3.41 设 J 和 J 是交换环 K 中的非零理®. 证明： 如果 K 是 整环， 則 f 
3.42 设 I ?是交换环 • i £ 明 itl 

c * a 0 + a, x + + ••• + a m x m a 0 

定义的函败 c : /?[x] - R 是 同态. 用多项式的根描述 ker«. 

3.43 ( I ) 设 R 和 S 部是交换环 • PR - S 是环同态.如果 5 证明存在一个唯一的环同态心 R |>] — S , 

使得对一切 re 尺有#(>0 =« r ) ,以及尹 

(||>如果 i ? 是交换环， c € 证明由 /( x > h-/(：r + c ) 定义的函数 9>» KO ]— 是同构.更详细 
地说， 9 ( 2 SfX * ) = 2 ^ 

提示：证明简单但计奠较长. 

3.44 <|) 证明有 四个元索的域 f (见习题3.14> 和&不是同构的交换环. 

( H ) 证明恰有四个元*的任两个域是同构的. 

提示： 先证明1 + 1 = 0,然后证明非零元索在乘法下形成3阶循环群. 

3.45 ( | >证明每个元素 a 6 I ,都有次根（即存在€ I ,使得 a - ^ . 

(H >设々是包含 I ,并把它作为子域的域[例如， . 诬明对每个正整数 n , 由•给出 
_ 的函数9,4是环同态. 

3-46 如果是域，证明/?兰 Frac (/?> •更精确地说，是寒证明例 3. 4 5(丨）中的同态 /* 只 - F rac <|^ ( 也就是 
rh »[ r ， l ]) 是同构. 
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3.47 C I ) 如果 A 和 R 是整环 ，9* A — R 是环同构，证明 
是环同构 Frac ( A )-^ Frac ( R ). 

C ii ) 如果域 ♦包含 Z 的一个同构象作为子环，证明 A 必包含 Q 的一个同构象 • 

(N) 设 K 是整环， 炉： 々是单射环同态，其中* 是域. 证明存在唯一的环同态少 》 Frac(/0-^ 扩张 
9\ 即 <M 尺一沪 . 

3.48 设 R 是整环，它具有分式域 FracOO . 

( I ) 证明 Frac ( R [ x ]) ^ Fix ). 

(il ) 证明 Frac (/^[ x , X | t #, * * x .3) = FCx t * j ：| »••• * x .) (见 129 页）. 

3.49 ( I ) 如果尺和 S 是交换环，证明它们的直积 KXS 也是交换环，其中 RXS 中的加法和乘法由“坐标 

形态”的加法和乘法定义： 

(r ， s) + (〆，/> «= (r + 〆 •《 +/> ， ( 厂， * 〉 (〆，!’〉 》* Crr\ss ， ). 

(li > 如果讲 和》互索，证明作为环有 U sLxl ,. 

提示：见定理 2. 81. 

<|>如果 K 和 S 都是# 零环 • 证明 RXS 不是 整环. 

( IV ) 证明 RX 彳 0} 是 RXS 中的理想. 

( V ) 证明 RX 环同构于 /?• 但它不是 RXS 的 Y •环. 

3.50 (丨） 如 果尺和 S 都是非零交換坏 ，迪明 

U(R XS ) « U ( R ) X U ( S > ， • 

其中 l /( R > 是尺的吶位群. 

提示：证明 （ r , j > 是 RXS 的印•位当且仅当 r 是尺中的单位而 > 是 S 中的中位. 

( il > 用 < 丨 ） 重做习埋 2.65. 

(»> 用（丨）给出系 2.83 的另一个证明. 

3.51 设 F 是形如 

, -[-；：] 

的一切 2 X 2 实败矩阵的集合. 5 E 明 f •是域（运算是矩阵加法和矩阵乘 &>• 并证明存在间构史* F--C 
使得 dei ( A ) = 9(A) 9(A). 

提示： 定义 F - C 为 f ( A > = “ + 込. 

3. 52 如果々是域， [/， d 表示首一多项式 /( x ), g (> r >€ A |>] 的 Icrm , 证明 

[/ • 尽](/， 容卜 /«. 

提示： 见习题 1.26. 由定义， Icmfi 挎一的 • 

3.53 如果 K 是 PID , a , fc € 尺，证明它们的 lcm 存在. 

3. 54 ( 丨 > 如果々是域，证明形式幂级数环 ▲□>]] 是 PID . 

提示： 如果 f 是非零理想，选取阶最小的 f € I . 用习題 3. 27证明 /=(«■)• 

(8> iE 明奸0]]中的每个非零理想等于 （x > ,其中”彡 0. 

3. 55如果々 是域. SE 明 AOoO 中的理想 U , y ) 不是主理想（见129页> • 

3.56 对证明 L 中的每个理想都是主 理想. （如果 m 是合数， WI _ 不是 PII ), 因为它不是整环 •> 

3.6 欧几里得环 


回 


存在 z 和 aO ] u 是域）之外具有带余除法 的环. 我们特别举出一个这样的环的例子，它的商 
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和余式不唯 一• 下面从推广 Z 和共有的一个性质开始 • 

定义欧几里得环是指整坏 J ?， 它在 R 上置了*数 
9 > J ? — {0} -• N . 

使得 

( i ) 对一切且 /，g 尹 o ， a (/)< a (/«> ; 

( II )对一切/, g e i ? 且/关0 ,存在 k 满足 

g = gf + r , 

其中 r = 0 或 a ( r >< a (/). 该函數称为次数函数. 

注意.如果 R 有一个恒等于0的次数函数3,則条件 （_> 始终迫使 r =0, 取 g = l 表明此时 
R 是域 • 

例 3. 59 ( I ) 整败 Z 是欧儿里得环，次败函数 3( m ) =| m | . 在 Z 中有 

dirrn) = |»»i| = |m||»i| = d(m)d(n). 

(ii > 当*是域时，整环 * Dr ] 是欧几里得环.次败函数是通常的非零多项式的次数.在 *[>] 中 
有 


d (/ g ) = deg (/ g ) 

= deg(/) +deg(^) 

= d (/) + a ( g ). 

因在 Z 中 = 3( m ) a ( n ). 乘积次数的状况并没有被定义次数函数的公理所 确定. 如果次 
数函数3是可乘的，即如果 


3 (/<r) = a(/)a(g), 

则称 a 为 范数. 

( iii ) 商斯整数 ez [ i ] 形成欧几里得环，它的次数函数 
d(a + «) - a *+6* 

是 范败. 证明 Z [ i ] 是欧几里得环的一个原因是为了说明它是 PID , 从而它的元索可以唯一地分解 
为不可约元素的乘积•高斯运用这一事实 证明： 如果奇素败/>是两个平方败的和，比如/ > = + 
6 2 ,其中 a , 6是 A 然数，則〜6这对败是唯一的（见定理 3.66). 

为证明 a 是 SI 乘的次数函数.&先注意，如果 a = a + W , 则 

d ( a ) — aat 

其中5=^_扣是 0 的复共轭.丙为 

d(a — a pa p = a p a = aapfi = d ( a ) d (^) i 

所以对一切 a ,/3 e Z [ i ], a ( o /9) = d (. a ) d ( p ). 其实由系 1.31, 对于一切 Q [ i ] = { x +> i « x,y 6 Q ) 
也成立. 

现在我们证明 3 满足次数函数的第一个 性质. 如果沒 = c + WeZ [ i ] 且/?关0,则因为 3(#)=^ + 
d 2 是正整数，故 


1 < 3(/}), 

由此，如果 o , 沒€ Z [ i ] 且,則 

a(a) < diaidip) = d(a^). 


© 所以称为*斯整数是因为高斯默认了 Z [ i ] 和它的范数以用来研究双二次的残败. 
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再证明 a 也满足第二个 性质. 给定 a # ez [ i ] 且尹 # o , 把^/沒看作 c 中的一个 元素. 将分母有理化 
得 a/fi= ap/pp = afi/dCp) , 从而 

a/p= x + yi* 

其中 ■ r , y 6 Q . 记 : rsa + ujsft 十 v ， 其中 a ,6 6 Z 分别是 x ， y 的整数逼近，于是丨 k I， I v 
j . (如果: r 或: y 形如 m+j ,其中 m 是整数，则最近整数可在两个数中选一个 ： m + + 或 

x = (m + 1) — . 对*2：或>»形如 m — 也有同样的选择 .） 由此 

a = p(.a + 6i) + 声 m + v i〉. [152] 

注意 /K« + vi) € Z[i], 因为它等于 + • 最后，我们有 
d(p(u + V i)> = d(p)d(.u + v i) t 

从而如果 a («+ vi >< i , 则 a 是一个次数函数.这个条件是成立的，因为不等式 I 丨 vl < 

| ■给出 “ 2 < + < +，于是 3 (tt + “ i ) =« l + K *<- J - + Y = y < l . 所以 d ( fi(u + vi ))0( fi ), 

从而 Z [ i ] 是欧几里得环，它的次数函数是范败. 

我们现在证明商和余数可以不唯一（由于前面提到的选 择）. 例如，令《 = 3 + 5丨，沒=2,则 0 /卢 
= y + -| i , 几种选择是 



6 = 2, v -=| aE *= 3 ^=-|- 


在 Z [ i ] 中 3 + 5 i 除以2有四个商和余败，每个余数（例如，丨 + i > 的次数为2<4 = a (2) : 

3 + 5 i = 2( l +2 i ) + (l + i)i 
= 2( l +3 i ) + ( l - i )» 

= 2(2 + 2 i ) + (-l + i ), 

= 2(2 + 3 i ) + (- l - i ). ■ 

定理 3. 60 每个欧 几篁得 环都是 P 1 D . 

证明设 J 是 R 中的理想.如果7={0>,則/=(0)是主理想.所以我们玎以假定/爹 （0) .由 
最小整败公理，/中一切非零元索的次数的集合有霣小元素，比如 》. 选取丨满足 a ( rf ) = n . 显然 
(< i ) £ / . 因此只需证明反 包含. 如果 ae /， 则有 rei ? 使得 fl = g «/ + r ， 其中 r = 0或 a ( r ) < 

9( d ). HHr = a-qd e I . 因此的次数最小蕴涵 r = 0 •所以 a = 9£ / € (</> , 从而 f = < 必. ■ 

系 3. 61 高斯整教环 Z [ i ] 是主理想整坏. 

定理 3. 60的逆不 成立： 由下面的例子可知，存在不是欧几里得环的 PID . 

例 3. 62在代数数论中证明了环 

R = {a + 6 a ! G Z } 

是 PID , 其中 a = yd + /^9) [ J ? 是二次数域 Q ( / ^19) 中的代数整数环] .1949 年， 

T .& Moukin 通过证明/?不具备欧几里得环的某个不牵涉次数函数的性质证明了 K 不是欧几里得环 • 

■國 
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定义整环 K 中的元素《称为 万能旁因子， 如果 M 不是单位且对 每个 ： T 或者 ttlx , 或 

者存在单位 Z 6 R 使得 U I u + z ). 

命題 3.63 如果 R 是欧几里得环但不是城，則尺有万能旁因子 • 

证明定义 

S = 0< t ;) : X ； # 0且 v 不是单位}， 

其中 a 是 i ? 上的次数函数. W 假设不是域，所以 s 是自然数的非空子集.根据最小整数公理 ， s 
有最小元素，比如 au ). 我们断言《是一个万能旁因子.如果 xe /?， 則有元索 r 使得 t = 讲 
+ r ， 其中 r =0 或 a ( r )< a (« i >. 如果 r = 0, 则《 | i ;如果 r ^ O , 则 r 必是单位，否则便与 
是 S 中的最小数矛盾.由此证明了《是一个万能旁因子. _ 

Motzkin 证明环 { a-f 6 a * a ,6 G Z 丨(其中《 = |(1+ )) 没有万能旁因子，由此推出这 

个 PID 不是欧几里得环.详细内容读者可参考 K . & Williams 的 “Note on Non-euclidean Principal 
Ideal DomianSf ** Math. Mag. 48 (1975)，176 〜 177 页. ■ 

高斯整数中的单位是什么？ 

命题 3.64 ( | ) 设尺是 欧几里得环，但尺不是城.如果次教函教3是范數，则 a 是单位当且 

仅当 3( a ) = 1 . 

( ii ) 设尺是欧几里得环，仨 R 不是域.如果次教函數 d 是范數且 au > = p , 其中是素數， 
則 a 不可约 • 

( Ml ) 高斯整教环 Z [ i ] 中的单位只有士 1和士 i . 

证明（丨 ） W I 2 =1 ,故有 3(1)2 =9<1) . 从而9(1〉=0或 a ( l > = 1. 如果3(1) = 0 ,则对 
所有 i ?,3( a ) =3(1«) =3( l ) a ( a ) =0. 但/?不是域. W 此3不恒为枣.由此可知3(1> = 1. 

如果 0 €尺是单位，则存在卢€ R 使得#= 1 •所以 a (<») a (/ j ) = 1•因 a 的值是非负整数，从 
而 3( a ) = 1 . 

关于逆命題，我们先证明 i ? 中没有 a (识= 0的元索 pe /?. 如果存在这样的元素，则带余除法 
给出1 = g /?+ r , 其中 g , rei ? 且/ * = 0 或 a ( r )< a ( 於 ）= 0, 不等式不可能出现，所以 r =0， 即 
/?是单位.但我们已经证明，如果沒是单位，則3(炉=1，这与3(炉=0矛盾. 

现在假定 a ( a > = 1 . 带余除法给出 g，r e 使得 

a = qc? + r * 

其中 r = 0 或 a ( r )< a ( a 2 ). 因为 a ( a 2 > = a ( fl ) 2 = 1 , W 而或者 r =0 或者 a ( r > =0. 但我们已经 
知道 3( r ) = 0 不可能出现，从而 r = 0 ，<r =收 2 • 由此1 =和，从而 a 是单位. 

(ii ) 相反，如果 a = ,其中/?, y 都不是单位，則/ > = 3 U >= a ( 炉 a ( y ). 因/>是素数，所以 

d ( fi ) = 1或 a ( y ) = 1.由 （i >,沒和 y 中有一个是单位，即 a 是不可约的. 

( III ) 如果 = + Z [ i ] 是单位，則1 = d ( a ) =a z +b 2 ,该式成立当且仅当 a 2 = 1且 
办 2 = 0 ， 或 a 2 = 0且6 2 = 1 ， 即 a = 土 1 或 a =士 i • ■ 

如果72是奇数，则 w 三 lmod 4 或 fis 3 mod 4 ，由此奇索数分成两类 • 例如，5，13,17对 mod 4 与 
1同余，而3,7，11对 mod 4 与3 同余. 

引理 3.65 如果 p 是素数且/> = lmod 4 ,則存在整教 m 使得 
m 2 =— lmodp . 


证明令非零元素的乘法群，則 IGhp - lsOnKxk ，即4是 |G 丨的因数.由 
命题 2. 78, G 包含一个4阶子群&根据习题 2.36, S 或者是循环群，或者对一切 S 有 a 2 = 1 . 然而， 
因为 I p 是域，它不可能包含二次多项式: r 2 -】 的四个根，所以 S 是循环群 ©, 比如 S=<[m]>, 其中 
[m] 是 mmodp 的同余类.因[»0的阶为4，所以有 [m 4 ] = [1]. 此外， [»w 2 ] # [1] (否则 [m] 的阶 
<2<4) . 因为 [一 1] 是 S 中唯一的2阶元素，从而 [m 2 ] = [_l]. 所以 m 2 = _]inodp. ■ 

定理 3.66 (费马 ® 二平方和定理 } 奇素數是两平方教的和， 

p = a 2 +1^ , 

当且仅当/ ■安 lmod 4 ，其中 a 和是整教. 

证明假定/ > = a 2 +* 2 . 因是奇数.所以 a 和6的奇偶性不同，比如 a 是偶数，6是奇数. 
从而 fl = 2 m ，6=2 n + l ， 且 

p = a z +b z = Am 2 + 4” 2 + 4” + 1 s lmod4. 

反之，假定/ >= lmod 4. 由引理，存在整数 m 使得 
/> I ( m 2 + 1). 

在 Z [ i ] 中有因式分解 m 2 + 1 = (m + i>(»i — i ) ， 从而 

在 Z [ i ] 中有 p I (m + i)(m — i ). 

如果在 Z [ i ] 中沪丨 ( m ± i ), 则存在整数“和^使得 m ± i=/»(u + iv )_ 比较虚 部得內 =1 , 从而 
产生 矛盾. 由此可知 P 不满足类似定理 3.57 中的欧几里彳3引理（间忆 Z [ i ] 是 P 1 D >, 从而根据习题 
3. 62, p 不是 Z [ i ] 中的不可约元索. W 此在 Z [ i ] 中有因式分解 

P = ap , 

其中^，^ +沾和尹^^+^都+是单位. 丙此， 取范数得 Z 中的 等式： 
p 2 = d(p) 

= 9(. ap) 

= dla ) d ( p ) 

=(« 2 + 6 2 )< c 2 + rf z ). 

由命题 3.64. Z [ i ] 中的单位只有 ±1 和士 i , 因此任一不是单位的非零高斯整数有 nor m > 1. T & 
a 2 + b 2 ^\. c 2 + d 2 ^\. 现在欧儿里得引理给出/>| (<» 2 +6 2 > 或/>1 (3+</ 2 )，算术基本定理给出 
所要证明的结果/ >- a 2 +6 *(*p = f 2 +</ 2 >. ■ 

我们要确定 Z [ i ] 中所有不可约元索，但先证明一个引理 • 

引理3_67如果 a 6 Z [ i ] 是不可 约的. 则存在嘈一的素教 p 使得在 Z [ i ] 中 0 | p . 

证明注意，如果 Z [ i ], 则5 6 Z [ i ]. 因3( 0 ) = o 5, 所以有 ol 3 (, a ). 现在 3( a ) = 
Pi-Pn • 其中 A . 是素数 • 因 Z [ i ] 是 P 1 D , 所以由习埋 3. 62,有某个 i 使得 a | />,•(因为《!是不可约 
的）.如果对某个素数<?关/>,有 a | 9 ，則 ol < 9 , Pi > = 1，这迫使《必须是 单位. 这个矛盾表明 A 
是唯一可以被 a 整除的索数. ■ 

命題 3. 68设 o = a + « 6 Z [ i ] 不是0,也不是莩位，«<»是不可约的当且仅当 
( i ) o 是形如；> = 4 m + 3 的素数 户在 Z 中的相伴数 i 或 
( ii ) a 是 1 + i 或它的共轭 l—i 的相伴教；或 

© 定理 3.30 说 G 是循环群.因为*环》的每个子群籩微环屏.所以 Sft » 环群，我们这里没有用这个 定理. 这里给 
出的证明是更为初等的. 

© 费马第一个昧述了* 定理， 但第一个发表 it 明的是欧拉.«斯证明只有.对 自然数 a , bm 延 />= a l +bK 


國 


( 1 ) d ( o ) = a 2 + b 2 是 Z 中形如 4 m+l 的 素數. 

证明由引理 3. 67,在 Z [ i ] 中存在唯一的索数/>被<!整除. S a | p , 在 Z 中有 3( a > I 3(/0 = 
P l t 从而 d ( a ) = p 或 3(0：)= 〆 ； 即 

a 2 +6^ = p 或 a 2 + fr 2 = /> 2 . 

考察 p m od 4, 可以看到有三种可能性（因为/ >=0 mod 4 是不可能 的）. 

( I ) / -=3mod4. 

此时，由定理 3. 66 (容易推出的一个方向），不可能有 i + i 2 =/>,从而3( 0 ) saS + fr 2 = 〆 • 
现在 P 被 a 整除，所以存在尹使得岵=/>,因此9(<2)8 (诈 =3(/>>_因/ >€ Z , 因而有 3< p ) = 〆 ，从 
而= A 2 ， 于是 9( fl ) = 1， 由命题 3.64( i ), 沒是单位，从而 p 在 Z [ i ] 中不可约. 

( II ) ^ = 2mod4 . 

此时/ > = 2,从而 d + ft 1 =2或 d + fc 2 =4. 后一种情况不可能出现（因为 a 和6是整数），第 
—种情况给出 a = 1 士 i , 读者需验证丨 + i 和 l — i 亊实上都是不可约 元索. 

(HI ) ^ = lmod4. 

如果 3(a) 是一个素数 p (满足/ »=lmod4 >,则由命題 3. 64 ( II ), o 是不可 约的. 反之，假定 
是不可约的.因 a(«»> = p 或 a(«> 一/> 2 ,所以只需排除后一种 情形.因 a |/>, 对某个兵 ez[i] 有 
P = afi . 因此和情形（丨）一样， 3( a ) = 〆 蕴涵/?是 单位. 现在必二 〆 = ( afi ) 2 , 从而5=<«浐， 
但由命题 3.64( iii), 尹 2 =±1 ,这与 5 #± a 矛盾. 所以 a(o> - p . _ 

例如， 3 是第一类 5a 的不可约元索 ■ 2 + i 是第类坻的不可约元素.我们应该记住在索数 
和不可约高斯整数之间有着有趣的联系，应该知道高斯单位是十分有价值的概念，以及范数在 
证明中是-个有用的工具.高斯整数环是代数整数环的一个例子，以上注释对于代数整数环也 
成立. 

习« 

定义： 设 * 是城. *0] 中 a , ( X ), «!,<■!■>, ..., a ,( x > 的公因式是指多項式 f (； r > e *[>] ,对一切 i 满足 c (; r >| 
a f ( a )- 最大公因式是《次数*高的賁一公 B 式，记为 f (_ r >=-< a , • a x ，… * a a ). 

3. 57 设*是域，并设 < a , U >,«,(;«:>•••• 是 Cr ] 中绝定的多项式. 

( I ) 证明这些多项式的最大公因式 c / Cr > 形如 2(( x ) a < ( x > ,其中对1 <« < K,(d €★!>]• 

提示 ： Vi 3. 49. 

_ ( M ) 证明对 a t U ) 的每个首一公因式 fCr > 有 r ( x ) | </( x ). 

3.58 ( i ) 证明互索，但 1 不是它们的线性组合[即不存在 *(: roO 以(1,0 € Cr , y 〕 使得1 = 

xs(x ， 3») + yr<x*y)]. 

提示： 用次数推导. 

( M ) 证明2和 X 在 Z '[ x ] 中互索，但1不是它们的线性 组合； 即不存在 〆 x ), fU ) € Z [ X ] 使得1 = 
2 s ( x ) + xtix ). 

3. 59 一个学生宜称 j : 一 1不是不可约的，因为 x — 1 = 是一个因式分解. 

说明他的方法错在哪里. 

提示： 证明 V 7+1 不是多 项式. 

3.60 证明存在这样的整环，它包含一对没有 gcd 的元素.（见147页的定义 .> 

提示： 设是是域，并设 K 是矸 x ] 中由一切没有线性项的多项式组成的子环，即 /( x )€ 及当且仅当 
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/( x ) = S © + SjX * + SjX 3 - f - •••. 

证明 x 5 和/在 /? 中没有 gcd . 

3. 61 证明 /? = ZUT \ = {a + b^t a,be Z ) 是带有 + = U * - 26 1 I 的欧几里得环. 

3.62 如果 J ? 是欧几里得环且 jt € R 不可约，证明 r |崤籩涵沈 U 或； r 丨卜 

3. 63设3是欧几里得环 R 的次数函数.如果 m,ne N 且证明 W 也是 R 上的次数函数，其中对一切 
x € R * 

8 # ( x ) = md ( x ) + n . 

由此可知，一个欧几里得环可以没有次败为0或次数为1的元索. 

3. 64设 R 是带有次败函数 a 的欧几里得环. 

( I ) 证明对一切非零 a € l ?, aa ) < 3( a ). 

( li ) 证明非零 “e K 是单位当且仅当 a ( u > = a ( i >. 

提示： 把多项式这种特殊情形的证明加以推广. 

3.65 设尺是 欧儿里得环，并傾定不是零也不是单位.证明对每个 
檯示： 存在 9 ,r €尺使得 f =成 +1 + r . 

3. 66如果 p 是素数 R />三 3 mod 4 ，证明同余式 o * = 2 modp 或 s — 2 modp 有解. 

提示： 证明 I；： 这 〈一 其中 H 是阶为奇败 m 的群 • 比如 L , W 为 

I * XI . - U ({- DXH ) , 

所以 2 或一 2 在 H 中. 最后用习題 2. 54. 

3.7 线性代数 

暂且中断环论的讲解转而讨论线性代数，它是进一步研究交换环的必要工具. 

3.7.1 向置空间 


线性代数研究向 fl 空间及其同态以及它在线性方程组中的 应用. 从现在起，假定大多数读者 
已经学过有关矩阵的一些课程，也许其元索只限于实的或复的.这些课程往往注重于计算，如商 
斯消元法、求逆、行列式、特征向最和矩阵的特征多项式，线性代数的这些内容固然重要，但 
不是本书的重点，本书将讨论向最空闽（标置在任意 域上） 史理论化的性质以及线性变换（向 
屋空闾之间的同态）. 

维数是一个十分微妙的 槪念. 平面上的一条曲线是一个连续函数 /«R — R 2 的象，它是二维环 
绕空间中的•维子集 .19 世纪末当一条“充满空间的曲线”被发现的时候，混乱可以 想见： 竞存在 
一个连续函数 /|R — R 2 其象充满平面！我们将在类似于欧儿里得空间的向 fi 空间 中,. 描述定义维 
数的一种方法（有定义更一般空间维数的拓扑方法） • 

定义设 A 是城， 則 4 上的向置空间 是一个 fc 置了 标量 乘法的（加法〉尔群 V, 就是说， 
有一个 & 数 ♦ X VV ，记为 （ o ， t>) h*OT< ，它使得对一切 a ， 6，l 6 * 和 u,v € V ，有 
(i ) a(« + v) — aw + avj 
(li) (a-\- b)u — av bvi 
(lil ) (ab)v ~ a(bv) \ 

(IV) lv = v. 


國 
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称 v 的元素为向量，々的元素为标量 ㊀ . 

例 3.69 ( i ) 欧几里得空间 v = R ” 是 R 上的向量空间，向最是 n 元组 （ ai ，…，其中对 

一切《 6R . 可以把向董 uia 成从原点到坐标为 （4 ，… fl »> 的点的箭头.加法由 
(a t ，“.，<!•> + (& * — .6,,) = (aj ，•••，<!” + b n ) 

给出，几何上两向童的和由平行四边形法則描述 • 

标 a 乘法由 

av = a ( aj ，… » a „) — Caai ，… »< aa „) 

_ 给出. 

标最乘法是把 u “伸长”丨 a I 倍，当为负时，则改变为反方向（伸长加引号是因为当 
时 ， av 比 v 短）. 

( ij ) ( i ) 中的例子可以推广.如果▲是任一域，則定义,即一切》元组 v =(〜，•••， 
a n ) 的集合，其中对一切“七€灸.加法由 

(a t •… ， a,) + (6! = (aj +6j ， … ， a 釋 + 

给出，标 M 乘法由 

av = a (<>] *••• $ a m ) = ( aa }« toa „) 

给出. 

( iii ) 如果 R 是交换环而々是构成域的子环，则是 ★ 上的向 1 空间. 把的元索看作 向量. 
把是的元索*作标 a , 则对和及定义标*乘法为该两个元索在尺中 的积. 注意向撤空 
间定义中的公理只是交换环中成立的部分公理的特殊 悄形. 

例如，如果々是域，则多项式环尺 = ▲(>] 是♦上 的向童 空间.向撤是多项式 /( or ) ，标置是元 
*ae k , 标讀乘法给出多项式 a /( x > »即如果 

fix ) — b m x m + …+60 + 6 ©， 

则 

af ( x ) = ab ^ j ：" - f - •- ab\x + ab Q . 

特别地，如果域 A 是一个史大域 E 的 子域. WE 是 A 上的向量空间. _ 

向最空间 V 的子空闽是指 V 的一个子集，它在 V 中的加法和标嫌乘法下构成向置空间. 

定义如果 V 是域 A 上 的向量 空间， 《 V 的子空间是 V 的子集 L ； 满足 

( I > 061 /» 

( I > u,u 6 U 蕴涵《 + «’ 6 ， 

( III ) 1 < 6 ^/和<*€ 走蘊滿 

例 3. 70 (丨）极端情形 U = V 和其中 <0} 表示只由零向董组成的子集）恒为向董空 

Q 60] 间的子空间.称子空间且1/关 V 为 V 的真子空间，可以用 17 CV 来记1/是 V 的真子空间. 
( H ) 如果是 R " 中的非零向量，則过原点的直线 
i = {av * a t R } 

是 R ” 的子空间. 

类似地 • 过原点的平面由形如即|+知 2 的一切向童所构成，其中 q ， 巧是 一对不共线的固定向 


© vector (向霣> 一词来自意为 14 携带”的拉 丁闻， 在欧几里得空间. vector 携带了长度和方向的败据 .Scalar (标 最〉 
同 fi 出于把 vh-ov 看作尺度的改变， scak 和 scalar 籌来自意为“樺子”的拉丁词，因为梯子的横«是均匀排列的. 



M . 并且遍历 R. 容易验证这种过原点的平面是 R" 的子空间. 

(ill ) 如果且把 R" 看作 R- 中所有最后 n—m 个坐标都是0的向量的集合，则 R" 是; R" 的 
子 空间. 例如，可以把平面 R 2 看作 R 3 中的一切点 （:r, y, 0). 

(IV)如果4是域，则4上》»个未知 ft 、 m 个方程的齐次线性方程坦是方程组 

<«11工1 + **• = 0 

«21-ri + …= 0 
a m}il H - i-a mm x K = 0, 

其中 ％ 6 该方程组的解是向最 （ C| ,•••,<：■) e p ,其中对一切），$>〆,■ = o » 如果有某个 

Ci 7^0 , 则称解 （q, …， £：■> 是非平凡的.一切解的集合形成的子空间，称为该方程组的解空间 
(或零空 间）. 

特別地，可以解 Ip 上的线性方程组，其中/>是 索数. 也就是说可以像对待常规方程组那样对待 
modp 的间余方程组. 

例如， M 余方程组 

3 x - 2 y + x = lmod 7 
x y — 2 z ^ 0 mod 7 
x 十 + 2 三 4 mod 7 

可以枒作域 I 7 上的方 程组. 中肀就能够解 出》方 程组，因为 mod 7 的逆是 
[1]«[6][6] = [1] •解为 

(jr,y,z) = ([5]，[4]，[1]). _ 

定义你向量空间 V中的一纽有序向量的集合 W| ，…，％为V中的一张表. 

史准确地说，对于11>丨，有确数 

V> U , 2, - V, 

其中对-‘切/， = •. 于是， X=im?>. 注意 X 在下面的意义下是有 序的： 第一个 向馕为 ％,第 
二个向*为巧.等等.一个向*可以在表中出现数次，即9>不必是 单射. _ 

定义设 V是城♦上的甸量空间，V ■中表的一个》-线性组合是形如 
v = aj V| + ••• 4- d n v H 

的向量 v ， 其中对一切…€是. 

定义如果 X = V| ，•••，％是向量空网V t 的表， W 巧 ，•••，!；„ 的一切是-线性组合构成的集合 
<vi ，… ，v w > 

称为 AT 张成的子空间，也称 V| ，•••，!；„张成 〈t；i *••• tv m > . 

引理 3. 71设V是域 A 上的向量空间. 

< I ) V的子空间的交是子空间. 

(ii >如果 X = 巧 ，…， ％是V中的表，則V的包含X的一切子空间的交是 Vl ，…， ％张成的子 
空间〈V〗 ，… v w > ，因此〈V】，…， v„> 是V的包含X的最小子空间. 

证明概要 （ j 〉的结论是自 然的. 设X = {vi * 记 《S 为V的包含X的一切子空间的 

族，则 
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Q s = <w , ，…， v M >. 

因为 < w ， … ，叫> e 5, 所以包含关系 e 是显然的•关于反包含，注意到如果 se 5, 则 s 包含 
*>1，…， f m ， 因此它包含 TV 的一切线性组合的集合，即 〈q ，…， !>«!>. ■ 

由引理的第二部分可知，表%,•••,!；„张成的子空间并不依赖于向量的序，而只依赖于向 
量集 本身. 为使代数术语一致起见，可称 <”，…，为 X 生成的子空间，之所以产生不同的术语 
是因为群论、环论和向量空间的理论都是各自独立发展起来的. 

如果 X =0, 则 < X >= n Se < sS , 其中 *5 是 V 的包含 X 的一切子空间的族.因为每个子空间都包 
含 X = 0， 而{0> 本身也是子空间，也出现在 V 的--切子空间的交之中，由此，<0〉 =flscvS = 
{ 0 }. 

例 3.72 ( I )设 现在 这是因为如果 v =( a,M e 

V ,则 

v = ( a ，0) + (0,6) 

= a ( l . O )+6(0.1) 

Hill = ae t +be 2 6 («i <«2>. 

<11 > 如果*是域且 v = r , 定义*,为第 i 个坐标为丨，其余为0的" 元组. 读者只需对 （ | 〉 
的论证略加修改，即可证明 q ，… ，~张成是' 

Ciii ) 向 量空间 V 并不一定由有限表所 张成. 例如 ， V = 4|>], 并龈定 … 

是 V 中的有限表.令 d 是一切 AU ) 的 fi 离次败，则/ 〆 ：!•>,•••,/««(；!：>的毎个（非零)，线性组合 
的次数最多是汄由此， • r * + l 不是 X 中向*的*-线性组合，从而 X 不能张成; fe [ x ]. _ 

即使还没有定义蛾數， F 面的定义仍是有意义的. 

定义由有限表张成的向量空间 V 称为是有限维的，否到称 V 为无限维的. 

例 3.72( H >表明 P 是有限维的，而该例的第 （ H > 部分表明 A [ x ] 是无限 维的. 由例 3. 69 
( ill ), R 和 C 都是 Q 上的向量空间，它们都是无限维的. 

记号如果 •…， 是表， 則记 V !，…， il ,.，...，％ 为《1 汾 K , 后 ifi 短的表. 

命题 3. 73如果 V 是向量空间，《对于张成 V 的表 X =巧， ••.，!；《« ,下列条件 等价： 

( I ) X 不是最短的张成表, 

( II ) 有某个 K 在其他向量张成的子空间中 s 即 

Vi 6 <Vl 

( II )存在不全为零的标量 …， a|II 使得 

^a ( v ( = 0 . 

证明概要 （ i )=>(«). 如果 x 不是最短张成 v 的表，則可在 X 中剿除一个向鼉，而缩短的 
表仍张成兄 

(I )=>( iij ) ■ 如果 A = ^cjvj ,則定义 a ; =- 1 # 0 且对一切 j 关《•，令 aj= Cj . 

(_ i )=!>( n . 给出的等式蕴涵向量之一（比如 q ) 是其他向置的线性组合.于是， 删除％ 后缩 
短的表仍然张成 X :如果 t »6 V 是 所有力 （包括 t ；,.) 的线性组合，只要在表达式中把 I /,替换为其他 
_巧的线性组合然后合并同类项即可. ■ 


定义称向量空间中的表 X = Wl ，…， 〜线性相关，如果存在不全为零的标量 ai ，…, 使得 
= 0 ,否則称 ； f 线性无关. 

空集0定义为线性无关（可以把它当作长度为0的表). 

例 3. 74 ( I ) 包含零向置的任一表 X = Vl ，…， 线性相关. 

( fi ) 长度为1的表 tM 线性相关当且仅当 h =0;因此，长度为1的表 tm 线性无关当且仅当 

Wl 0. 

dfi ) 表^ , w 2 线性相关当且仅当其中一个向 M 是另一的标量倍. 

( IV )如果表 a ••••,〜 中有重复（即对某个有 w , = & ), 則 ％ 线性 相关： 定义 
C ,- = 1.^ =一1, 其他一切 f =0. 所以，如果 〜，••_, 线性无关，则所有向量都是不同的. ■ 

命题 3. 73的对应命题值得一提. 

系 3.75 如果 X = ，… ，》„是张成向董空间 V 的表，則 X 是张成 V 的最短的表当且仅当 X 

线性无关. 

和线性相关不同，线性无关是间接定 义的. 由于线性无关的重要性，再给出其直接定义.称表 
太二〜广〜〜线性无关，如果4-线性组合 XV = 0蘊涵每个 <2,.= 0. 由此，线性无关表的每个 
子表线性无关（这是规定0是线性无关的 一个理 由>. 

现在要讨论一百探索的概念. 

定义向黃空 W V 的甚是栺张成 V 的线性无关表 • 

由此，基是张成向鼇空间的最 短表. 由例3.74(以>,线性无关表 1 / | ,〜， ％ 中的所有向 ft 当然 
是各不相同的. 

例 3. 76在例 3.72( H >中可以看到 X = 〜张成 《• ，其中~是第 i 个坐标为1,其他为0 

的 n 元组.容易证明 X 线性无关 W 而是基.这个基称为的标准基. ■ 

命题 3.77 设 X = i /| ,•••,%是域 A 上的甸量空间 V ■中的表，《 X 是基当且仅当 V 中的每个向 
量都能唯一地表示为 X 中向量的 A - 蜣性组合. _ 

证明概要如果向 ft w = S a,Ui = S bjV, ，則 U ( a f — b ,) v , — 0. 由无关性，对一切 i 有 
a , = bf , 即表示法唯 --• 

反之，表示法的存在性说明表 X 张成 V . 此外，如果 0= Sc < Wi , 且非一切 < r ,.=0, 則向釐0 
表示为％的线性组合不唯 ■ 

定义如果 X = q ，…， 是向量空间 V 的 | • v € V ■ W 存在味一的标责 〜，…， a „ 使得 v = 

Sa.Wi • 称 n 元组 ( a ,,-. a ,) 为向量 V 关于基 X 的坐 标集. 

如果 ，… ， t »„ 是 V =紗的标准基.则关于这个基的坐标集就是通常的坐标集. 

如果是域4上的向量空间 V 的基，则每个向* V 都有唯一的表达式 

V = aiVi + <1 2 v 2 + ••• + <^m^n * 

其中对一切 《_，〜€«• 因为有第 -- 个向 ， 第二个向量 T ； 2 , 等等，所以线性组合中的系数唯 
一地确定了一个》元组 （ ai , a 2 ••••，〜）. 要是基仅仅是 V 的子集而不是表（即有序子 集）， 则每个向 
量会有个坐标集. 

下面准备定义向量空间 V 的维教为基中向量的个数，这时立即带来两个问題. 



< i ) 每个向量空间是否都有基？ 

( n ) 向童空间的每个基的元素个数是否都相同？ 

第一个问睡容易回答，而第二个问埋需要一点思考. 

定理 3.78 每个有限维向量空间 V 都有基. 

证明概要因 V 是有限维的，存在张成 V 的有限表 X . 如果 X 线性无关，它就是一个基；否 
则，由命题 3. 73, A •可以缩短为张成 V 的子表; f ' 如果； T 线性无关，它就是基,否则， X '又可以 
缩短为张成 V 的子 表； T . 最终得到张成 V 的最短子表，它必线性无关，因此它是基. ■ 

张成和线性无关的定义可以扩张到向量空间中的无限表上，从而可以证明无限维向量空间也有 
基（见定理 6.48) • 例如，可以导出上的基是丨， ax 1 , 

现证明维数的不变性，它是向量空间最重要的结果之 

引 S 3. 79设 “| ，•••《„是向量空间 V 的元索，并设11丨，…， i/jh € ， …， 《<,> •如果 m >，則 

口65| 1/丨，…，是钱性相关表. 

证明对用归纳法证明. 

基 础步. 如果 "=1 . 则至少有两个向 fl wi ， v 2 满足 Vi = a t ui , i » 2 = a 2 u ,. 如果 = 0 ，则 
t<i = 0 , 从而诸 v 组成的表线性相关.假设 Ul #0, 可以«定否则结论巳经成立，由此 q 
7*0. 因此由 —awrkl — 0可知 W 和 K 2 线性相关，因此大表》；1，…，线性相关. 

归纳步.对 i _ = l .-. m . 有等式 

».• = «. 1»1 + •••+<»*•«*«• 

可捆定某个叫关0.否则 Vl ，… ，\6 <« 2 ,,由归纳假设可得结论.如有必要改变记号（即 
对诸 v 重新排序），坷假定 a „ 乒0.对毎个^彡？，定义 

v\ = Vi — a,, aj' t», 6 < 吟 ，•••，》»> 

(把 〆 表示为诸 u 的线性组合后 . u , 的系数是= 0) . W m - 1 > n - 1 , 由归纳假 
设存在不全为 0 的标 *&,••• 使得 

6 2 t / 2 + …+ 6 爾 t /- - 0. 

用 < 的定义1写上而的等式： 

(一 2 ft i a * i a n ) v i + b zVz + "' + b m v m = 0. 

其屮系数不全为0,因此线性相关. _ 

下面熟知的事实说明线性代数和线性方程组之间的密切关系. 

系 3.80 城4上的一个齐次线性 方租组 ，如果其来知教的个数多于方程的个教，«必有非平凡解. 
证明 n 元组 （ ft, …, ft >是方程组 

«ii^i + ••• +01〆，= 0 
+ …= 0 

的解，如果对一切 “叫角十 … =0. 换句话说，如果 / nXnS 数矩阵 A = [ a ,； f ] 的列为 Cl ，…， 

c„,m 

+ … +^ C „ = 0 . 

注意 c ; € ft " ,现在^■可由 m 个向童张成（例如标准 基）. 因为由假设 ， ;《> n ,据引理 3. 79,表 
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线性 相关. 于是存在不全为零的标置 y,, …， y„ 使得 y lCl + … + y» ClI = o, 丙此 （ yi ，…， 

是方程组的一个非平凡解. ■ _ 

定理 3.81 (维数的不变性1 如果 X = & j ，和 y = yi ，… ，: y„ * 是向量空间V的基，則 


证明如果 nr 关 n , 则要么 n < m 要么 m < n • 在第•一种情形中，因 X 张成 V , 所以力 ，…， 
e < x ,,-, x ,,> ,根据引理 3. 79, y 线性相关，于是产生矛盾.如果 m < n , 同样引出矛盾•因 
此必有 m = n . _ 

现在可作7列定义 • 

定义如果 V 是城 4 上的有限维向量空间，則它的 维数是 V 的基中所含元素的个数.记为 
ditn *( V ) 或 dim ( V ). 

例 3.82 ( I ) 例3.76表明《"是》1维的，当 4 = R 时，这与我们的直觉一致.于是，平面 

RXR 是二维的！ 

( II ) 如果 V »{0}, 则由于没有元索在它的基0之中.因此 dim ( V )=0. (这是定义0线性 
无关的好理由 .> 

( ill ) 设 X - U ,.-,*»} 是有 限集. 定义 

函数 /■ X -*}. 

如果定义加法/+/为 

/+/ ' xh */( x )+/( x ), 

并对 a e * 和 /| X — A 定义标*乘法为 


af * xb ^ afix )* 

则^^是一个向置空间.对^ 6 久，定义 


八 


当 *= I ; 
当 y 关 I ， 


容易验证《个形如 / x 的函数组成一个基，从闹 dim(0) =/t = | X|. 

读者应注意到这并不是一个新的例子.其实一个 n 元组 ，… , 11,) 就是函数 ft {\ r - 9 n )^ k , 
其中对一切/有/ (0= 于是，甬数/ x 组成标准*. ■ 

下面是维数不变性的第二个证明，在第6聿中要用它来推广维数的槪念到超越次教的概念.现 
从修改命题 3. 73的证明幵始. 


引理 3.83 如果 X =…，…，％是向量空间V中战性相关的向量表，則存在％ (其中 r>l) 满 
足 tV 6 *••• *v r -i > [当 r=l 时，把 〈v ! 看作 {0} ] • 

注把命题 3. 73 和这个命题作一 比较. 先前的命題说，如果 ％ ,1 ； 2 ,1； 3 线性相关，則或者 
6 < V 2， V 3 > ，或者 v 2 € < Vi ， v 3 > ，或者 v 3 6 <1/丨 ， v 2 > • 这个命題说，或者 V , 6 {0>，或 
者6〈 VI 〉，或者 V 3 6 <Vi • 

证明设 r 是使得 w ，…， tvy 线性无关的最大整数.如果 Vl = 0,则％ € <0} ，于是结论成 
立. 如果％关0,則 r >2. 由％,"*,1； |1 线性相关知1*一10.因 r — l 是最大的，所以表〜，巧， 
…， IV 线性相关，从而存在不全为零的标量，•••〜使得 qvi + ”* + a r t/ r = 0 • 在这个表达式中必有 
〜关0,否则〜，•"， i / rM 将线性相关.因此 

r-\ 

XV = a^yaiVi 6 〈 t /, ，…， tv -! >• ■ 


回 
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引理 3.84 (替换 引理} 设是向量空间 V 的基 ，; yp …， ％ 是 V ■的线性无关的子 
集 ， JH n < m . 

证明先证明: y , 可替换 X 中诸: r 之一从而新表仍然张成 V . 因 X 张成 V ,所以 < X > ,从 
而由命题 3. 73, 

乂 •，工 1 ，…， 

线性 相关. 因为表力 ，•” ，: y , 线性无关.所以>,€<0>.根据引理3.83,存在某个；使得: r , = a yiI + 
^ aj Xj . 在基: Ep ^中删除: r ( 代之以: Vi 得到表 

X* 

X' = •i, * —,x m i 

它仍然张成 V ,这是因为如果 V = 巧 ，则（如同命埋 3. 73的证明那样）替换 x , 为其他诸 x 和 
j=i 

: y „ WA - 线性组合，再合并问类项 • 

对张成 V 的表； ，…， i 广 重*以上论证.对于该线性相关表，引理 3. 83所提 
供的选择是％6<%- 1 >,1 1 €<> 11 - 1 ,%>,：^€<> 11 - 1 ,\,1 1 >， 等等. WY 线性无关，所以其子 
表; y ,- i ,; y n 也线性无关，从而第一项 <>,-!> 是不可 能的. 于是（引理 3. 83保证）必可选择 
剩余的向 fi 即诸中的一个，比如副除: r > 可得新的张成 V 的表； T . 如此1复构造张成 V 的 
表，因力€ < y , + i , …，; y ,> 是不可能的，所以每 一次个 新的； y 添加为第一个 向设， 而删除一个 
x . 如果 》> m , 即 j /的 个败比 I 的个数多，则该过程最后得到由个: y 组成的张成 V 的表 （m 
个; r 被一个一个删除），其中没有 _ r . 于是 V - % ，…， ％的一个真子表张成 V , ifi ] 这与 y 线性无 
Sill 关 矛盾， 所以 i »< m . ■ 

定理 3.85 ( 维数的不变性）如果 X = a ，…，之^和丫二 力，… ，: y „ 都是向量空间 V 的基，則 
m = n . ■ 

证明根据引理3.84,把有 m 个元素的 X 看作基， 而把有 《个元索的 Y 看作线性无关表给出不 
等式把 y 看作基 Ifti 把: V 看作线性无关表又给出相反的不等式讲<«，所以 m = ■ 

定义最长（或极大）线性无关表… ， tt w 是指这样一个线性无 关表， 对于它没有向量 
可以使得 ，…， 《_ ， V 线性无关. 

引理 3.86 如果 V 是有限维向量空间，則最长线性无关表1/丨，"*,%是 V 的基 • 

证明槪要如果该表不是*,則它不能张成 v , 即有 we v 满足 《；€ 〈 A , •••,%〉•但根据命题 
3. 73,添加 w 后形成的加长表线性无关. ■ 

最长线性无关表的存在性并不是显而易见的，下面的结果导出它的存在性，而该结果本身也十 
分有用. 

命题 3.87 设 Z = a ,•••,«!„ 是 n 维向董空间 V 中的线性无关表，則 Z 可扩展成 V 的基，即存 
在向量 V m + 1 ，…， v n 使得“ 丨，… * M m * V m + l ，…， v ” 是 V 的基. 

证明概要如果线性无关表 Z 不张成 V ,則有 UI ! 6 v 满足,由命题3.73,加长表 
2,11；,线性 无关. 如果 Z , tc ； i 不张成 V ，则有 w 2 € V 满足 u ； 2 € < Z , w ,> . 因 dim ( V > = n ,这种加 
长表的长度不能够超过 n ， 否则用替换引理，即引理 3.84, 把含有 《+1 个元素的线性无关表和一 
个基相比较将产生矛盾. ■ 

系 3.88 如果 dim ( V ) =/!，則； i + l 个或多于； i + l 个向量构成的表线性相关. 

证明槪要否则的话，这样的表能够扩张成一个有过多元素的基. ■ 
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系 3. 89设 V 是向量空间满足 dim ( V ) = «. 

( I )张成 V 的个向量的表必线性 无关. 

(il ) 任一含有 / i 个向量的线性无关表必张成 V . _ 

证明概要 （i >如线性相关，則该表可缩短而成为基，但该基太小 • 

( ii ) 如果该表不能张成 V ，則它可以加长而成为基，但该基 太大. ■ 

系 3. 90 设17是 n 维向量空间 V 的子空间. 

( I ) U 是有限维的且 dimOO < dim ( V ). 

( II ) 如果 dimOO = dim ( V > , « (； = V . 

证明槪要 （ 丨 ） 取〜 ec / •如果，则 U 是有限维的，否則就有 u 2 € <«!>. 由命题 
3. 73, 线性无关.如果 I ； = ,则结论成立.这个过程不可能重复 fi +1 次，否则 

将构成中的线性无关表，与系 3. 88 矛®. 

LT 的基是线性无关的，因此它可以扩张为 V 的基. 

(ii >如果 dimO /) = dim ( V ) ， 的基就已经是 V 的基（否则，它可以扩张为 V 的基， 时作 
为 V 的基太大》. _ 

习题 

3. 67如果向 M 空间 V 只有子空间 <0} 和 V 自身， ii 明 dim ( V >< l . 

3. 68证明在定义向童空间时，列出所有其他公理后，向 M 加法的交换律是多余的《即如果 V 满足所有其他 
公理， 则对一切 M，V € V，K + V ■ V + U . 

提示： 如果 ！!•!；€ V ,用两种方法计算一 [( — V > + ( — 《)]• 

3. 69如果 V 是 I ,上的向量空间 ， V| •中的非零向 M , 证明 V | ， t ; z 线性无关.在任意其他域上的向 M 

空间这个结果也成立吗？ 

3. 70证明域♦上 mX ” 矩阵 A 的列向置在; T 中线性相关3 且仅当 齐次方 程组儿 r = 0有非平凡解. 

3.71 如果 U 是域向董空 N V 的子空间，定义商群 WU 上的标 ft 乘法为 

a(v + U) = ffv+l/* 

其中证明这是一个合理定义的 函败， 它把 V /17 变成是 i ： 的一个向量空间（称 V / C ； 为 商空间 > • 

3.72 如果 V 是有限维向 ft 空间， C ； 是子空间， i £ 明 

dimO/) + dim(V/U) = dim(V). 

提示：证明如果％ + U 是 V / U 的基， W 表 V | ,•••,!；, 线性无关. _ 

定义： 如果1/和 W 是向*空间 V 的子空间，定义 

1/十 W = {« + u ;« u 6 WO . 

3. 73 ( 丨 ） 证明 1/ + W 是 V 的子 空间. 

< ii >如果(/和 I /'是有限维向董空间 V 的子空间，证明 

dim(U) + dim(U / ) - dim(U 门 U f ) 4- dim(U + If、. 

提示： 取 UfllT 的基，并把它扩张为1/和的基. 

定义： 如果 C / 和 W 是域*上的向量空间.它们的直和是指一切有序对的 集合： 

1/㊉ W =* {(ufiv) • u E U 9 w E W) f 

配置加法 

(«I ， W) + (l/ ， tt/) = (M+tt’ ， W+tc/) 

和标 M 乘法 
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a ( tf « iv ) = ( au * a «/)> 

3.74 如果 U 和 W 是域 ife 上的有限维向釐空间，证明 

dimO ； ©W) = dimO/) + dim(W). 


3.7.2 线性变换 

称两个向量空间之间的同态为残性变換 • 

定义如果 V和 W 是城♦上的向量空间，則函数丁 《V~* 识称 为线性变換，如果对一切 U , V 6 
V和一切标量 a €是， 

( I ) TCu + v ) = T(u) + T(w) » 

(li ) TCaw) = aT ( v ). 

我们说 一个线 性变捵 T 是非奇异的（或是同构），如果了是双射.称两个向量空间V和 W 是同构 
的，如果存在非奇异线性变换丁 | ,记为 VSW. 

如果不考虑标*乘法，則线性空间是（加 法〉 阿贝尔群，线性变換 T 是群同态.易知 丁保持 
—切4-线性组合 ： 

H -= aiT(w,) H - ha 爾 TXt^). 

例 3. 91 ( I ) 任一向童空间 V 上的恒等函数 l v «V 一 V 是非奇异线性变换 • 

(H) 如果0是一个角.則围绕尿点旋转0角是一个线性变换 KyR 2 —R 2 . 函数&保持加法， 
因为它把平行四边形变成平行四边形，它也保持标置乘法，因为它保持箭头的长度. 

(iii) 如果V和 W 是域4上 的向量 空间，记 Hom 4 (V,W> 为一切线性变换 V-W 的集合.定义 
加法 S+T 为对一切 V e V.wM- S(w) + T ( v ). 对 a € > ,定义标 量来法 aTi V—W 为对一切 u6 
V.x/H^TXtO.S+T*， 两者都是线性变换，从而 Honu(V,W) 是; t 上的向霣 空间. ■ 

定义如果 V是城 A 上的向董空间，般«性群是栺一切非奇异线性变換 V—V 的集合，记 
为 GL(V). 

线性变换 S 和 T 的复合 S7 •也是线性变换，如果 S 和了都是非奇异的，则 ST 也是非奇异的，此外， 
非奇异线性变换的逆也是非奇 异的. 因为函数的复合总是结合的，所以 GL(V) 是以复合作为运算的群. 

我们现在说明如何构造线性变换,其中 V和 W 是域4上的向量空间.下一定理说存 
在可随意改变基的线性变换. 

定理 3.92 设〜，*”，1； 11 是城4上向量空间7的基.如果识是城走上的向量空间，且岣 ，…， 《„ 
是 W 中的向量表，《存在嘈一的线性变換 T« V—W 使得对一切： ^TXv,.) =屮. 

证明由定理 3. 77,每个 i；€V 可唯一地表示为 t> =$>,%的形式，从而由 T(v)= ，给 
出的 Ti V — W 是一个（合理定 义的〉函数. 现在很容易验证丁是线性变换. 

为证明 T 的唯一性，假定 S: V-W ■是线性变换满足对一切 i, 

S(r,) = u, = T(t/j). 

如果 K € V，則 W = S Ojl/i 且 




=Sa f TCv；) — T(v). 


■ 


因及是任意的， 所以 S= T. 

系 3.93 如果两个线性变換 S， 了： V — W 在基上一致， « S = T. 

证明由本命题所定义的线性变换的唯一性立即得证. _ 

容易描述定义在 P 上的线性变换. 

命题 3.94 如果* T « K — V是线性变換，《存在 wXn« 阵 A 使得对 一切: y 6走”， 

T(y) = Ay. 

(这里 夕是 /iXl 列鉅阵， Ay 是矩阵乘法 .） 

证明槪要设幻，…，〜是的标准基， e 彳， •••,< 是的标准基，定义矩阵4 = 1：%]为第_/列 
是 TXq) 的坐 标集. 如果 S: 妒 — iT 定义为 S( ： y> = Ay ,则闪为 S 和了在基上一致： 7X 勺） = 
，所以 S= 7\ _ 

命® 3.94 建立了线性变换和矩阵之间的联系.由于要应用这种构造到两个线性变换的复合上， 
因而产生了矩阵乘法的定义. 

定义设 x = Vl ，… ，％是 v 的基， y — 是 w 的基•如果 riv—w 是战性变換，則 

了的矩阵是相 wX” 錄阵 A =■ [a „] ,它的第）列 , a y , — ,a ^ 是由 u> 碡定的 TCvj) 的坐 标集： 

T(vj) = -矩阵 A 依赖于基 X 和 y 的选取，有必要篡示它们时记为 

^ = r[^Gx. 

在 的悄形，我们常取基 Xst /丨，…， V •和叫 样.如果 l v I V-V 是由 vl-v 
给出的怛等线性 变换. 则 x [l v ] x 是” X « 单位矩晬(常省略 T 标 n), 其定义是 

, = [〜]， 

其中知是克罗内克即/的对角线上的元索是1,其他是 o. 另一方面，如果 x 和 y 是不同的*, 
则 v>[iv]x 不是单位矩阵，它的列是各个X关于基 y 的坐标集 • 

例 3. 95设 r: V—W 是线性变换，乂 = 1 » | ,...,\和1"=«« | ,...,如„ 1 分别是7和识的基.矩 
阵 T 由等式 

T(vj) = fliyWi +a w w 2 + …+ a„jW„ 

建立.为什么下标不是倒过来的？为什么不写成 

T(Vf) = ajiwi + aj2iv 2 + — + a im u>„? 

考虑下面的例子.设 A 是域 A 上的 mX” 矩阵，定义为7'(；0 = ^«的函数1'|紗—4"是一个线性 
变换，其中X是 n XI 列 向量. 如果 •••,*„ 和 〆 i 分别是和4"的标准基，则矩阵乘法的 
定义说 TUj) =是 A 的第）列，而 

= <J 1; e’ 1 + a y c’2+ …+ a^e' m . 

所以和 r 相伴的矩阵就是原来的矩阵 a . 

在命题 3. 98中，我们将证明矩阵的乘法来自线性变换的复合.如果 T: V—W 有矩阵 A 而 S: 
W — U 有矩阵 B, 则线性变换 ST:V- 17有矩阵 BA. 如果把线性变换的矩阵定义为坐标集的行而 
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不是列，则 ST 的矩阵将变成 AB . ■ 

例 3. 96 ( I ) 设： T : R 2 — R 2 是旋转 90' 丁关于标准基 X = (1,0),(0,1) 的矩阵是 

孤 = [;—:]• 

然而，如果 y = (0，1),(1,0>,则 

㈣ 七 

(«) 设 A 是域，设 T : V — V 是二维向量空间上的线性变换，并假定存在某个向量 P 使得 
T ( t ；> 不是 v 的标量倍.由例 3. 74( B ), 对于 v 的假设说明表 X == x ;, T ( i ;) 线性无关，因此它是 V 的 
—个基[因为 dim ( V ) = 2 ] •记 v ! = v,V2 = Tv . 

我们计算 xLT ] x - 

T(tij) * i；2 * T(i ； 2) = av\ bui t 

其中 i 由此可知 

^ = [°i 1 } ■ 

下面的命题是定理 3. 92 的一个 解释. 

命 H 3.97 设 V 和 W 是城灸上的由量空间， ，…， u , 和，…，分别是 V 和 W 的 
基. 如果记一切线性变換 T:V — VV 的集合为 Hom *( V,WO ,记一切元素在 * 中的 mXn 矩阵的集合 
BB 1 为 Mat mX ,(*) , W *教 "• ThrCTU 是双射 Hom »( V , W ) - Mat mXn (*). 

证明给定矩阵 A , 它的列定义了 W 中的向 *, 更详细地说，如果 A 的第 ; •列是 （ au ，…， 

a —), 定义^ = 根据定理 3. 92,存在线性变换 TiV — W 使得 

A . 所以 pfi 满射. 

为证明#是单射，假设 yCT ]* = A = y [ S] x . 因为对所有>, A 的列确定了 了 (巧） 和 Sb ,) , 
由系 3.93 得 S = T . ■ 

下一命題说明矩阵乘法的定义来自何处，两矩阵的积是复合的矩阵 • 

命题 3.98 设 Ti V — W 和 S : W — I ；是蜣性 变糗. 选取 V 的基 X = 1丨，…，: tpW 的基 y = 
^，•••，^，以的基之 352 *^，…，〜，^ 

ZLS- T] X = ( Z [ S ] y )( y [ r ] X ). 

证明令 yCTGx = [<* v ] * 从而 Tixj) = * 又令 z [ S]y = O 炒],从而 S(.y p )= 

w 

STUj ) = S ( T ( xj )^ = S (^ a ^ y ^) 

# 

= 2“*< s (v = 2 2 a »V z « = 

p p t 曹 

其中 c «. = ^ b v a H - 所以， 

zCSTJ x - [c^J = z CSjyr[T] x . ■ 

系 3.99 矩陣乘法是结合的. 

证明设 A 是 mXn 矩阵， - B 是 nX / •矩阵， C 是 px 9 矩阵. 由定理 3.92, 存在线性变換 
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-^* k m 

使得 C = [ T ], B = [ S ], A = [ J ?]. 

则 

[ R .( S - T )] = CR ][ S - T ] = [ R ]([ S ][ T ]) = A ( BC ). 

另一方面， 

[(R . S ) • T ] = [R • S ][ T ] = ([ R ][ S ])[ T ] = ( AB ) C . 

因函数的复合是结合的， 

R • iS • T) = (R • S) • T, 

从而 

A ( flC ) = [R • (S • T )] = [(R . S ) • T ] = ( AB ) C . ■ 

也可以貞接证明系 3.99, 尽管十分单调乏味.但是与线性变换的复合之间的联系是矩阵乘法 
具有结合性的真实原因. _ 

系 3 . loo 是城 a 上向量空间 v 的线性 变換， x 和 y 分别是 v 和 w 的基. 如果 t 

是非奇异的，则 T - 1 的鋟 阵是了的矩阵的逆： 

x[T-']y = (yCTDx)-'. 

证明 /- y [ W ] y - y [ TG xx [: r - | ] y ，且 ■ 

下一个系确定了同一个线性变換产生的所有矩阵 • 

系 3. 101设 V — " V ■是域々上向量空《 V 的线性 变換. 如果； f 和 y 都是 V 的基，則存在元 
索在 * 中的非奇异矩綷 P 使得 

r [ T：y = P ( x CTGx ) i » _, - 

反之，如果 B = PAP -1 ，其中 BM . P 都是元索在是中的 ” X ”《 眸，且 P 是非奇异的，則存在线 
性变换 k "-* k " 和 的基 _X 和 y 使得 B = y [ T ^, A = x [ T ] x . 

证明 第一个 陈述来 A 命题 3. 98和结 合性： 

yCT]y =y[l v Tlv]y •= (y[lv]X>(X[T]*>(X[lv]Y>. 

令 p = J - Clv 3 x - 注意到系 3.100 给出 P — 1 = x [ l v ] y . 

关于逆命题.设£= ey . e ” 是★"的标准基，定义 Tit * — 为7^〉=化 （ 记住 r 中的 
向*是列向量，从而是矩阵乘法.其实，也> 就是 A 的第）列）.由此 A =£[ T ] E . 现在由: y > = 

P 一 1 々定义 一个基 y = a ，.“•％，基 y 中的向緻是 p 1 的列.注意.因为 P — 1 是非奇异的，所以 y 
是基. 只箱证明 B = Y [ riy ，即 T ( yj ) = ，其中 B = [~] • 

T(y>) = Ay> 

= AP-' ti 
= p-'Bej 
=P - 1 f Vi 

=■ 画 

定义设 A 和 B 是元素在域 A 中的两个” x n 矩阵，如果存在元素在4中的非奇异鉅阵 P 使得 
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B FAP - 1 ,則称 A 和 B 相似. 

系 3. 101说两个矩阵由向置空间 V 上的同一个线性变换产生（由于基的选取不同）当且仅当它 
们 相似. 第9章中我们将知道如何确定给定的两个矩阵是否相似. 

和群同态、环同态一样，我们可以定义线性变换的核和象. 

定义如果丁： V — W 是线性变換，則丁的核（或零空间）是指 
kerT = < v € V * T ( v ) = 0}, 

了的象是指 

imT = { w ^ Wtw = T ( t ;)， 对某个 VO • 

如命题 3.94 中一样，一个元素在域 A 中的 mX it 矩阵确定了一个线性变换 K-iT ,即: yh - A ： y ， 
其中: yS » Xl 列向量，这个线性变换的核就是通常所说的 A 的解空间[见例 3. 70 ( IV )] . 

下一命题的证明是显 然的. 

命题 3. 102 设了丨 V — W 是线性变換 • 

( | ) kerT 是 V 的子空间， imT 是 W 的子空间. 

( II ) T 是单射当且仅当 kerT « <0}. 

我们现在解释下述 亊实： 域 々上有 r 个方程、 n 个未知数的齐次方程组，如果 r <» 则该方程组 
有非平 凡解. 如果该方程组的系数矩阵是 rX ; i 矩阵 A , 则 f xh - Ar 是线性变换 — 如果 
只有平凡解，则 kcr 9 - {0} f 从而 K 同构于 f 的子 空间， 这与系 3.90 ( 丨〉矛盾. 

引理 3. 103设丁： V — W 是线性变换 • 

( I ) 如果： r 是非奇异的，则对于 v 的每个基 x = •…， Vll ,* r(;o = T ( v 〗〉， r ( t ； 2 ), …， tc %) 
是 w 的一 个基. 

(ii ) 反之，如果存在 V 的某个基 X = …， V , 使得是 W 的 

基，則了是非奇异的. 

证明 （ I ) 如果則 r ( Sc iV ,>» 0 , 从而 Sqt ^ ekeiTstO } •因 X 线性无关， 
所以每个0=().如果 W , 则 WT 是满射，所以存在 t；e V 使得 = 但 T ；= S 〜 v ,, 因 

岡 此 w = T ( x ；) = 丁所以 T ( X > 是 W 的基. 

( II ) 设 因打％),…，！^!；,)是 W 的基， 所以有 w = Ec i T ( v i ) = T ( Sc i v i ) ,从而 T 

是满射.如果从而由线性无关性得所有 q =0,因此 Sc ,% =0且 
kerT = <0}.所以了是非奇异的. _ 

定理 3. 104如果 V 是域4上的; * 緣向量空间， JHV 同构于是”. 

证明选取 V 的基％如果 q ，…, q 是的标准基，则定理 3. 92说存在线性变换了： 
使得对一切 “7 X 1；:) = ,根据引理 3.103, 了是非奇 异的. ■ 

定理 3. 104不只是说每个有限维向童空间本质上就是熟知的一切 n 元组的向量空间，’它还说明 
V 中基的选取相当于 V 中对每个向 M 的坐标集的选取.由于常用的坐标对于给定的问题或许并不是 
最合适的，所以可以自由地改变坐标，如读者可能已经看到的（在微积分课程中）旋转坐标轴可以 
简化圆锥截线的方程. 

系 3. 105城是上两个有限维向董空间 V 和 W 同构当且仅当 dim ( V ) = dim ( W ). 

注在定理 6.51 中，我们会看到这个系对于无限维向量空间也成立. 

证明假定存在非奇异的 T * V — W . 如果 X = 巧，…,％是 V 的基，则由引理 3.103 知， 
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T(w,),-,T(t； n ) 是 W 的基.所以 =| X |= dimCV ). 

如果 n = dim ( V > = dim ( W ), 则由定理 3.104, 存在同构从而复合 
SMT : V — W 是非奇 异的. _ 

命題 3. 106设 V 是有限维向量空间满足 dim ( V )= n ， 又设 TiV — V 是线性变换•下列陈述 等价： 

( I ) T 是 同构； 

(ii ) 丁是满射； 

( iii ) T 是单射. 

证明 （ 丨 ）=>(li > ffi 然成立 • 

(ii )=>(Bi >设 w ，…， v , 是 V 的基.因 T 是满射，存在向貴〜 ，.••，《« 使得对一切= % • 

我们断言… ，…， 线性无关.如果存在不全为零的标员 c , , -, f „ 使得 Sc ,. 1 ^= 0 , 则导出一个相关 
关系0=2<\丁(叫 > = 从而产生 矛盾. 由系 3.89 ( ii >,叫 ，…， 《„足 V 的基.为证明 T 是单 岡 

射，只需证明 kerT = {0}. 假设 T ( w >=0. 现在 w = Sc ;« i . 因此 0=7'23 c ,+« < = 2 c i v ,. 因而 w ，...， 
t /„ 线性无关给出一切 Ci = 0 ,从而 t »=0. 所以7'是单射. 

( II >々 （I ) 设 fiV 的基.如果 （| ，…, <■» 是不全为；的标量，则 W 为基线性无关， 

因 r 是单射，有2>,.7\关0,从而了％,…，？、线性无关.因此引理 3. 103( «) 证明了是 
同构. ■ 

N 忆元索在域4中的 nX n 矩阵 A 是非奇异的.如果存在元索在 * 中的矩阵 B (/ l 的逆） 使得 
AB = /= BA . 下一个系证明"单边冇逆”就够 f . 

系 3. 107 如果 A 和 B 是 nXn 鉅陣满足 AB = J ， 則 BA = 7. 所以 A 是非奇异的，且 B 是 A 
的逆. 

证明存在线性变 换丁 , SiP 一 •使得 [ T ]~ A ,[ S ] = B . AB =- J 给出 

CTS ] = [ T ][ S ] = [1 4 .]. 

根据命题 3. 97. 闪为 7>-[ T ] 是双射，从而 : TS = 1*.. 由命埋 1.47, 了是满射， S 是 单射. 但命题 
3. 106证明 T 和 S 两者都是同构，于是 S = T _1 且 TS = 1*. = ST . 所以正如要证的/ = [ ST ] = 

[S][T] = BA. _ 

定义元索在域 t 中的一切非奇异 nXii 矩阵的集合记为 GL ( n , t ) . 

我们巳经证明了结合性，所以容场证明 GUn,k) 在矩阵乘法 f 是群. 

基的一个选取给出一般线性群和菲 奇异的 矩阵群之间-•个同构. 

命麵 3. 108设 V 是城 A 上的”堆向量空间，叉，％，…,％是 V 的基.定义 〆 GL ( V )— GL ( n , 

*) 为 TKT ] = X [ T] X , «//是同均. 

证明由命题3.97,函数 / /:7'卜[7']=*[7^是双射 
Hom 4 ( V , V ) Mat〆 是）， 

其中 Hom *( V , V ) 表示 V 上一切线性变換的集合， Mat „(« 表示元素在是中的一切 nXn 矩阵的集 
合.此外，命題 3. 98说明对一切 T,Se Hom *( V , V >，[ TS ] = [ T ][ S ]. 

如果 T 6 GL ( V >, 则根据系 3.100, [ T ] 是弗奇异矩阵,即如果户是，的限制 ， m ^ « GL ( V ) 
~- GL ( r »，《 是单同态. _ 

_下的是证明 // 是 满射. 如果 AeGL ( n ,« ， 則对某个 Ti V — V 有 A = [ T ]. 只需证明 T 是 
同构：即 : re guv ). 因 [ n 是非奇异矩阵，存在矩阵 b 使得 [ t ] b =/. 现在对某个 s : V — v 有 
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國 


B = [ S ] ，且 

[ TS ] = [ T ][ S ] = I = [ l v ]. 

因"是双射，所以 TS =1 V , 由系 3. 107, reGL ( V ). ■ 

容易确定一般线性群的中心，我们现在推广习埋 2.56. 

定义线性变換丁| V — V 称为标置变换，如果存在 c e it 使得对一切 w e V , r ( v ) = CV ,即 
T = cl v . 标置矩阵是指形为 d 的矩阵，其中 ce *. /是单位矩阵 • 

—个标量变换 T = cl v 是非奇异的当且仅当 c 关0 (它的逆是 c -' l v ) • 

系 3. 109 ( i ) 样 GL ( V ) 的中心由一切非奇异标 f 变換组成. 

( II ) 轉 GL ( n , A ) 的中心由一切非奇异 标量崔 阵组成 • 

证明 （ i > 如果 GL ( V > 不是标量变换，则例 3. 96( H >证明存在 v 6 V 使得 wTb ) 
线性无关.由命题 3.87. 存在 V 的基 v ， T ( v ) ， 11 3 ，…， 《« • 易知 v，v + 丁( V 〉 ， m 3 ，…， 《„ 也是 V 
的基，由此存在非奇异线性变换5使得5(1；) = 1 ;,5(7'(10> = 7/+7'(1；>,以及对一切 
=现在因为 ST ( v 〉 = v + T ( v > 而 TS(v) = T ( v ) ,因此 S 和丁不可交换.所以 T 不在 
GL ( V ) 的 中心. 

( II )如果/是群 G 和 H 之间的任意一个群同构，则 /( Z ( G >) •特別地，如果 

T = cl v 是非奇异标置兖换，则 [ T ] 在 GL ( n , 幻的中心，但容易验证 [: TI = (/ 是标量 矩阵. ■ 

习题 


3. 75设 V 和 W 是域々 h 的向*空间， S,Ti V — W 是线性变换. 

< I ) 如果 V 和 W 是有限维的，证明 

dim ( Hom 4 ( V , W )) = dim ( V ) dim ( W ). 
( II ) 定义域々上的向置空间 V 的对*空问 V •为 

V = Hom“V,4). 

如果 dim ( V ) - n ,证明 dim(V ) - w • W 此 V ^ V . 

(II ) 如* X = 川，…，!； •是 V 的基 • 定义丨 ，… •久 e V 为 

证明在 ，… ，艮是 V 的基（叫做由！；,，•••，％形成 的对僳 甚）. 


3. 76 如果/\ = [::]，定义— ^ ad-fx . 如果 V 是有基 X = !»,,〜的向置空间，定义 T*V — V 为 

T ( t /,) =«!；, + bv t . T ( v t ) = cv x -¥ dv t . 证明丁是非奇异线性变换当且仅当 det ( x [ T ] x ) 关 0. 

提示： 可以假定线性代数的下列（容易证明的） 亊实： 给定系败在一个域±的线性方程组， 
ax by — p 
cx +dy = q f 

则存在唯一解当且仅当 ad - bcito . 

3. 77设 C ； 是向董空间 V 的子空间. 

(1>证明由给出的自 然映射 wV - V / t ； 是核为 U 的线性 变换. （习题 3. 71中定义了商空间 .> 
( H ) 对向量空间陈述并证明第一同构定理. 

提示： 命埋的陈述是：如果 /: V—W 是 k er /= U 的线性变换，则 L 7 是 V 的子空间，且存在同构 
V / U ^ im / 即 9 >( v - bU ) = /( v ). 



3. 78 设 V 是域 A 上的有限维向 M 空间，记6为V的一切基的族.证明 B 是传递的 GLOO- 集. 

提示： 用定理 3. 92. 

3. 79 ( I ) 如果 L7 和 W 是向 童空间 V的子空间满足1/门 W = {0} 和 t/+W = V. 证明 
V三 U ㊉ W (见直和的定 义）. 

(ii) 向量空间V的子空间 C7 称为直和项，如果存在V的子空间 W 使得 t /门 W={0},l/ + W = V.M 
果V是域4上的有限维向童 空间. i£ 明每个子空间17都是一个直和项. 

提示： 取 U 的基X,把它扩张为V的基； T , 定义 — 

3.80 如果： T: V—W 是域*上向量空间之间的线性变换，定义7 •的秩 ranWT) 为 

rank ( T ) =* dim ( imT ). 

(j ) 把 mXn 矩阵 A 的列者作 m 元组，定义 A 的列空«为列张成的子空间 F ， 定义 A 的秩 rankOU 
为列空间的维数.如果 — r •是由 * r(;o = AX 定义的线性变换，其中 X 是 nXl 向量， iE 明 
rank(A) = rank( T). 

( II ) 如果/\是历\|«矩阵 • 矩阵，证明 

rank(BA ) < rank ( A ). 

<iii> «明相似的 nXn 矩阵相同的秩. [HU 

3.8 商环和有限域 

我们回到交 换环.代数基 本定理（定理 4. 49) 指出 C[x] 中的每个非常数多项式是 C[x] 中的 
—次多项式的积，即 c 包含 rc[x] 中每个多项式的所有的根.我们要证明任意域 * 上关于多项式 
的类似 f 代数基本定理的--种“局 W” 情形： 给定多项式 /(:r> € i[x] , PW 存在包含 A 的某个域 
K , 它也包含/(■«:〉的所有的根.（我们把它称为局部类似，这是因为更大域 K 虽然包含多项式 
/(J：) 的所有的根.但它有可能不包含 40] 中其他多项式的 根）. 隐含于 K 的结构中的主要思想涉 
及商环，它是一种类似于商群的结构 • 

设/是交换环 R 的理想.如果我们忘掉乘法，則 f 是加法群 K 的子群.因 i? 是阿贝尔群， 

子群 /必定 是正规子群，从而商群 R" 有定义，正如由 >r( a >= a + /给出的自然映射; riJ?^ 

R/f 也有 定义. 回忆引理 2.40U ), 我们现在用加法记号表示，在 R/7 中， a +J=6+/ 当且 
仅当 a-6 e 7. 

定理 3. 110如果/是交換环 R 的理想，則加法阿贝尔群 R // 可以形成这样_个交換环.它使 
得自然映射 >ri R — /?//是满射坏同态 • 

证明概要在加法阿贝尔群/?//上定义乘法为 

(« + /)( fr +/) = ab + I . 

为了《明这是合理定义的闲数 R//XR//-J?/J, 假定 <«+/ = / + / 和 6 + f=^ + /, 即 
a-a I<b-b' € /• 我们必须证明 （ a’ + 7)(6’ +J> = a V+f = a 6+ J ，即 ab - a'b' 6 但 
ab — a'b' = ab a'b 4 - a'b — a'b' 

— (.a — a~)b + a(.b — b ') ^ I , 

正如所要的. 

为验证 K// 是交换环，现在只需证明乘法的结合性，交换性、分配性，以及1是 1 + J. 这些性 
质的证明都很简单，因为它们继承自 J? 中的相应 性质. 例如， R// 中的乘法是交换的，这是因为 
( a + J ) C 6 + I ) = ab + I — ba + I = (6+ /)( a + /). 
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把等式 U + J )(6+/) = fl 6+ J 用; r 的定义重新写出来，也就是 + J = jtOi ) ，得到 〆 djrOO = 
r ( ab ) . 因充(1> = 1 + 1，从而 jt 是环同态.最后，因 fl + J = jr ( a ) , it 是满射. ■ 

_ 定义定理 3. 110中构造的交換环 R / J 称为模 J (蔺记为 Rmod /) 的商环 

我们在例 2. 68中看到加法阿贝尔群 Z 八 m ) 等同于它们有相同的 元素： 陪集 fl +( m > 和同 
余类 [ a ] 是 Z 的同一 子集； 它们有相同的 加法： 

a + ( m ) +6 + ( m ) = a + 6+ ( m ) = [a + 6] = [ a ] + [6], 

现在还可以看到商环 Z /( m > 和交换环乙一致，因为两个乘法也 一致： 

(a + ( w ))(6 + < m )) = ab -\- ( m ) = [ a 6] = [ a ][6]. 

现在可以证明命题 3. 50 的逆. 

系 3.111 如果 J 是交換环 R 中的理想，則存在交換环 A 和环同态:只 — A 使得 J = kenr . 

证明如果忘掉乘法 • 则自然映射 a * 只 — R / J 是加法群之间的同态，由系 2.69, 

I = kcrir = {r 6 I ? * w ( a ) *04-/=/}. 

现在冋忆乘法 ： （a + JM 6 +D = a 6 +J ,即 jr ( fl 〉 jr (6) = jr ( a 6). 所以 jt 是环同态，且无论把; r 看作 
环同态还是加法群的同态， kenr 都等于 /. _ 

定理 3.112 (第一同构定理1 如果 /*/? — A 是环的同悉，則 ker / 是/?中的理想， im / 是 A 

的子环，且 

R/kerf ^ im /. 

证明设 J = ker /. 在命題 3. 50中我们已经看到 1& R 中的理想， im / 是 A 的 子环. 

如果忘掉环中的乘法，则定理 2. 70的证明表明由 SP ( r+D ■/(;<) 给出的函数 — im / 是 
加法群的 同态. 因 9(1 + J > =： /(1> = 1 ,只需证明9>保持乘法.而 

9(( r + J )(5+/)) = 9 (n + /) = /( rj ) = f ( r ) fCs )= 外 r + J >9 »(s + J ). 所以 9 是环同态. ■ 

对于环如同 对丁群 一样，第一同构定理从一个我们已知其核和象的同态出发构造了一个同 
构.它也说明在商环和同态的象之间没有 M 著的差别.对于交换环也有类似于群的第二和第三同 
构定理（第4同构定理见习題 3.82, 第二同构定理在模的课文中有很好的陈述，见定理 7.9), 
但是它们对于环不像在群中那么有用.然而有一个有用的和对应定理类似的定理，我们在后面证 
_明它（见命題6.1> . 

定义如果 A 是域，則 i 的一切子域的交称为 A 的索域 • 

C 的毎个子域包含 Q , 从而 C 和 R 的素域是 Q . 有限域的索域恰好是整数 tnodp , 我们在下面 
给予证明. 

记号从现在起，当我们把 I , 看作域时，记^为匕. 

借用群论的术语，称一个域的包含子集 X 的一切子域的交为 X 生成的 子城. 它在如下的意义 
下是包含 X 的最小的 子域： 如果 F 是 包含； C 的任意子域，則 F 包含 X 生成的子域.素域是1生成 
的子域，的素域是 F > 

命题 3.113 如果 A 是城，則它的素城同掏于 Q 或 I %，其中/•是某个素教. 

证明记 A 中的1为 e , 考虑由 Z ( n > = im 定义的环同态因 Z 中的每个理想都是主理 
想，存在整数 m 使得 k e rZ =( m ). 如果 m = 0, 則; I ：是单射，从而存在 Z 的一个同构复制是4的子 

© 推测所以叫它 商环是 因为它和商群类似. 
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环.由习題 3. 47 (_)，存在域 Q 兰 F rac ( Z ) = Q 使得 imXGQQK 现在 Q 是々的素域，这是因 
为 A 的每个子域包含 1 ，因此包含 im；t, 又因为 Q 兰 Q 没有真子域，因此包含 Q . 如果 m 关 0, 则第 
一同构定理给出因 A 是域，因此 imX 是整环，从而由命题 3.6 得 m 为索 
数. 如果现在把 m 写成/ >• 则 imX =<0, e ,2 c , …，（户 一 l ) e > 是々的同构于匕的子域 . M 然，每个子 
域包含 e 并因此包含 imZ ,从而 im：f 是是的素域. ■ 

上面的结果是对域进行分类的第一步. 

定义如果域灸的素域同构于 Q ,則称走具有特征0;如果城々的素域同构于1%,其中/>是某 
个素數，則称 A 具有特征 p . 

域 Q ， R ， C 具有特征0,如它们的任何子域 一样； 每个有限域有特征 p ， 是某个素数，和 
上的一切有理函数环 FV (： r ) —样 • 

命题 3.114 如果 A 是特征 p >0 的城，則对一切 a €灸，= 0. 

证明因々有特征/>,有/ >• 1 «0 ,其中1是々中的 1. 现在从命题 3.2( V )可得结论. ■ 

命题 3.115 如果々是有限城， W 对于某个素數/>和 ;I > 1, U 丨= 〆 * . 

证明4的索域 P 不可能是无限域从而对某个索数/>有尸兰 F p . 现在々是 P 上的向缓空 
间，所以々是匕上的向蟥空间. 44然是是有限维的，如果 dimF ， U > = n ，则丨々丨= 〆 . ■ _ 
注这里用群论来证明上一命題.假定 ▲是有 限域，它的阶 I A | 可被不同的素教/>和 g 
整除. 由命超 2. 78, 即阿 贝尔群 的柯西定瑾，在 ♦ 中存在元素“和它们的阶分别为/» 

和分•如果记*中的1为 e ， 則元索 / >e (夕个 t 的和〉 和 ge 满足 ( pe)a = 0及 （ 9e > 6 = 0 •因 
、是 域，它必是整环，所以 

pc = 0 •= qe . 

但（夕，= 1，从而存在整教 s 和 f 使得# +句=1 • 因此， * = J ( p *) + 〆 ^) ■ 0 ,出现 
矛盾.所以丨 A 丨只有一个素因数.比如/>,从而丨*丨是/>的幕 • 

命题3•彳16如果《是城，且7=(/>(了)>,其中 p (_ r > 是务0]中的非零多項式，那么下面的陈 
述等价： pU ) 是不可约的； *[ x ]// 是城,是 整环. 

证明假定 P (: r ) 是不可 约的. 注意到/ =(/*( x )) 是真理想，从而 AO ]// 中的1就是1+1,它 
不等丁零.如果 f (. x ) + I € Cr ]/ f 非零.则 /( x ) 夺 I .即 fix ') 不是 fiU ) 的倍数，换句话说， 

P\f ■ 由引理 3. 36, p 和/互索，从而存在多项式 s 和》使得 s/ + y> = 1 . 于是彳 一 1 € J 且 1 + 1 
= i /+/ ■= Cj +/)(/+/). 所以的每个非零元素都有逆，从而 *[ x ]/7 是域. 

当然，每个域都是整环. 

如果是整环.如果 p ( i ) 不是中的不可约多项式，則存在 iCr ] 中的因式分解 
p ( x ) = g -( x ) A ( x ). 其中 deg (容） < deg ( p )， deg ( A ) < deg (/>) • 由此， g (_ r ) + f 和 A ( j ：) + J 在 
中都不是枣.毕竞中的零是 0 + J = J ,且 gCr > + J = /当且仅当 〆 aO € /= ( p ( x )) ;如 
果真的这样，则/ >( x ) I g <: r ) ，与 deg (/>) < deg (^) 矛盾. 乘积 

( g ( x 〉 + I )(^( x ) + J 〉= p ( x ) -4-1 = 1 

在商环中是零，此与 *[>]" 是整环矛盾•所以/ > Cr ) 必定是一个不可约多项式. ■ 

K // 的结构可能比较复杂，但是对于特定选取的 K 和/，可以容易地描述交换环 R / I . 例如当 
P ( x ) 是不可约多项式时，下面的命題给出域的完整描述. 
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命理 3. 117设走是城，设 〆 是 d 次首一不可约多項式.令 K = «[ i ]/ f , 其中/ = 
( fiU )) 又令/3= x + I ^ K . 

( I ) if 是域，且 〆 = 是 K 的同构于 A 的 子城. 所以，如果把 V 等同于 ft, 則4 

是 K 的子城. 

EM ] ( ii ) 卢是多 U ) 在 K 中的一 个根. 

<11 ) 如果 gCr ) € *0] 且尹是 gCr ) 的根， 則在 *0] + />(; r )|*( x >. 

( IV > /> Cr > 是《|>]中唯一的以芦为根的首一不可约多項式. 

( V )表1,沒，浐 ，…， 是 K 作为 ▲上 的向 量空闽 的基，从而 dim *( K >= d . 

证明 < i >因为 /> Cr ) 是不可 约的. 根据命题 3. 116,商环 K = 4|>]// 是域. 用系 3. 53,易 
知由 V ( a ) = a + J 定义的自然映射的限制？>= ir H/fc — K 是* 的同构. 

(■) 设 〆 : r > ■ a 0 + fll x + …十^^:^- 1 +: c rf ,其中对 一切； , a ,- e *. 在 K -* Dr ]// 中，闪 
为 pU ) 6 I = (#>( x )> ,有 

p ( fi ) = (00 + 1 ) + ( a , + I ) p + … + (1 + />〆 

=(a 0 + /) + (a, + /)(jr+/) + ••• + (1 + J)(x+/) w 
=(<Jo + + (q •! + 7) + … + ( 1 〆 + J > 

= a 0 + a t x + ••' + + I 

= p ( x ) + / = /* 

但 r = o + /是尺 =*[>]// 的零元，从而芦是 p (: c ) 的根. 

(«1>如果在 ★(>] 中， 〆 a 0 tg (_ r ) , 则因为 〆 ■!> 是不可约的.所以它们的 gcd 是 1. 因此存在 
s (, x ), t ( x ) e *[ x ] 使得 1 - i ( j ：) p ( i ) + <(*)*( x ). m *[ x ] CK [ x ], 可以把该等式看作 KO ] 中的 
等式.计算在沒处的值得矛盾 1 = 0. 

( IV ) 设是以兵为根的昌一不可约多项式.由 （IH ),/»(；!■> | A (: r >. PU < x > 不可约，所 
以有某个常数 f 使得 A ( x > = cp (. x ). 因 A ( x ) 和 />(_ r > 都是旨一多项式，从而 c = 1且 ACr > = p ( x ). 

( V ) K 中的元索都形如 /《d + f ,其中 /( x ) e *0]. 由带余除法，存在多项式 9 i >>, rCr ) 6 

*[•*] 使得 + r ( jr ) ，且 r < a :> = 0 或 dcg ( r > < </= deg ( p ) • W/—r = 砂 € J ，从 
而 /( j > + /= Ki > + /. 如果 r (_ r ) = 60 + 6 ^+ …十办 ㈠〆 - 1 ，其中对 一切, ‘, 6 _- e A , 则和 （li ) 
的证明样， 有 r (• r ) + J = ^ ) + 6 l / J +…+ 6 (< _ 1 〆 - l • 所以 1 ，/^- 1 张成 ff . 

为证明唯一性，假设 

*o +*ij8+ — + b d ^i /?"— 1 = fo + fi^+ •*• + 

rf-l 

定义 Wx ) € *1>]为2 ](&-<^〆 • 如果 g ( x >=0, 结论已经成立.如果貧 (: r > 5 £ 0 , 则 deg ( g > 有 
*-0 

定义，且 degCgXd ^ degM ). 另一方面，；?是 gGr ) 的根，所以（《〉给出 〆 x > | g (: r ) ， 因此 deg ( p > 
QM ] < deg ( g ) ，导致矛盾.由此…, 〆 _1 是 t 上的向量空间 /( 的基，且有 dim *( K ) = d . ■ 

定义如果 / C 是包含4并把它作为子域的域，则称 iC 是4的一个（域）扩张，并写作 “ K/k 
是一个城扩张” •© 

称城♦的一个扩域 K 为★的有限扩张，如果 i (是 A 上的有限维向量 空间. 称 K 的维數为 K/A 


© 不要把这个 记号和 商环的记号相混淆，因为域 K 没有值得关注的理想，特铒地 • 如果 i £ K , Bit 不是 K 中的 
理想. 



的次数， 记为 [ K : 幻. 

命题 3. 117 ( V )说明了为什么要把 [ K : 4] 叫做域扩张 / C / A 的次数 • 

例 3.118 多项式 x 2 + 16 R |>]是不可约的，从而 K = RO ] 八: c 2 + l > 是次数为2的域扩张 
K / R . 如果是: r 2 + l 的根，则浐 =—1. 此外， K 的每个元素有唯一的表达式爭，其中 a ,6€ 

R . M 然这是 C 的另一种构造法（我们已经把它看作配置了某种加法和乘法的平面上的点）. 

下面是构造同构 K — C 的自然 方式. 考虑由 P /(: r > h /( i ) 给出的陚值映射 — C •首 
先 ， P 是满射.这是因为 <J + i 6 = 9 »(a + fe ) € imV . 其次， kert » = {/ Cx ) e R [ x ] « f ( i ) = 0}, 它 
是 R |>] 中以 i 为根的一切多项式的 集合. 我们知道/+16 ker ?>, 所以 （； r 2 + l >£ k e r 9>. 关于反 
包合，取 Wi ) € kert = •现在；是《(1)的根.从而在 CO ] 中 gcd ( g , i 2 + l > 关1，因此在 RO ] 中 
gcd ( g , x 2 + 1) # 1. x 2 + l 在 R [: r ] 中的不可约性给出 x * + 1 I g ( jr ) ,从而 g { x ) € < 2 2 + 1) ，所 
以 kert »= ( x * + l > • 现在第一同构定理给出 ROl / O ^ + U ^ C . _ 

在 C 中作乘法煨容易的方法是先把 i 当作变世然后利用条件 i 2 =-1. 为计算 （a + 6 iKc + </ i > , 

先写出 oc+(«f + 6 c>i + Mi 2 ,然后注意 i 2 =-1 •更一般地，如果芦是不可约多 项式於 U ) 6是 0] 

的根，則在商环€*]/( 〆 *))中做乘法 

(6 0 +6,^+- 4-6,-,^ ')( f , + c 1 ^+-+ c ,,_ 1 ^ ') 

的止:确方法是把两 个闪式 都苕作沒的多项式.把它们相乘，然后利用 条件 〆 声 =0. 

对域分类的第一步涉及它们的特征.即描述索域.第二步是考虑索域上的元索是否是代教的. 

定义设 KA 是一个城 扩张. 元素 a€K 称为 A 上的 代数元素， 如果存在某个非零 j 項式 
fix ) 6 *[ x ] 以 a 为根.否则称 a 为*上的超越 元聚. 如果每 / C 都是 * 上的代教元素，則称扩 
张 K/k 为代数扩张. 

一个实数被称为超越数时，常指它是 Q 上的超越元索. 

命题 3.119 如果 K /« 是一个有限城扩张，《 K /« 是一个代教 扩张. _ 

证明由定义， KMfi 有限扩张是指 [ Ki 4] = n < oo , 即 K 作为*上的向馕空间有维数，，.由 
系 3. 88. u + 1个向&的表 l , a , a 2 , …, 〆 线件相关，因此存在不全为零的 c 0 , q , … ， c , 6务使得 
Sc . a ^ O . 丁•是多项式 /( x ) = Sf〆 1 是非零多项式，且 a 是 /( jO 的根.所以 0 是 A 上的代数 
元素. ■ 

上一命题的逆命题不 ft . 在例 6.55 中将 S 到，一切在 Q 上成为代数数的复数集合是 Q 的一个 
代数扩张，它不是有限扩张. 

定义如果 KA 是一个扩张且 0 6 K , « Ma ) 是 K 的包 含/和 o 的一切子城的交，称《 0 )为 
K 的添加 0 到6得到的子域. 

更一般地，如果 A (可以无限> 是 K 的子集，定义 4( A ) 为 K 的包含 A U A 的一切子域的交， 
称《/1)为 K 的添加/!到《得到的子域.特別地，如果 A = {而 ，…， *，>是有限子集，则可以记 
々(■ A ) 为 ft ( Z | . »2„) . 

显然 ， 4( A ) 是 K 的包含4和 A 的最小子域 《 就是说，如果 B 是任意一个 K 的包含 t 和 A 的子 
域，则 k (. A ) CB . 

现在证明域 k £ x y ( pU )) (其中 pU ) 6 *[ x ] 是不可约的）与根的添加具有密切的关系. 

定理 3. 120 ( i ) 如果 K / A 是一个城扩张且 0 € K 是*上的代数元素，則存在嗱一的首一不 
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可约多項式/ >( x ) 6 *[ x ] 以 a 为根.此外，如果 J = (/ »( x >) ,則 klxVJ ^ k ( a ). 事实上，存 
在同构 

9 > *W/J — *(«) 

使得 ？>(*+/>=<» ，且对一切 是， 9( f +/) = «■• 

( « ) 如果 o ' € K 是的另一个根，《存在同构 
0 > Ha ) — Ha ") 

使得 0( a ：) = ij '， 且对一切 c € A ， tf ( c > = c . 

证明 （ 丨 > 考虑由賦值函数 

9 > /( x ) l -/( o ) 

定义的环同态现在 imV 是由 a 的一切多项式组成的 K 的子环，即一切形如 /( o > 的元 
素，其中 /( x > e * Dc ]. 现在 kerV > 是一切以 0 为根的 /(； r ) e * l >] 组成的 *0] 中的理想.因 *0] 中 
的每个理想都是主理想，所以有某个首一多项式 p (. x ) 6 *[ x ] 使得 kerf >= ( 〆 *)).但 klxyCp ( x )) ^ 
HM 1 im 9>. 它是整环，从而由命题 3.116, p ( x > 是不可约的.同一命题还说 4[ x ]/( p (: r )) 是域，从而第 
—同构定理给出即 imy 是包含 * 和 a 的 K 的子域. 因为 /( 的每个 包含* 和<»的 
子域必包含 im ? ■，从而= 我们己经证明了所有的陈述除了 〆 ： r ) 的唯一性，而这一点可由 

命题3_ 117( IV )得到. 

( II )如同 （ i >,存在同构？ >• 40]// —*(<») 和幻 A [>]/7 使得对一切 * 有 9 >(c + 

/) = c 和火 c ) = c + / I 而且 x +/ h * a .^> x +/ l - a ， . 复合0 = 件 _1 是所要的同构. ■ 

定义如果 K / A 是城扩张， o 6 K 是 A 上的代教元素，則以 0 为根的唯一的首一不可约多項式 
/•(: r ) € *0] 称为*上0的极小多项式，记为 

irr ( at ^) — p ( x ). 

极小多项式 irr ( ff ， A > 依赖于 I 例如， irr ( i，R ) = x 2 + 1，而 irr ( i , C )= x — i . 

下面的公式十分有用，特别是在对次败用归纳法证明一个定理的时候 • 

定理 3. 121设 ASEQK 是城 ， A £： 是 it 的有限扩张， K 是 E 的有限扩张，則 K 是* 的有限 
扩张，且 

[K < *] = [K « £][£«*]• 

证明如果 A = fll ，…， a „ 是 A 上的向鼉空间 E 的基 ， B = ~ ，…， L 是£•上的向量空间 K 的基， 
则只需证明 由一切 组成的表 ； f 上的向 fi 空间 fC 的基. 

为证明 X 张成 K ， 取《€尺.因 B 是£：上 K 的基，存在标置 A ,.€£ 使得因 A 是 

> 

* 上£的*，存在标量 A 使得 - 所以“ = T ,^ H a i b i - 从而 X 张成*上的 K . 

' w 

为证明； f 在*上线性 无关. 假定存在标 fi 办6 ▲使得= 0 - 如果定义\ = 

则 Aj e E 且 2 a /； = 0 ■因 B 在 E 上线性无关，从而对一切>, 


0 = A; = 

因 A 在6上线性无关，从而正如所要的，对一切_；•和 i , =0. 
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在欧几里得几何中有几个经典 问题： 三等分角；倍立方（给定边长为1的立方体，构造体积为 
2的立方体圓求方（给定半径为丨的阓，构造一个正方形，其面积等于圆面 积）. 简单地说，这_ 

些问题是问这样的几何结构能否只用直尺和阏规按照确定的规則作出.定理 3. 121有一个漂亮的应 [ H 9] 
用就是证明这些经典问题的不可解性.关于这些结果的 讨论. 读者可参考我的书《 A First Course in 
Abstract Algebra ) 332 〜 344 页. 

例 3. 122 设 /( x ) = x 4 — lOd + l e QO ] •如果是 /( or ) 的根，则二次公式给出 〆 =5 士 
2^6 . 而恒等式 a + 2 ^E+6=( 石+在) 2 给出 fl=± (及 +万）， 同样，5 — 2及=, 

所以 /( d 的根为 

JZ -\- Ji t 一 Ji — 一 1 -/ 2^3 . _ 

根据定理 3.43,/( x ) 可能的有理根只有 ±1, 从而正好证明了这些根都是无理的. 

我们断在 QO ] 中不可约. 如果/ {( d 是 /( x ) 在 QO ] 中的二次丙式.则 
K(x) = (.x — aj2 — c-Ji ^ d-fi) , 

其中 a ,6, c ， d € {1 ,-lJ ■ 相乘得 

g(x) = x 2 — ((a + f) 及十 （6+ A VJ)*r + 2ar 屮 3W + (ad + be) -/6. 

容易验证 (o + c )72 + ■是有理的当且仅当 “ + c = 0 = 6 + «/, 但这几个等式迫使 

ad+ bc^ 0 , 从而 Wj :) 的常数项不是打理的， W 此 《(： r > 6 QW . 从而/(^)在 Q [ j ] 中不可 
约.如果月=及+ 万 .则 /( t > = in * (沒, Q >. 

考虑域£= Q (/3) = Q (^4-73). 存在域塔 QGEG f . 其中 F = ，从而由定埋 

3. 121, 

[ F « Q ] = [Fi E ][ E « Q ]. 

WE = Q ( 和且卢是4次不可约多项式的根，也躭是 /(■»•) 的根，从而 [£| Q ] = 4. 另一方面， 

[ F « Q ] = [ F « Q (^)3 [Q (^2) ' Q ]. 

因为乃■是 QO ] 中二次不 51 约多项式/ - 2 的根 2 . 我 们断言 
域 F 由添加万到 Q (及） 生成. 不论及弓(此时次数是 1), 还是 _ r 2 -_3 在 Q (及 >!>] 中不可 
约（此时次数是2> (寧实上，次数 £2). 由此 [ F > Q ]<4, 于是等式 [ F « Q ]« [ F >£][£> 0 
给出 [ F « E ] = 1 ,即 F = E . 

注意， Q 添加 / U > 的一切根产生 F , Q 添加*(_«:> = (1 2 -..2)(:«: 2 -3>的一-切根也产生厂._ 

现在证明两个盪要 结果： 第一个厲于克罗内克，说的是如果 /<■«•) 芒 A [ x ] ,其中走是任意 
域，则存在包含《和 /( or ) 的所有根的某个更大的域£>第二个*于伽罗瓦，构造了不同于1%的 
有 限域. lM ) 

定理 3. 123 (克罗内克1 如果 A 是城且 /(d 6 40] ,則存在包含 t 并把它作为子域的域 ff 
使得 /( x ) 成为 K [ x ] 中线性多項式的积. 

证明对 degC /) 用归 纳法. 如果 degC /) = 1 ,則 /( jr ) 是线性的，可以选取 K = k . 如果 
deg (/) > 1 ,记 fix ) = p (, x ' tg (. x ') ,其中 p ( x ) 是不 BT 约的. 现在命埋 3.117( 丨 ） 提供了一个包 
含 々和 pU ) 的一个根 j ： 的域 R 因此在 FO ] 中有 pU ) = (■! 一 (: r > 和 fix ') = ( x ~ 
z '> h ( x ) g ( X ). 由归纳假设，存在域 K 包含 F (因此包含 H 使得 A ( x ) 贫 U ), 从而 /( d 是 KO ] 

中线性因式的积. _ 
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对于熟悉的域 Q,R 和 C, 克罗内克定理并没有提供新 东西. 代教基本定理于 1799年首先由高 
斯证明（完成了欧拉和拉格朗日较早的尝试），定理表明每个非常数多项式 /(x>eC|>] 在 C 中都有 
一个根 i 从而可以对 /(i) 的次数用归纳法，得到 /U) 的所有根都在 C 中 | 即 /(d = a (x — n> … 
(x-r,) . 其中 <»ec, 且对一切 _；•• oec. 另一方面，如果* =匕或* = 001：> =丹8< ： ((：[>]>，则 
基本定理用不上，而用克罗内克定理可以告诉我们 • 对于任意给定的/(I)，恒存在一个更大的域 
E 包含 /(JT) 的一切根.例如， 存 在某个域包含 C (i) 和 V ?. 第6章给出了*本定理的一个一般形 
式：每个域 * 都是一个代数闭域 K 的子域，即 K 是包含々的域.使得每个 /U) e K|>] 都是 KO] 
中的线性多项式的积.相比之下，克罗内克定理一次只给出一个多项式的根. 

KA ) 是添加集合為到4得到的域，这个定义假定了 A 是*的域扩张 K 的子集.从克罗内克定 
理看来，我们可以说一个域扩张是添加某个 /(d € 4|>]的一切根得到的，而不必怀 
«这种扩张 KA 是否存在. 

定义设 * 是城 K 的子城，且 /( x ) e * Cx ]. 称 /( x ) 在 K 上 分裂. 如果 
/( x ) * a(x 一 Z \ — Zn )， 

其中 2| , …，％ 在 K 中 ， a 6 ♦非零. 

如果/( X 〉 6*0] 是多项式，则域扩张£7▲称为 / Cr ) 在★上的••个分裂域，如果/(：1：〉在£:上 
分裂，但 /( aO 不在£的任 真 子域上分裂. 

例如考虑/(之〉-/ + 16(5[>]./(; 1 0的根是士“从而 /( d 在 C 上分裂,即 /( x 〉-( T - i ) 
(x + i ) 是 CO ] 中线性多项式的积.但是 C 不是 Q 上的分裂域， W 为 C 不是包含 Q 和 /(; r ) 的一切 
根的最小域 ./(; r ) € 4|>]的分裂域依赖于 /(; c > ,也依賴于4:这里， Q 上的分裂域是 Q ( i> ， R 
上的分裂域是 R ( i ) = C . 

在例3_ 122中，我们证明了 £ = Q (^+#> 是 /(：«:>=/-10/ + 1 的分裂域.也是 g ( x ) = 
(. x 1 2>( x 2 —3)的分裂域. 

分裂域的存在性是克罗内克定理的简单推论. 

_ 系 3.124 设*是城，/(；«：>€*1>],則存在/(文>在*上的分裂城. 

证明由克罗内克定理.存在域扩张 K /* 使得 /( x > 在 K [ x ] 中分裂，比如 /(d = a ( x - 
O ] — a n ). K 的子域 E = 灸(0：| ，…， a ,〉 是 /( i ) 在 A 上的分裂域. ■ 

这样， /( i ) 的一个分裂域是 K 的包含*和 /( j ：> 的一切根的最小 子域. 我们说“一个” 

分裂域而不说“这个”分裂域的理由是分裂域的定义不只牵涉到 /( d 和还牵涉到更大的域 K . 
对于这个看法的深人分析可以便我们证明系 3. 132：元素个数相等的任意两个有限域同构 • 

例 3. 125设★是域，并设 E = 4( 力， …，; y,> 是4上 n 个变量力 ，…; y, 的有理函数域 i 即《元多 
项式的环的分式域 E = Frac(*[y, .★上 n 次一般多项式定义为 

/(•r>= JJ(x —>,) 6 FracC^Cy,. —.y»])[x]. 

… (: t - y ,) 的系数记为〜，它可以用各 3 ■显式地给出[见198页等式（1>]■注 
意 E 是 /( x > 在域 K = Ka 0 , …, 上的分裂域，因为它由 K 添加 /( d 的一切根（就是一切: y ) 得 
到的. ■ 

下面是克罗内克定理的另一个应用. 

命题 3. 126设是索数，并设;6是域•如果 /( I ) = j ^ — c € 灸 [ x ] 且 o 是 r 的一个 户次根 （在 
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某个分裂城中），則或者 /(： c > 在 fe [>] 中不可约，或者 c 有一个/>次根在 ft 中. 无论哪种情形，如果 
* 包含 p 次单位根，則 A ( a > 是 /( d 的一个分裂城 • 

证明由克罗内克定理，存在包含 /( d 的一切根的域扩张 K / t ,即 K 包含 c 的一切 p 次根. 

如果 V = f , 则（•的每个/ ■次 根形为 (《, 其中《是一个/■次单位根，即 cy . P - l 的根. 

如果 /( ar > 在 iM >] 中不是不可约的，則在 *0] 中有因式分解 /(: c > = g •(: r ) A (; r > ,其中 #•!•) 是 
非常数多项式满足*/ = deg ( g > < deg (/) = /> . 现在 g ( x ) 的常数项不计符号的话是 fix ) 的一些根的 
乘积： 

士 6 = a rf ai ， 

其中0>是3个/•次单位根的乘积.它本身也是 p 次单位根.由此 
(士=( 〆 (》)，= 0 <*» = 〆 • 

但 P 是索数和</</>迫使 id . fi ) = 1 ,因此有整数5和》使得1 =«/+卬.所以 

c ■= c ,rf+v = c , d c ,p = (± b )^ c ,f = [(士 bVc ' y . d 92] 

因此 c •有 /> 次根在 <6 中. 

如果 a 6 K 是 f 的一个/>次根 . W /( i ) - IX ^-^ • 其中遍历/>次单位根.因为现在假 
定所有 o « 在; k 中，从而 《 a ) 是/(工> 的一个分® . ■ 

由此，对每个索数卜只 一 2在 QO ] 中不可约. 

现在要构造有 限域. 我猜想伽罗瓦知道 C 可以由添加多项式 x 2 + l 的一个根到 R 而构成，从而 
他自然会想到添加多项式的一个根到 F p . 然而.我们注意到克罗内克定理直到伽罗瓦去世后半个 
世纪才得到证明. 

定理 3. 127 (伽罗瓦）如果/>是素教且”是正整數，《存在恰有 〆 个元索的域. 

证明记9 = 〆 ，考虑多项式 

*< x ) = — 4： 6 F a [ x ]. 

由克罗内克定理.存在包含 F , 的域 K 使得 g (_ r 〉 在 ff [ x ] 中是线性 W 式的乘积.定义 
£ {o 6 K ' g{a) = 0} I 

于是 E 是片 ( aO 的… 切根的集合. W 导数 /( i ) = — 1 一1 = 〆 •》•« 1 -1 =-1 ( 见习题3.23>,从 

而 gcd (幻 〆 >是1.由习® 3.37, 的一切根都不同,即 E 恰有 9 =，个元索 • 

我们断言 E 是尺的子域，从 Iftf 完成 证明. 如果 a ,«> eE , 则 a «= a , i « = 6, 所以 （ air > =以妒= 
ab , 因此 oft 6 E . 由习题 3. 45, 6)* = a 9 —4* = a — 6. 因此 a — 6色£_ 最后，如果 a # 0 ,则 

对 a » = a 运用消去律得 V 1 = 1 ,从而 a 的逆是 (W E 在乘法下封闭，所以在£:中> . _ 

我们立刻会看到元素个数相同的两个有限域同构. 

回忆定理 3. 30:有限域) t 的乘法群是循 环群. 这个群的生成元 a 叫做本 原元； 即4的每个非零 
元都是 a 的幕. 

记号记有9= 〆 （其中/>是索数）个元素的有限城为 

F ,. 

系 3. 128对每个素数 户和每 个整教 ”彡1 ,存在”次不可约多項式 g (; r > 弓 F ^[ x ]. 事实上， 

如果 o 是 F〆 的本原元，則它的极小多項式= iir ( a ,~> 的次教为 《■ _ 

注对证明作简单修改，可以把1%換成任意有限城. 

证明设域扩张£：/匕有 〆 个元索，且是本 原元. 显然匕( 0 > = £，因为它包含 a 的每 
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个幂，从而包含£的每个非 零元. 由定理3.120(|),容(1)=匕( <1 ,匕>€匕[>]是以 <1 为根的不可 
约多 项式. 如果 deg («) = d , 则命埋 3. 117( V >给出 CF ^[ x ]/( g ( i )) * F ,] = rf ,但根据定理 3. 120 
(i ), F p M /(« Cj :)) S F p ( a ) = E ,因此 [ E « F ,] = n . 所以” = «/, 从而 g (: r ) 是”次不可约多 
项式. ■ 

这个系也可以用计数来证明.如果 ™ =片 1 •••/>：；• ,定义獄比乌斯函数为 
( 1 如果 m = 1 | 

^ <m) = \ 0 如果任 一 

1( 一 1)" 如果 1 ==之2 =… 555 
如果是 F p O ] 中71次不可约多项式的个数，则 
N . 

—个初等证明可在 G . J . Simmons * “The Number of Irreducible Polynomials of Degree n over 
GF (户）•” American Mathematical Monthly 77 (1970) • 743 〜 745 页中找到. 

例 3. 129 ( I ) 在习题 3.14 中，构造了有四个元素的域 I 

-( [: 二] 一 4 

另一方面，可以构造作为商域 F = F 2 [ x ]/( 9 ( x )> 的 4 阶域，其中 9 (_ r > € F 2 |>] 是不可约多项 
式 a: 2 +;r + l . 根据命题 3 . 117 ( V >, F 是由一切 a+fc 组成的域，其中 * = : t +(< 7 ( jr >> 是 9 (: r ) 的根 
且 fl ， 6 € l2 . 因 * 2 +*+ 1 = 0 ，有 * 2 = — *— 1 = *+ 1 ，此外，: r 3 *« zr 2 = r ( r + 1 ) = t i + 1 = 
1 . 现在易知存在环同态 A •使得 

P ([:二]) =a + fc . 

( II ) 按照例 3.35( B ) 中的表，在 F 3 [ x ] 中有三个首一不可约二次多 项式， 躭是 
p(,x) = i 2 + 1 ,g(x) = j 2 + 1 — 1 和 r(x) = x 2 — x — 1, 

每个形成有9 = 3 2 个元索的域.我们更详细地考察头两个域.命题3.117(乂>表明£ = 
F 3 D *0/( 〆 •*•>)由 




E = {0 + <>0:其中《 2 + 1 = 0} 
给出. 同样.如果 F = F 3 |>]/< 9 (: r )) ,则 


因为由 




V(.a + be) = a + «l-/S) 

定义的映射^ f (用尝试法找到）是同构，所以这两个域是 N 构的. 

现在 F 3 0]/( ： r 2 —x — 1> 也是有 9 个元索的域，可以证明它同构于刚才给出的两个域 E 和 F 
(见系 3.132). 

( M ) 在例 3. 35( H ) 中，展示了 8 个首一不可约三次多项式 p ( x ) 6 F 3 [x] ,每个形成有 
27 = 3 3 个元素的域 F 3 (>]/(^x>). _ 

现在来解决有限域的同构问®. 

弓 I 理 3. 130设/(工）€4|>],其中 i 是城，并设£是 / U ) 在 A 上的分 褽域. 设？>4 — 〆 是 
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一个域同构，设 〆 ， 々 Dr ] — VO ] 是由 

g(x) = a 0 + q ;r + …+ a„x n = 9(a 0 ) +9(<ii)x + ••• + 

给出的同构，并设扩是/•(: r > 在 V 上的分裂域，則存在同构中： E — E 1 * ,且是妒的 扩张. 

E-~ - ►£' 


证明对</ = [£，*]用归纳法证明•如果, W /( d 是 40] 中的线性多项式的乘积，由 
此易知 / U 也是 〆 [>] 中的线性多项式的乘积.所以 ^ = 4' ,且 可令# =?>. 

关于归纳步，选取 /(: r > 在£中但不在4中的一个根 z , 令/ >(; r > = i r r (*, A ) 为 z 在4上的最小 
多项式（命题 3. 117). 现在 W 为 z €々，所以 deg (/>) > 1 . 此外，根据命题 3. 117, [*(«) « *] = 
dcg (/0 •设/是 /*(■«■) 在矿中的根，且 〆 (:*•) = irr (*’， V ) 为 ^[ x ] 中相应的首一不可约多项式 • 

根据命 S 3. 120 ( I ) 的一个直接推广 © ,存在扩张 f 的同构6 « *(*) ― k '( z ') 满足^ zh - z \ 

可以把 /(* r ) 肴成系数在 《*> 中的多项式（因为*£)«2)«涵> 1 ^>]£4(*)|>]).我们断言 E 是_ 
/(■1>在《(2)上的分裂域：即 

E =是 •"••«■) ， 

其中々，•••,％是 / Cr >/(: r 一 *) 的根,毕竞 

E = HzfXi *•••*«,) = iKz )(* i ，••••*•>• 

类似地， tfi 厂 (_ r > 在 A '(/> 上的分 裂域. 但根据定理 3.121,[£:*( z >]<[ E *«, 从而归纳假 
设给出同构 E -* £T ,它是6的扩张， W 此也是穿的扩张. _ 

定理 3. 131如果 * 是城且 /( x >€>0] ,則 /( x ) 在 * 上的任意两个分裂城通过一个逐点固定 
走的同构映射而同构. 

证明设£和广是 /( x ) 在 i 上的分裂域. 如果？ 为恒等病数.则定理立即成立. _ 

值得注意的是直到19世纪90年代.即伽罗瓦发现有限群之后的60年后下一定理才得到证明. 

系 3.132( 穆尔）怜有 〆 个元素的任何两个有限城同构 • 

证明如果 i ? 是有 g = 〆 个元索的域，則把拉格朗日定理应用到乘法群 E x 上证明对每个 a 它 
E x 有《»_ 1 = 1. 从而 E 的每个元索是 /( jr ) = 匕!>]的根，于是 E 是 /(; r > 在上的分 

裂域. ■ 

播尔 （& H . Moore , 1862-1932) 作为一个代数学家开始他的数学生涯，但他也在数学的其他 
许多领域做出重要工作，例如穆尔-史密斯收敛，一半以他的名宇命名. 

常称有限域为伽罗瓦域以纪念它的发现者.从系 3. 132 看来， 我们可以说有 9 个元索的域，其 
中9 = 〆 是索数/>的幂. 

习题 


3.81 证明 ：如果 /= {0}, 则兰 R . 


0较早 tt 明这个推广会涉及《在《设中的 一切 记号的 引人， 从而会把一个简单结果变得复杂.同构导出同构 
〆 ：*(>] — 〆 [>]. 〆 把/ >(■!> 变为某个多项式/ >•(■!■> • 而 〆 又导出间构 〆 !>]/(#•(*)>. 
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3.82 (环的第三同构定理）如 果尺是 有理想的交换环，則是只 " 中的理想，且存在环同构 

{ R / D / U / I ) ^ R / J . 

3. 83对每个交换环/?,证明 ！?[>] 八 x ) 兰 ！？• 

[196] 3. 84证明 F 3 [ x ]/( x J - X 1 + 1) ^ F s [ x ]/( x s - x * + x + l ). 

3.85 如果 X 是交换环 K 的子集，定义 KX ) 为 R 中一切包含 X 的理想/的交.证明 Z ( JO 是所有这样的 a 
€只组成的集合，对于存在有限多个元索 * r , € X 和 r . 6只使得 a = + - + r . x .. 

3.86 设 ACr > •/是首一多项式，其中*是域.如果/ >( x ) 是不可约的，且 AU 〉 的每个根（在适当 
的分裂域中）也是的根，证明有某个整数使得 = 

提示： 对 deg (/ i > 用归纳法. 

3. 87孙子_余定理. 

( I ) 如果 * 是域且 /( t ),/( j :) 6 tfx ] 互索，证明绝定 Kx ), b \ x ) € « x ] ,存在 c ( x ) 6 * W 使得 
c -6€ (/) 和 c 一 6' € (/)• 

此外， 如果必 ar > 是另一个公共解，則 c 一 </6(/广）. 

提示：采用定理 I . 28的 证明. 本习题在习題 6. 11( W >中推广到交换环上. 

(H ) 如果*是域且 /( i ), g ( x > € tfx ] 互索，证明 

klxV ( f ( x ) g ( x )) ^ A [ x ]/(/( x » X klxVigCx )). 

提示： 见定理 2.81 的证明. 

3.88 ( I ) 证明一个域 K 不可能有子域，和 〆 满足 〆 SQ 且 〆 主 F , ,其中 p 是某个索数. 

(■) 证明一个域 K 不可能有/•域 〆 和 〆 满足 〆 岛 F , 且 〆 兰 F , ,其中 p 关 9 是索数. 

3. 89证明随机群 X (2, F 4 )3 A 4 . 

提不：见习埋 3.19. 

3- 90设 /( a :) ■■ j 0 + j ,: r +••• + &■,： r _ H + x * € tfi ] ，其中* 是域，并®设 /( x > = Or — a ,) • 
证明 j,m —( 叫 +«,+•••+«■> 和知 》 (— 1)_«, 办… a ,. 由此可知 /( x ) 的一切根的和与积都在 A 中. 

3.91 写出有8个元索的域 F , 的加法和乘法表. 

提示： 用 F 2 上的一个不可约三次多项式. 

3. 92设是域 . 证明••如果£是4的有限 扩张. 則£是尺的有限扩张且 / C 是*的有限 扩张. 
提示： 用系 3.90( K )• 

3. 93 是域塔，且：€ K . 证明： 如果 ▲(:)/* 有限，則 [ F (*> : F ] < 0(*) » *] ,特别地， 

CF («) * F ] 有限. 

提示： 用命题3.1】7获得一个不可约多项式夕(00€4[>]，该多项式 p ( x ) 在 K |>] 中可分解. 

3. 94 ( I > F , 是匕的子域吗？ 

( ID 对每个索数 P 证明： 如果 F r 是的子域，則(后面我们将看到逆命题也成立> • 

提示： 把 F , ■看作 F > 上的向置空间. 

_ 3. 95设 IC / A 是域扩张.如果 AQ / C 和 u 6 k ( A ) ,证明存在 〜，“•,〜e A 使得《| €是 
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4.1 五次方程的不可解性 


本章讨论当今所说 的伽罗瓦理论 （原先称 为方租 论）. 即域扩张与那些和它相关的叫做 伽罗瓦 
群之间的相互关系.这一理论使我们能够证明阿贝尔- 鲁菲尼 定理和伽罗瓦定理，它们精确地描述 
了什么时候二次多项式的求根公式可以推广到高次多项式.这一理论的另一推论是给出了代数基本 
定理的一个证明. 

根据定理 3. 123,即克罗内克定理，对每个竹•多项式 /(•«:> 云其中 A 是域，存在包含* 
和（不必不同）根 A ，…，的域 K 使得 

f(x) = + ••• + <i 0 (:r … q ) — (x— z n ). 

对用归纳法，可以容易地推广 © 习題 3. 90: 

= - 

a n -2 ~ 

•<i 

a„-i — 2jXiZ,z k 

«o = <- D**i **••**■• 

注意 a „ i 是根的和，士 a 。 是根的积.给定 /( x ) 的系数.能否求出它的根；即给定各个 a , 能 
否解有 n 个未知败和；！个方程的方程组（1>?如果 n = 2, 答案是肯定的：二次公式就可以解.如 
果 n = 3 或4,答案仍然是肯定的，因为三次和四次公式可以解.但 n >5, 我们将看到不存在类 
似的解. 

我们不是说当时方程组（1>无解，而是说不存在类似经典公式那样的解.如果不限制自 
己仅用域的运算和开方，那么很可能存在某种方法求五次多项式的根.亊实上，可以用牛顿法求 
根： 如果 r 是多项式 /( i > 的一个实根，而々是「 的个 “好”的近似 . M ^-1' jnx ,,, 其中〜递 
推地定义为对 一切； 》>0，； +| —/(6>//(心>.还有埃尔米特的方法，用椭圆模函败求五次方 

程的根，还有用超几何函数求许多高次多项式根的方法. 

我们要证明当 n >5 时没有•■根式”解（后面要仔细定义这个概念）.考察的关键是出现对称. 
回忆第2章，如果是平面 R 2 上的多边形，剿它的对称群 203) 由满足？的平面运动 PR 2 
-* R 2 组成.此外， 运动？ 201) 被顶点的值完全确定，事实上，如果 《有《 个顶点，则同 
构于 S „ 的一个子群. 

我们要设置对称群的一个类似.在那里多项式扮演了多边形的角色，多项式的分裂域扮演了平 


© 系败 a , 可以看作〜％中的多 項式. 此时称它们为初等对称多项式.因为它们不随那些 z 的棑列®改变. 


(1) 

國 
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画 


面 R 2 的角色，固定走的自同构扮演了运动的角色. 

定义设£是包含子城务的域.称同构 <»*£：—£： 为£的自同构称^固定 i 如果对每个 a e 
kyoia) = a . 

例如考虑/( X ) = x * + l 6 QW . fix) 在 Q 上的一个分裂域是 E = Q ( i ), 复共轭> 0 卜：是 E 
的固定 Q 的自同 构的一 个例子. 

命題 4.1 设▲是域 K 的子域，设 

/(x) = x* 十 “ 爾 -^" -1 + …+ aix + a 0 6 *[•*]. 

并设 E = t ( Zl , …， z ,) SK 是一个分裂域.如果 jiE - E 是固定 / t 的自同构， * U 里換 / U > 的根 
<* i ，"•，*•}的集合. 

证明如果 r 是 / Or ) 的根，则 

0 = /( r ) = r " + a ,_ 1 r " _1 + … +a t r+a 0 . 

把 a 作用到这个等式上， W <» 固定*，得 

0 = ff ( r )" +« Ka_-i )»(»•)* _1 + … )o(.r) +« Ca 0 ) 

= o( r) m + a „_ i « r ( r )*" 1 + ••• + aj «( r ) + a 0 
=/( a ( r )>, 

所以 < r < r ) 是 /(_ r > 的根.如果 Z 是一切根的集合，则 0 I Z«Z — 2, 其中丨 Z 是<7的限制.但<» | 2 
是单射 （ Wo 是单射 >• 从而由习題 1.58, al Z 是2的置换. _ 

下面是多边形的对称群 2(/2) 的类似. 

定义设 A 是域 E 的子城. E 在《上的伽罗瓦群是指£的固定 t 的一切自同构的集合，记为 
GaKE /*). 如果 /( oOeCr ], 且 E - AUy ,%) 是一个分 ft 城，1«定义 /(■*•> 在 A 上的伽罗瓦群为 
Gal ( E / A ). 

容易验证 GaKE / A ) 是以函数复合作为运算的群.该定义屑 T 阿廷 （ E . Artin , 1898-1962), 
保持了他和诺特 （ E . Noether ) 强 W “抽象”代数的风格.伽罗瓦的照始定义（群同构于这黾定义 
的群）其措辞不是自同构，而是多项式根的某种置换（见 Tignol 所著的 CGalois ' Theory of Algc - 
braic Equations 》306 〜 331 页）. 注意，由定理 3.131, Gal ( E /4) 不依赖于分裂域 £： 的选取 • 

下面的引理将一冉用到. 

引理 4.2 设£ = «々，•••，*■>.如果是固定*的自同构，即<»€ Gal (£/« ，且对于一 
切 f ，《(*,.> = *,.， W u 是恒等&教 1 E . 

证明对用归纳法证明该 引理. 如果 》 i = i, 则每个《€£：形如II = /(qWq) ，其中 
•且 *(*^>#0 .但<»固定以及/(1>和*(：^的系数，从而 0 固定一切《6&关 
于归纳步，记 K = 4(*1 并注意到 E= /((*•〉[因为 K ( x .) 是包含 是和 的最 

小域].只要在基础步的论《中把 * 换成 K, 就完成了归纳步的论证. ■ 

定理 4.3 如果 / Cr> € «[x] 次數为”，《它的伽罗瓦群 Gal(E/« 同构于 S„ 的一个子群. 

证明设 X = < Z| 如果<»€ Gal (£/») •則命题 4. 1证明它的限制 a IX 是 X 的一个置换, 

即 <»| XeS x . 定义 f : Gal (£：/«— S x 为 IX . 为证明9是同构，注意 W «» r > 和 9>( d 9>( r ) 两 
者都是函数 X-*X, 因此只要它们在每个上一致就相等_但穴^〉而？ 

© 字 auiomorphism 同构） 由两个希磨宇根坦成.：*为■自己 • 的* uto 和童为“形状》或•■形 式， 的 morph •如 
同网« 把一个 群带到一个等同的 复制屏 上，自同构把一个 P 带》它自己上面. 
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<1 (!•(«,•)>, 它们是相 同的. 

9的象是 S x 名 S , 的子群. y 的核是在 X 上形成恒等置换 tfeGaKEM ) 的集合《即 t 固定每个 
根根据伽罗瓦群的定义 ， < r 也固定*,引理 4.2 给出 kerf " = U >. 所以是单射，定理得证. 

■ 國 

如果 /( r ) =_ r 2 + l € QO ], 則复共轭 a 是它的分裂域 Q ( i > 的自同构，它固定 Q (交换根 i 和 
- i ). 因 Gal ( Q ( i )/ Q ) 是对称群 S 2 的子群， S 2 的阶为 2 ,从而 GaKQ ( i)/Q ) = <<»> S •可以把 
任一伽罗瓦群的元索看作复共轭的推广. 

我们要汁箅伽罗瓦群的阶，但先要获得关于域同构和自同构的一些信息. 

引理 4. 4如果★是特征为0的域，則每个不可约多項 式 〆 : r > € 都没有重根 • 

证明在习埋 3. 37中肴到，系数在任意域中的任意（不必不可约）多项式 /( t ) 无重根当且仅 
当 gcdC /,/) = 1,其中/(文）是 f ( x ) 的导数 • 

现在考虑 p ( x ) 6 *[ x ]. 不是 p ' U ) =■ 0就是 deg (//> < deg ( p ) •因 p (. x ) 是不可约的，它不是常 
数.从而它有«个非零单项式 a ,_ r ‘， 其中 i > l . WA 有特征 0. 所以 ia〆 ' 1 是 〆 ( W 中的非；单项 
式，从而 〆 ( X )关 0. 最后， WMjO 是不可约的，它的因式只有常数和相伴多项式，由于 〆 ( X )的 
次数较小， W 而它不可能是 PU ) 的相伴多项式，所以 gcdip '. p ) = 1. _ 

冋忆定理 3. 120( 丨） • 如果 E / Afi — 个 扩张， 且 oGE 是4上的代败数，则存在唯一的首一不可 
约多项式 irr ( a ,« 6 *[ x ] 以 cr 为根，这个多项式叫做 a 的极小多項式 • 

定义设£74是一个代教扩张.如果不可約多項式 />( j ) 没有重根，則称/ >( x ) 是可分的.对一 
个任意多項式 /( J >, 如果它的每个不可约因式无重根，是可分的. 

元索称为可分的，如果 0 或者是*上的超越元數，成老是 A 上的代教元素，而它的极小 
多項式 irr ( a , A > 无重根；即 irr ( o ,« 是可分多項式. 

域扩张 E / A 称为可分扩张.如果它的每个元素都是可分的；称 E /* 为不可分的，如果它不是可 
分的. 

引理 4.4 表明特征0的域的毎个扩张都是可分扩张.如果 E 是有 〆 个元*的有限域，则拉格 
朗日定理（对乘法群 £ x ) 表明£:的每个元索都是 的根. 在定理 3. 127 (有 〆 个元索的有 
限域的存在性> 的证明中宥到，尤 〆 一文无重根.由此，如果是 GE , 则因对 a € E ， i rr ( o , t > 是/ 一 : r 
的因式，从而£/4是可分扩张. 

例 4. 5这是一•个不可分扩张的例 T . 设* =心⑴ = F ra c ( F p O ]>, 并设 E =« a ), 其中 att 
/( j - ) = x p — f 的根；即《/ = f •在 中，有 

/( j -) ^ x " ~ t >= x p ~ = (x — o ) p . 1加1 

如果证明了 ogb 则由命題 3. 126 ,/(■!■> 是不可约的，从而 /<: r > = irr ( a , iO 是不31分多项式.所以 
EM 是不可分扩张. 

剩下的是证明 atfA . 如果不是这样，則存在客 e 心[>]使得 a = «<0/ A ( t ) , «此莒= 
ah ， 从而 

deg ( g f ) — deg ( th f ) = 1 + deg ( A ’>. 

但户 | deg ( 〆 ） 且 p | deg ( A »>, 这就得出矛盾. ■ 

第6章中我们将更彻底地研究可分性和不可分性. 

例 4.6 设 m 是正整数， i 是域，并设 = 如果6的特征不整除 m ， 則/ 
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且 gcd (/,/) = 1,因此 /( J ：) 没有 重根. 所以 fix ) 的任意一个分裂域 £ A 包含 m 个不同的 m 次单 
位根，此外，这些单位根的集合是 E x 的 m 阶（乘法）子群，且由定理 3. 30,它是循 环群. 我们巳 
经证明如果域4的特征不整除则在4的某个扩域中存在 m 次单位原根《«,且0> 是可分元索 • 
另一方面，如果，是索败幂且 * 有特征 P , 則 x/_l =(文一1> 〆 ，从而只有一个 〆 次单位 
根，就是 1. ■ 

E/k 的可分性使我们能够求 GaUE / t ) 的阶 • 

定理 4.7 ( i ) 设 E / A 是可分多項式 / Ct ) € 40] 的分装城，？>磺— 〆 是域同构，且 E 7 〆 是 

/ '( x ) 6 〆 !>]的分裂域[其中 / Vx ) 是把9 •作 用到/( 1 >的系数上得到的] • 



則怜有 [ E 4] 个扩张屮的同 构*: E — 

( ii ) 如果 £：/* 是可分 / u ) e *[ x ] 的一个分裂城， W 

| GaKE/*) I = [E ■ *]. 

证明（丨）对 [ E 4] 用归纳法的这个证明是引理 3. 130 的修改.如果 [ Eit ] = 1 ,则 £=A 
且只有一个 P 的扩张 < P , 就是 f 自己. 如果 [E •是]>1,令 /( x ) = /»(: r > 真 U 〉， 其中/ »( x ) 是最高次数 
的不可约因式，比如 d 次不可约因式.可以«定 rf > l , 否則 /( d 在4上分裂.从而 [ E :« = l . 

[2021 选取/ «(■!：) 的一个根 o ( 注意，因为£ «■(■!) 的分裂域，所以 0 6£>. 如 果孕垓 ( o 〉-* 
t 是？ 1 的任一扩张.则由命埋 4. UfG ) 是 ，（ x ) 的根 a '. 丙厂 ( x ) 是可分的， 〆 （: c > 恰有 d 个根 
a '^ E !. 由引理 4. 2和定理 3. 12 ( II ),恰有个扩张 f 的同构步《«<»> —*'(</> ,每个 a '有一个. 
现在 E 也是 /( x ) 在上的分裂域，这是因为添加 /( d 的一切根到仍然产生£,且 E ' 是 
/• U ) 在 k \ a ') 上的分裂域•因 [E »*(»)] = [£ > kVd , 归纳假设表明个间构旁的每一个怆有 
[£««]/</ 个扩张由此我们已经构造了 [E >4] 个扩张9>的 同构. 因为对于每个扩张 f 的 r 
都有某个旁«*( 0 ) -* 4'( o '> 使得 r 丨 *( o ) = 所以再没有其他的同构. 

(B > 在 （ I > 中取 * = 〆，和9>=1*. ■ 

例 4. 8在定理 4.7( »>中，可分性的假设是必要的.在例 4. 5中者到，如果々=匕（0且 0 
是1〃一<的一个根.则 E = A ( o ) 是一个不可分 扩张. 此外 ， Cr — ,从而 o 是这个多项 

式的唯一的根.因此，如果 <»€ Gal ( EAk ). 則命題 4. 1表明 〆 a > = 0 . 因此由引理 4. 2, Gal ( E /«) = 
⑴，从而此时 I GaK £：/*> |<[ E « *] = /». _ 

系 4.9 设 £7* 是 n 次可分多項式 /( i ) 6 AO ] 的一个分裂城.如果 /( x > 是不可约的，則 
n|| Gal(£/A) |. 

证明由定理 ， I GaKE /« 丨= [£> *] .令 a e £ 是 /( or ) 的一个根，因 /( i > 是不可约的，所以 
[*( a ) 1 *] = ”，且 

[E < *] = [E « *(a)][iKo) » « = »[E« *Ca)]. ■ 

在命题 4. 38中我们将看到，如果 E /4 是可分多项式的分裂域，则 E / A 是可分扩张. 

下面计算 QO ] 中几个特殊多项式的伽罗瓦群. 






例 4. 10 ( 丨 ） 设 /(jr) = j： 3 —leQDr] •现在 /U> = Oc-l>(J： 2 +x+l)， 其中 x 2 +:c+l 

是不可约的（二次公式表明它的根《和5不在 Q 中〉. fU) 的分裂域是因 《 2 = S , 从而 
[QU>)|Q] = 2. 所以根据定理 4.7 ( ii ), |Gal(QU)/Q>| = 2, 它是2阶循环群，它的非平凡元 
索是复共轭. 

C ii ) 设 _A：r) =ar 2 -2 6 Q[x ], 现在 / Or) 是不可约的，根为士及，从而 E = Q <及）是分裂 
域.根据定理 4.7( ii >,丨 Gal(E/Q> | = 2. 现在 E 的每个元索有形如 u +6及的唯一表达式，其中 
a. [定理 3.117( V)].易知由<»:<1 + 6及1-«1-6及定义的 <r» £■*£ 是 E 的固定 Q 的自同构， 

所以 GaKE/ Q ) = <<»>, 其中 《r 交換及和一 

(iii ) 设客( 0：〉= x 3 ■— 2备 Q[a:]. g(.x) 的根是0,010，《0 2 0，其中<1 = ^1"，它是2的实立方根， to 是 
次单位 原根. 易知 g(:c > 的分裂域是£=(3(«,0»).因为在 Q 上不可约（它是没有有理根的三 
次多项式）， 内此 

[£' Q] = [E« Q( a )][Q(a) ' Q] = 3[E> Q(«)], [M] 

现在因为 Q( a > 中的元索都是实数，而复败》不是实数，从而•所以 [ EiQll - HGaKE / 

Q ) l >3. 另一方面.我们知道 GaKE/Q) 同构于 S 3 的一个子群，因此必有 GaKE/Q >兰 S 3 . 

(IV)在例 3. 122中考察过 /(；r) = x 4 - 10x 2 + 1 6 QO], 可知 /(x) 是不可约的.亊实上， 

/(• r > = irr (#， Q )， 其中 如采 E = Q (/» ,则 [£« Q ] = 4•此外，£:是 /( x ) 的分裂域，其 

中/( X )的另外4个根是- + 及 一万. 由定理 4.7( »), 如果 G = Gal (£/ Q >, 则 
I G I = 4. 因此 G 岂或£；兰 V . 

在例 3. 122中还看到，£包 含及和 如果 <7是£的固定 Q 的自同构，因为 <<r (及= 2 ,从 
而 乂及）！“及，其中 “=士 1. 所} }X PiJT) = = u = u l 芯=找、 同样./(万） 

如果 0 是/(0：> 的一个根，则 0 = “及 + t » V 5 ■，其中 tt，V= 士 1, W 此， 

a 2 la) = ua l (-ll) + va 2 (.-/3) = u^/2 + v-/3 = a. 

引理 4. 2 给出对一切 a e Gal(£/Q), ff 2 = 1 E , 从而 Gal(E/ Q > 兰 V . 

还有 53 •种方法计算 G-GaKE/Q>. 在例 3.122 中我们#到 £： — Q (万 +V?〉= Q (及,万〉也是 
K (^ = U 2 —2)(/ — 3) 在 Q 上的分 裂域. 由命理 3.120( ii). 存在自同构？>， Q(A) — Q(V?> 把 
^H--V2. 如同我们在例 3. 122中注意到的，(及)，从而 _r* 一 3在 Q (及> 上不珂约.引理 3. 130 
证明？ 1 可以扩张为 A 同构4>| £-E, 当然 Gal(£：/Q>. 有两种可能： ® (vf> =±^5■•亊实上，现 
在易知 GaKE/Q> 的元索对应于四群，它由恒等置换和下列三个置换（用轮换记号 表示〉 组成， 

(72, -J2)(.^3,J3)AJ2,-J2)(.^3,-J3), (72,^2)(^3,-^3). _ 

下面是伽罗瓦群的两个较一般的计算. 

命题 4.11 如果 m 是正整教，*是域，且如果 E 是 jr " •一1在 A 上的分裂城，« GaKE / H 是阿 
B 尔群. 事实上， GaKE /*) 用构于乘法蜱 1/0^) 的一个子觯， [/(!„,) 是满足 （ i , m 〉 = 1的一切 [ i ] 

的乘法群. 

证明先 假定*的特征不整除由例 4.6, £包含一个 m 次单位原根 a ，从而 £ = ««).£： 中 
— l 的一切根的群是循环群，比如有生成元从而如果 GaKE/4), 则它的限制是循环群<„> 

的自同构.因此 <r(») 必也是 U> 的生成元，由定理 2.33( I = 1•易知 ，•在 modOT 下是 



144 


第 4 章 


唯-确定的，从而函数 PGaKKoO / ik )— IKL 〉 （定义为如果 《»(«>=«', 则 P (< T ) = [ f 〕） 是合理定义 
的.现在 P 是同态，这是因为如果 r (« u > =«、则 

rff(ai) = r(o»') = iai'y = afi. 

最后，引理 4.2 表明9=是单射. 

现在假设 A 有特征 p 且》«= 〆 》,其中 ptn . 由例 4.6, 存在 n 次单位原根《>,我们断言£ = 
是 y »- i 的一个分 裂域. 如果？-=丨，則1 = = (5" 〆 .但因 * 有特征因此 〆 次单位 

根只有1,所以£-=1,即？: 于是简化成第一段的情形.[事实上，此时有更强的 结果： 

GME / k ) 同构于乘法群 Lf ( I .) 的一个子群 • ] ■ 

注从命*我们不能得到如下的结论，即给定任一有限阿》尔鮮 G , 存在某个整教 m 使得 
G 同构于的一个子群 • 

定理 4. 12如果/<是素教，則 

GalCF p ./ F ,) Sl .. 

且一个生成元是弗罗贝尼乌斯 F < 

证明设 9 = />",G = GaKF , 次•因为 F , 有特征 />. 所以有 （a + «， = + M , 从而弗罗 

贝尼乌斯 F 是域的 同态. 和任一域的同态一样， F •是单射.因1%有限，根据习睡 1.58, F 必是 
同构 I 即 Fee . 

如采是一个本原元素， W 由系 3. 128, «/(:«:) = irrG ,^) 的次败为 n , 从而根据定理 
4.7( « ), | C | = ». 只*证明 F 的阶•不小于 n . 如果对 ）<” 有户 = 1 F _ ，则对于一切 9= p ” 个元索 
“6 F , 有“ 〆 =«,这就给出多项式：太多的根. ■ 

下面是引理 3. 130的一个优卖推论，它说明在伽罗瓦理论和多边形的对称性之间的相似中，不 
可约多项式对应于正多边形. 

命題 4. 13 设是 是城，并设/ >(:r) 6 吒 J ：] 无 重根. 如果 EA 是/ >(_r) 的分裂域，则 p(_r> 是不可 
约的逛且仅当 GaKE/*) 传递地作用于 p(x) 的根上. 

证明假定/ >(■!) 是不酊约的，设0,乡€ E 是/ 的根. 根据定理 3. 120 ( I ), 存在同构 
«<»)- A (/ S ) 使得 f ( a ) =卢•'且冏定奴引理 3.130 证明， f 可以扩张为 E 的固定 ♦的自 同构屯 
即4« € GaKE /*). 现在 4>( o ) = f ( a ) = ^从而 GaKE /*) 传递地作用在根上. 

反之，假定 GaKEAt ) 传递地作 用在 〆 i ) 的 根上. 如果 〆 是分解为 《[>] 中 
的不可约因式的因式分解，其中则选取 9 l ( jr ) 的一个根《6£和》 2 (工〉的一个根芦 €£：. 由假 
设，存在 Gal (£： M > 使得 〆 《) =/!现在由命埋 4. 丨， 的根. 然而，因为 pU ) 没有 
重根，所以/9不是 9 l ( h 的裉，这是一个矛盾.所以/=1,即 〆 x ) 是不可约的. _ 

现在可以给出系 4.9 的另一个证明.定理 2.98 说，如果 X 是一个 G - 集.则 | G | =丨 0<: r ) | 
I G , 丨，其中 CK : r ) 是 jreX 的 轨道. 特别地，如果 X 是传递的 G - 集，则 | XI 是 | G I 的因数.设 
/( X ) € «0]是可分不可约”次多项式，£74是它的分 裂域. 如果 X 是 /(_ r > 根的集合，则由命题 
4.13, X 是传递的 Gal ( E /«- 集，从而，” = deg (/> = | X I 是 I GaKE /*) | 的因数 • 

现在构成了对称群的一个类似物 e . 


© 实际上，史好的相似要涉及 欧几里 得空间 !《• 中的多面体以 代螯只 是平面中的多边形. 
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多边形 /j . 多项式 /( x ) e *[ x ] 

正多边形 . 不可约多项式 

的顶点 . /( X )的根 

平面 . /( X )的分裂域 E 

运动 . 固定*的自同构 

对称群 2 ： 03). 伽罗瓦群 GalCE/<i> 


下面是基本策略.首先，我们把经典公式（给出高达4次的多项式的根）翻译为 i 上的分裂域 
£的子域的语言.其次，把己翻译的域的语言再翮译为群的 语言： 如果存在 /( or ) 的求根公式，則 
G a l ( E /« 必是一个可解群（我们将立即定义）.最后，5次和5次以上的多项式的伽罗瓦群可能不 
是可 解的. 结论是存在5次多项式没有与经典公式类似的求根公式. 

4.1.1 求根公式与运用根式可解性 

下面立即就把多项式求根公式的存在性翩译为分裂域的子域的语言. 

定义 m 型纯扩张是《扩张;其中对某个 w 彡1有称扩张 K /< r 为根式扩张.如 
果存在城塔 

* = K, C K, S - G K, * K, 

其中每个 K <+1 / K , 都是純扩张. 

如果 u " = <»€夂则 《«) 是添加 a 的-•个 m 次根到《 得到的. 如果 AGC , Wa 有 m 个不同的 
根，即《, 0> “，0» 2 1 /,-,0/"—«,其中(《=« ： 2 «* / " 1 是》1次单位原根.更一般地，如果 * 包含 m 次单位根， 
则 m 甩纯扩张 i ( u ), 是 ■ r -'— a 的分裂域.并非 C 的每个子域都包含一切单位根，例 
如 Q 中的单位根只有丨和 一1. W 为要4找的公式涉及开方，所以假定 i 包含适当的单位根总 P 是 
有利的. 

当说到多项式 /<•>•> 存在类似二次公式那样的求根公式时，我们的意 思是用 /( t ) 的系数组成的 
表达式给出 /(•>■> 的根. 这个表达式可以使用域的运算.常数和开方，但不涉及用到余弦、定积分 
或极限 ••类 的其他 运算.，我 们提出 /( jO 运用根式可解后，上面非止式描述的那种求根公式可以 
W 确化，现在定义 /( d 运用根式吋解. 

定义设 f (. x ) 6 有分裂域 E . 如果存在根式扩张 
* = K „ C K , £ - £ K , 

使得 EQK ,, 我们说 f (, x ) 运用根式可解. 

对每一个域*和每一个 m > l , 我们证明多项式 /(_«■> = y ■ —1 运用根式可解.回忆由 

/(： r ) 的分裂域 £/ i 中的所有 m 次单位根组成的集合 r m 是循环群，比如说具有生成元 f . 注意 
I r m I = m , 除非是 有特征 p >0 且/» I m , 此时 I L 1= 其中 m = 且现在 E = 
« f ), 因此 E 是 t 的纯扩张，从而 EA 是根式扩张.于是， / Cr > = or ■" —1运用根式可解. 

下面通过考虑小次数多项式的经典公式来解释这个定义. 

二次多项式 

如果 fU ) = x 2 +&r + c , 则二次公式给出它的根为 


[2061 


~2 (一厶 ± V 1 ^ 2 — 4f ) • 
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令是 = Q <6, c ). 定义 Ki =*(«)，其中則/^是*的根式扩张，因为此外，二 
次公式蘊涵是 fU ) 的分裂域，所以/( I )运用根式可解. 

三次多项式 


设 /( JO 作变童替换 ； f = a —"|"6 产生一个新多项式 
f ( x ) = a ： 3 + 9r + reiM >], 它和/( X )有相同的分裂域 E [因为如 果“是 /<: r ) 的根，則 《 i —|^ 是 

/( I )的根 ], 从而 /( d 运用根式可解当且仅当 /( d 运用根式可■解.1515年 ScipiodelFeho 发现了 
三次公式的一个特殊情形，1535年 Niccolo Fontana ( Tartaglia ) 和 1545年 Giralamo Cardano 完成 
了剩下的情形. H 次公式给出 /0 r > 的根为 

g + h 9 (og + to 2 h 9 <o 2 g uth « 

其中 〆 =j(-r+yj?),A =- q /3g,R = r t + ^q 3 , a) =- + + i f 是一个三次单位 原根 . 

三次公式是如下导出的.如果 u 是 /( x ) = P +9 r + r 的一个根，记 
u = g + h. 

并代人得： 

0 = /(«) = /(g + h) = g 3 +h 3 + (3g/i +q)u+ r. 

现在二次公式可以改 述为： 给定任意一对数《!,!；,存在（可能是复数）败/?,/■使得 
所以可以进一步假定3«^+ 9 =0,即 

g 3 +f> S =— r,gh =— -|- 9 . 


:次方后 一 个式子，得一对 方程： 


由此得到 g 3 的二次 方程: 


* 3 +/. 3 =-r 

«*+ rg 3 -^ 


: 0. 


二次公式给出 


* 3 = 7(-^+^+^9 3 )= j(-r+y^) 

[注意 A 3 也是这个二次多项式的根，从而 A 3 =+( — r — 有三个三 次根： 和 J 奚因为 


有约束於=-| 9 ,所以它们每个都有一个“配偶”，就是/> =- g /(3«), - 9 /(3蜞> = o> 2 A 和 
— g /(3 ui Z g 、 = tvh . 

现在来看 / b ) 是运用根式可 解的. 定义& = k (^ R ), 其中 R = r 2 +^ 3 , K 2 = JMa 〉 ，其中 
o 3 = y(-r + V ^). 三次公式表明 K 2 包含 / U ) 的根 a +/9, 其中浮最后定义 K 3 = 
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K 2 U), 其中 (o 3 = l./Cx ) 其他的根是如和 + 两者都在 K 3 中，从而 ££K 3 . 

一个分裂域 E 未必等于 K 3 , 这是因为如果 /Cr) 的一切根都是实数，则 EGR, 而 K 3 ^R. 

三次公式一个有趣的方面是所谓的不可约案例，即对于 QO] 中一个有全部实根的三次不可约多项 
式，求根公式需要出现复数.（见罗特曼所著的< Galois Theory! ,第二版，99页）. 

不可约案例如果/0:)=/+辟+『€(5 0]是一个不可约多项式，它有三个实根，则任一包 
含 /(a：) 的分裂域的根式扩张不是实数域，即 K, SR. ® 

例 4. 14如果 / U) = a: 3 — 15jr— 126.則 9 =—15,r=-126，R= 15 376,#=】24.因此= 

125,从而 g = 5.由此 g/(3 玄）=1.所以 /( jO 的根是 

6,5a» + <o 2 = ~ 3 + 2i J 3 « 5o»* + a» = 一 3 — 2i ^ 3 . 

另一种方法，如果已经求出一个根为 6, 其他两个根可以作为二次多项式 /Cc>/(；c_6) =;c 2 + 6x+ 

21的根求出来. ■ 

例 4. 15三次公式用处不大， W 为它给出的根常常处于无法辨别的形式.例如，设 
/(I) = <*- l)(x-2)(a+3) - x* -7x + 6. 

三次公式给出 

g+h ^VK -6 +V^) + Jy (~ 6 VD. 

根本看不出 /!：•+A 是实数，更不用说是一个 整数. 三次公式还有另一种形式，它厲于 F. Vi6te, 他 
给出的根用=角函数代咨根式（见我的书< A First Course in Abstract Algebra) 360-362 页）. _ 

四次多項式 

设/(X) = X * + 6太 3 +汉 2 + 4 « + *,令*=(3(6， < :, < /,*).作变世替换；：=:-+6产生新多项 

£,/( x ) = x 4 + qx* + nr + j € 此外，如果《是尸(1 > 的根. 則 “一+6 是 / Cr) 的根，所以 

/(i) 的分裂域等于/(4：> 的分 裂域. 四次公式于1545年由 Luigi Ferrari 发现，但下面的形式是 
1637年笛卡儿 （R. Descartes ) 提出的.在 C [x] 中分解/(之>, 

/(•r〉 = x 4 qr 2 + nr + j ■ (X 2 + jx+t )(x 2 — jx 4 - m ) * 

并确定 j ，彳， m. 展开后由同次项系数相等得方程 

t + m — ) 2 = 
j(m — f ) =ri 
tm =^ s . 

前两个方程给出 

2/w = > 2 + g 4- r / j % 

2< = , + 9_r". 國 


用这些值替换第.个方程中的 m , « 产生预解三次多 项式： 

0*) , +29 (> 2 ) 2 + W~ 4s)/-r 2 . 
三次公式给出户，由此可确定讲和<,从而得到四次多项式的根. 
和三次多项式的悄形一样，定义纯扩张 

* = K 0 S K! C K 2 £ K 3 , 



148 


第 4 章 


國 


从而 J ' 2 €尺3.定义尺4 = &(_；•)( 从而 m ， < € )• 最后定义 Ks = h ( f / j z — 4 < ) 和心= 

K , Wf - 4 m ) [给出/(文> 的二次因式/+知+ <和 X 2 — 扛 + m 的根]•四次公式给出 E £ K 6 . 

刚才已经看到二次多项式、三次多项式和四次多项式是运用根式可解的.反之，如果 /Cc> 是 
运用根式可解的多项式，则存在所要求的那种用它的系数表示它的根的公式.假设 
* = K 0 S & £ …£ K , 

是根式扩张使得分裂域令 * 是 / Cr ) 的一个根.现在其中“是某个元素 
的 m 次根；闪此 z 可用“和^：,.^ 表示； 即 z 可用石和 K,y 表示.但 K,_| =K,-2(w). 其中的某个幂 
在 2 中.因此 z 可用 u, v 和 K,_ 2 表示.最终， z 可由类似于那些经典公式的一个公式表示. 

4.1.2 转化为群论 

这个策略的第二步涉及研究 /(d 运用根式可解对它的伽罗瓦群的影晌. 

假设 Hu>A 是6塑纯扩张，即 Jet 现在是2型纯扩张，因为（ II 3 ) 2 = « 8 6 而 
k ( u )/ k ( u 3 ) M 然是 3 S ! 纯 扩张. 于是4<«>/4可以换成2窀和3型纯扩张的塔更 
一般地，耐以假定给定一个纯扩张的塔，每个域是它舫一个上的索数铟纯 扩张： 如果 ziGiKtt〉 是 m 
型的，则分解 m 为 m = ^ …心，其中所有(不必 不同） 都是素数，把 ASKu) 替换为 
* G k ( u m/ "> ) C k (. u m/ "> f i ) C ••• C k ( u ). 

下而是关 《 结果.它可以把运用根式的可解性转化为伽罗瓦群的语言. 

定理 4. 16 设 4SBSE 是一个域塔， e*0],B 是 /(I) 在 A 上的一个分裝域， E 是 
在 i 上的一个分 SL 城， 》J Gal(E/B) 是 Gal(£/t> 的正规子鮮，且 
Gal<E/*)/G«l(E/B) ^ GaKB/A). 

证明 = 其中 々 ，•••，*, 是 /(■!•)#£. 的根.如果 <reGal(E/A), 则根据命题 

4 . 1 ( i >,(T 置换 〜.•••，*,( W 为 <r 固定 *), 从而 《 r(B) = B. 定义 pi Gal(E/« — Gal(B/*> 为 oh * 
a I B. 如同定理 4 . 3 的证明.易知 p 是同态且 ker/j^GaKE/B). 山此 ,Gal(f：/B> 是 Gal(E/«) 的正规 
子群. 但是 满射： 如果 r € Gal<B/ 4 ), 则根据引理 3 . 130 , 存在€ Gal(E/« 是 r 的扩张[即 
B = r]. 由第一同构定理，定理得证. ■ 

当应用定理 I. 16 的时候.滞要用到下面 一个技 术性的结果. 

引理 4. 17 ( I ) 如果 B = iK 0| •…, 0 ,)是城 * 的一个有限扩张，則存在有限扩张 E / B 使得 

成为某个多項式 / Cr > €务1>]的分裂城（次數最低的这种扩张叫做 B /4 的正规 © 闭 包〉. 此外， 
如果每个 a ,. 在走上可分，则可选取 / Cr > 为可分多項式. 

(ii ) 如果 B 是 A 的根式扩张 ， W ( i ) 中的扩张£7是是*的根式扩张. 

证明 （1>根据定理 3 . 120 ( | ), 在 A|>] 中存在不可约多项式 p,_(x> = irr(«, •，幻 使得对每 
个 i 有/>〆《;) =0,且有 /(:>:> = />“ j ) …的分裂域 E 包含 B. 如果每个 0 ,.在《上可分，则每个 
/ >,(o：) 是可分多项式，因此 /(•«：) 是可分多项式. 

(ii >对任一多 项式内 U ) 的每一对根 0 和 0 '.存在同构 y > Ha ) 它固定且把 a h - 
<»', 这是因为 Ko ) 和《«/)都同构于*|>]/(九.(1>>.根据引理 3. 130,每个这样的 y 可以扩张为一个 
自同构 a ^ G — Gal ( E / i > •从而 E = A(a(ui) f — ,a(u,) « <r 6 G ). 


© 如果扩张 E / t 是 40 ] 中某个多项式集合的分 S 域. W 常称£/»为正规扩张. 
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如果 BA 是根式扩张 ，则 

k ^ k(.Ui ) Q Hui ，《 2 ) G … G k(ui ，… •!!,）= B , 

其中每个 k (. u \ ，…， 《汗〗）是 ，•••，《,) 的纯 扩张. 当然，对每个攻€ G , c ( B ) = 走>，•••， 〆 》!>) 

是走的根式扩张.现在证明 E 是々的根式扩张.定义 

Bi = k(a(ui ) 1 6 G). 

现在如果0= U ,< y ， r , …），则域塔 

k C k(ui ) C k(ui *a(u])) Q iK«i 9 a(ui ) ， r(«i)) S … Q Bi 
表明 ^ 是 / fe 的一个根式扩张.例如，如果 < 在 A 中，則= rUf ) 在 rU 〉 = * 中，因此 
1'(« 1 )"*在々£(11 1 ^(« 1 >)中.由归纳假设，假定已经构造了一个根式扩张 B ,/ ★，它 包含一切满足_ 
)<»• 的 iaUj ) t 0 eG ). 定义 

Bf+i = B, (a( 11,4-1) * a 6 G). 

易知 是根式 扩张： 如果 « r+i 6 Hu x ,•••,«•> ，期 rCii ^ i )- 6 MrCm〉， … C B ,， 从而 

坎 +1 是 A 的根式扩张.最后，因 E = B ,, 从而证明 E 是 ★ 的根式扩张. ■ 

现在给出我们所一直寻找的翻译的核心. 

引理 4. 彳8设 

K 0 Q K , C K 2 Q •- Q K t 

是城 K 0 的一个根武扩张.假定对每个是 K , 」上的素數 p , 型纯扩张，其中九关 
chaKfCo 〉， 且 / C 。 包含所有/>,次单 位根. 如果 fC , 是 Ko 上的分裂城，則存在子群年列 
GaK ^/ Ko ) =⑴， 

其中每个是 G , 的正规子蛘， 丘 是素數阶循 环群. 

证明对每个*•，定义 G , = GaK ^/ K ,). S 然 

Gal ( K ,/ K 0 ) = G 0 ^ G , ^ G z > -> G t « <1} 

是--个子群 序列.因^ = K〆*!) •其中€ /CpchaKKo〉 关么 和 /Co 包含一切九次单位根的假 
设菹涵 K 0 包含一个/ 次单位原根因为是多项式 —的根，所以 K, 是可 
分多项式〆 | 一 Z 的分裂域.现在应用定理 4. 16可知， h = GaK^/K,) 是 G。 = GaKK,/K。） 的 
正规子群，且 G 0 /Gi 兰 GaKK/fCo). 根据定理 4.7 ( y ). G 0 /G x ^l Pr 该论证可对每个，重复 
进行. ■ 

引理 4. 18导出下面的 定义. 

定义群 G 的正规列 ㊀ 是括子群序列 

G = G 0 > A > G 2 > …> G , =⑴， 

其中每个•的正规子群 • 该序列的因子群是指商群 

Go/Gj fG \/ G %♦••• » G M — j / G ,. 

称有限群 G 是可解群，如果它有一个正规列，且该正规列的每个因子群的阶都是素数（无限可解群 

© 该术语并不十分标*.我们知道正规性是不传递的，即如果 f /< K 是鮮 G 的子群 • WH < JK , mK < dG 未必有//0 
G . 称子屏为次正规子鬌，如果存在链 

G - Co ^ G , 彡 G * » G , = «， 

其 中对切 本*文中定义的正规蚵有些作者称之为次正鴂荈，他们把正規刊的名称留给这样的序 
列，即其中每个 G , 都是大 》 G 的正规子屏. 
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[2l2l 的定义见286頁>. 

用该定义的说法，引理 4. 18 就是： 如果 K , 是的根式扩张且 K。 包含适当的单位根，则 
Gal(K,/K 0 ) 是可解群. 

例 4. 19 (丨）根据习埋 2.86( H ), 每个有限阿贝尔群 G 有指数为索数的子群（必定是正规 
的）， 从而可对丨 G 丨用归纳法推出每个有限阿贝尔群都是可解群. 

( II >证明 S 4 是一个可解群.考虑子群链 

S 4 ⑴， 

其中V是四-群， W 是V的任一个2阶子群.注意，因为V是阿贝尔群，所以 W 是V的正规子群. 
现在丨 S ,/ A 4 I = i S 4 I / I A 4 I = 24/12 = 2, I Ajy 1 = 1 A 4 I / I V |= 12/4 = 3, I V/W | = 
I V| / I W| =4/2 = 2 以及丨 W /{1) | = | W |=2. 因每个因子群的阶都是素数 ， 是可解群. 

(ID〉 一个非阿贝尔单群 G 是不可解的，例如 G_A 5 , 因为它唯一的真正规了 •群 是丨1丨，且 
G/ 彳1>兰 G 不是索数阶循环群. ■ 

下一引理中关于单位根的笨拙假设将很快被移除. 

引理 4. 20设★是城 • 并设运用根式可解，从而存在根式扩张* ■"KoSKiQ … 
其中 K, 包含 /(x) 的一个分裂域 £. 如果每个 K/Kid 是一个素教/>,型纯扩张，其中户 ，•关 
chart*), 且如果*包含所有 />,• 次单位根， 則伽 罗瓦群 GaKE/A> 是一个可解群的商群. 

证明存在素数型纯扩张的塔 

* = K 0 S K| S K 2 S … S K, , 

其中 EGff ,. 根据引理 4. 17,可骹设 K , 也是4|>]中的某个多项式的分裂域.关于 ife 的假设使得能 
够应用引理 4. 18得知 Gal ( K ,/ A ) 是可解群. ㈥ 为£:和 K , 都是 A 上的分裂域，定理 4. 16给出所要 
证明的 Gai ( K ,/*)/ Gal ( K ,/ E ) ^ Gal (£/« . ■ 

命题 4. 21可解群 G 的每个商群 G / N 也是可解群. 

证明 &G = G 0 > Gi >G 2 >.">G, = {1} 是可解群定义中的子群 序列. 因为 N<]G, 对所 
有 “NG, 是 G 的子群，从而有子群序列 

G = G 0 N > G t N » G,N = N>{1). 

这是-•个正规列 t 利用明 M 的记号， 

國 ( g , r ,) G i + l N ( gi ny ' < gfi i + i NgT l = gi G i+lgi 'N ^ G i + l N , 

第一个不等式成立是因为 WGi+iAOiT 1 < (G 1+ ,JV)(G i+ ,N) = G 1+I N( 因 G i+1 JV 是子 

群） ； 等式成立 珐丙为 Ngf 1 = gfN ( 因 N <\ G , 从而它 的右陏 集等于它的左陪集） > 最后一个不等 
式成立是因为 G <+1 <3G;. 

第二同构定理给出 

Cj _ G,N 

G, 门 (G I+I N) = G 1+1 N _ G (+I N* 

最后一个等式成立是因为因 G i+1 <G,nG i+1 N, 第 三同构 定理给出满射 G,7G i+1 - 
Gi/CGi PI G i+1 N], 从而复合是满射 C./G.+, — G,N/G i+1 N. 因 G,/C I+1 是索数阶循环群，它的象不 
是索数阶循环群就是平凡群.所以 G/N 是可解群. ■ 

命题 4.22 可解群 G 的每个子縟 H 是可解群. 

证明因 G 是可解群，存在子群序列 
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G = G* > G, > G：! > …> G , =⑴， 

其中对所有《_， G , 是中的正规子群，且 Gi^/G, 是循环群.考虑子群序列 
H = H n Go > H n G, ^ H n c 2 > - ^ H n G, = {1}. 

这是一个正 规列： 如果 /«,+, e HD G.-h 且 g, e H a G, •，则丙为 g, ,A i+1 € H, 从而 gi h i + l g 7 l € H. 
因为 G i+1 是 G; 中的正规子群，也有 e G i + l . 所以 gi h i + l g 7 l 6 H n G i+1 , 从而 
h n g ,+, < h n c,. 最后，第二同构定理给出 

(Hfl G,)/(H n G 1+1 ) = (Hfl G,•>/[(« n G.) 门 G 1+1 ] 

名 G i+l (HnG i )/G i+ 卜 

而最后一个 （商） 群是 G / G i + l 的子群.因一个索数阶循环群 C 的子群只有 C 和{1丨，从而非平凡 
的 因子群 是素数阶循环群.所以 H 是可解群. ■ 

例 4. 23在例 4.19( li > 中，我们证明了 S 4 是可解群.然而，如果 n >5, 对称群 S , 不是可解 
群.相反，如果 S n 是可解群.则它的每个子群也是可解群.但 A s < S s < S „, 且為 5 不是可解群， 
因为它是一个非阿贝尔单群. _ 

命题 4. 24 如果 H<|G 且 H 和 G/H 两者都是可解群， HG 是可解群_ 

证明因 G/H 是可解的，存在正规列 

G/H 彡 K ; >K； X =⑴ 

具有索数阶因子群.根据群的对应定理，存在 G 的子群 

G > K t 彡 ff 2 = H. 

其中对一切 =/ C 且尺; +| <1尺 ; .根据第气同构定理，对一切《’， 

K'/K^, SK,./K, m , 

从而对一切 i , K t / K i+l 是索数阶循环群. 

芮 H 是可 解群. 存在 正规列 

H > H , > H 2 > … H , =⑴ 

具有索败阶因子群.把两个序列连接起来， 

G > 心 > & » K „ > > H 2 彡. •• =⑴， 

得到 G 的有素数阶因子群的正规列. 函 

系 4.25 如果 H 和 /C 是可解群，則 HXK 也是可解群. 

证明因兰 K, 从命® 4. 24立刻得到结果. _ 

回到域，我们现在可以给出判别一个多项式运用根式可解的主要准则. 

定理 4.26 ( 伽罗瓦）设 /( x) €♦(>], 其中*是城，并设 E 是 /( jO 在 i 上的分裂城.如果 
fU ) 是运用根式可解的，«它的伽罗瓦群 GaI(E/4) 是可解群. 

注 S/fe 有特征/>>0时，逆定 a 不成立（见 命题 4.56>，但当*有特征0时，逆定理成立 
(见定理 4.53). 

证明在引理 4. 20的证明中，假定基础域包含某些 p, •次单位根（素数九是纯扩张的类型）. 
定义 m 为所有这些/>,的积，定义 E •是 ：r" •一1在 E 上的分裂域，并定义 K =Kfl), 其中口是/；* 
中所有 m 次单位根的 集合. 现在£■是 /(or) 在 K 上的分裂域，从而根据命题 4.21, GaKE*//T > 
是可解群. 
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考虑塔 * S 4* SE * ,根据定理 4. 16,有 Gal ( E */ ik ' )< JGaKE */«, 且 
GaKE * /*)/ Gal ( E * / k ' ) ^ Gal (** /*). 

现在 GaKE^/iT ) 是可解群，而 GaKK /« 是阿贝尔群，从而根据命理 4. 11，它也是可解群 • 所 
以根据命超 4.24, GaKE */ t > 是可 解群. 最后，因为塔满足 E 和 E •都是 4[: c ] 中多项 
式的分裂域 [£：• 是 (; c " — l >/<： r > 的分裂域]的假设条件，我们可以再一次应用定理 4.16. 由此得 
到 GaKE * /*)/ Gal ( E * / E ) S Gal ( E /4>, 因 GalCE /*) 是可解群的商群，从而 GaKE /*) 是可解群. 

■ 

回忆如果*娃域， £ = A ( yi ，…，九） sFracUbp …，; y ,]) 是有理函数域，則*上”次一般多項 

式是 

• (x— y\ )(x — j»i) — (x— >,). 

伽罗瓦定理足以证明一般五次多项式不存在二次公式的推广. 

定理 4. 27 (阿贝尔-魯菲尼） 如果 n >5, 則城 4 上的 n 次一般多碩式 
/(x) = (.X — yi)(x — y t )—(.x~ y m ) 

不是运用根式可 解的. 

证明在例 3. 125中可以看到.如果£：=>(》，••• ,_)>»> 是系败在域《中一切 n 个变量的有理函 
数 的域. 又如果，其中 a , 是 /(: r ) 的系数，则 E 是 / U 〉 在 F 上的分裂域. 

我们断言 Gal <£/ F ) SS ,. 习埋 3 M 7( i >说明如果 A 和 R 是整环且 f « A — R 是同构，则 

是同构 Frac ( A > - Frec ( R >. 特别地.如果<^65,,兩存在由5 •/( M ，… ，: yj h /(心，…， 
: y „> 定义的虬力， …，; yj 的自 同构心 即5恰好 * t 换各变薰.且5可以扩张为£： = FracUb 】 ，…， 
: y ,]> 的自 同构， .198 页等式（1>表明 〆 固定 F , 从而， 6 Gal ( E / F ). 由引理 4.2 易知 卜 〆 
是单射 S , — Gal (£：/ F >, 从而 I S , |<| Gal (£7 f 〉 I . 另一方面.定理 4. 3表明 GaKE / F 〉 可以嵌人 
S B , 从而给出反过来的不等式 I Gal (£：/ F ) |<| S , I • 所以 Gal ( E / F ) 兰 S ,. 但根据例 4. 23,当 
»|>5时5„不是可解群.从而定理 4. 26表明 / U > 不是运用根式可解的. _ 

我们知道 Q [ x ] 中的某些五次多项式是运用根式可 解的. 例如 X s _1 是运用根式可解的，这是 
W 为根据命题4.11，它的伽罗瓦群是阿贝尔群.另一方面.可以给出 QO ] 中的特定的五次多项 
式，它不是运用根式可解的.例如 /( x > = i *—4 ；r + 2 e QDr ] 不是运用根式可解的，这是因为可 
_以证明它的伽罗瓦群同构于 S s (见习题4.13〉. 


习题 


4.1 给定 m ， v 6 C ， 证明存在 g，A € C 使得 m = g + =的 . 

4.2 证明当*的特征等于2时，二次公式对02：*+^ + (：6^>]不成立. 

4.3 ( I ) 求 /Or) - x 3 - 3 x+l 6 Q [ x ] 的根. 

( ii ) 求 /( x > = X 4 — 2/十— 3 e Q [ x ] 的根. 

4. 4设 fix ) €曰>]并®设 fix ) 是首一多项式，其中£是域，并设 a : £：— £：是自同构.如果 fix ) 分裂且 a 
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固定 / Or > 的每个根，证明固定 /(: r > 的每个系数. 

4.5 (配连无 理性〉 设是 /( x ) 6 的分裂域且伽罗瓦群 G = Gal (£：/ b . 证明： 如果是域扩张， 

且 f 是 /( d 在 f 上的分裂域 


£• 



则限制 | E 是单同态 

GaKE * /** ) — Gal ( E /*). 

提示： 如采 GaKEViT 〉 ，則 a 置換 / Cr ) 的根，从而 a I E 6 Gal ( E // k ). 

4.6 ( 丨 ） 设 £/ A 是域扩张， /( x >6 轧 x ] 是可分多项式. 证明： 当把 /( or ) 看作 fCO ] 中的多项式时 ，/( x ) 仍 
是可分多项式. 

< 1 >设々是域，/( < 10 ，客( 0 ：>€叫>]. 证明： 如果 /( x ) 和部是珂分多项式，则它们的积也是可分多 
项式. 

4.7 设々是域， / Or ) € 40] 是可分多项式.如果 E /4 是 /( or ) 的分裂域，证明 /( x > 在£中的每个根都是* 
上的可分元素. 

4.8 设域扩张 K /4 是多项式 / Cr 〉€ M >] 的分裂域.如果 p (* r > eCr ] 是无重根的首一不可约多项式，且在 
JC |>] 中， 

= ^,(x)—^ r (x), 

其中 g . G ) 是 KO ] 中的首一不可约多项式，证明所有 g .(* r > 的次数相同.由此可知 dc g ( p ) = r ^ g ( gi >. 
提示： 在 〆 D / Xx 〉 的某个分裂域 E / K 中，设《是滅 ,（: r > 的一个根，芦是心（: r > 的一个根，其中*». 
存在间构 f * k(Q)-*k(p) 满足 <P( a ) = /9而固定 I 且9> 可扩张为 0 « £- E . 证明少丨 K 珐出 K[x] 的一 
个自问构把 g,U) 变到 g t (x). 

4.9 ( I ) 举出一个群 C ； 的例子，它有不是正规子群的次正规子群 • 

(II ) 举出一个群 C ； 的例子，它有不是次正规子«的 子鮮. 

4.10 证明对 于二次 多项式 /(: r > = or 2 +6 r + f 茫 Q [>], 下列陈述等价. 

(I >/ U ) 在 Q |>] 中不可约. 

( II ) - 4 ac 不是有理数 • 

( iii ) GaKQ ( Vb 2 - 4 ac)/Q ) 的阶为 2. 

4.11 ( I ) 设★是域， / Cr > € 是0]是户次多项式，其中/>是素败，并设为 /( x ) 的分裂域. 证明： 如果 
Gal (£： A > 兰 I ,，则 /( x ) 不可约. 

提示： 证明 / Cr ) 无重根. 

( II >设 EA 是有限扩张. i £ 明 £/* 是 ▲[>] 中的某个多项式的分 裂域， 当且仅当每一个在£:中有一个 
根的不可约多项式/ »(:«■> € 礼 x ] 在 £[ x ] 中是分裂的.（比较使用了可分性«设的定理 4. 34.〉 

4. 12 (丨〉证明： 如果是5 -轮换， r 是对换， « S s 由 U ， r } 生成. 

提示： 用习題 2.94( «)• 

(H >举出一个例 f 说明对于某个 n , 戈包含一个 n - 轮换 cr 和一个对换 r 使得 ( a , r ) ^ S .. 

4.13 设 /<■«:) = x 5 -4 x + 2 6 QO ]， 并设 G 是它的伽罗瓦群. 

( I ) 假定 / U > 是不可约多项式，证明 IG 1 是5的倍数.[可以用定理 6. 34即艾森斯坦 （ Eisenstein ) 
准则证明 /( i ) 是不可约的 .] 

( H ) 证明 /(: r ) 有三个实根和两个复根，当然两个复根是共轭的.由此推出，如果把 /( x ) 的伽罗瓦群 
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G 看作 S s W 子群，則 G 包含复共轭，它是 /(: r > 的根的一个对换. 
(_) 证明 G 兰 S s , 由此推出 /(: r > 不是运用根式珥解的. 

提不：用习腰 4. 12. 

4.2 伽罗瓦理论的基本定理 


伽罗瓦理论分析了域 A 的代数扩张£：和相应的伽罗瓦群 GaKE/A) 之间的联系，这种联系使我 
们能够证明伽罗瓦定理的逆 定理： 如果 i 是特征0的域，且 /(x) € 40] 有可解的伽罗瓦群•则 
/( t ) 是运用根式可解的.代数基本定理也是这种分析的推论. 

我们已经看到几个关于伽罗瓦群的定理，这些定理的假设都涉及成为某个多项式的分裂域的扩 
张.我们从下面的问題 开始： 是否存在扩张 E/i 的某种内在的性质可以刻画这种形成分裂域的扩 
张，而不涉及4|>]中的任何特定的多 项式. 由此产生了了解分裂域 E/4 的一种方法，就是在可分 
性和伽罗瓦群在£上的作用这两个环境中考察它们. 

设 E 是域， Aut(E) 是 E 上一切 （域）自同构形成 的群. 如果《是 E 的任一子域.则 Gal(£/« 
是 Aut(E> 的子群，因而作用在 E 上.只要有群作用在集合上，我们感兴趣的便是它的轨道和稳定 
化子，但现在要求被 Aut(E> 的某个子集 H 中的每个稳定的那些 E 的元素. 

定义如果 E 是城且 H 是 Aut ( E ) 的子集，«定义 H 的团定域为 
= {a 6 E: 对一切 (T 6 H , a ( a ) = a ). 

固定域 E H 的最重要的实例是当 > /是 Aut(E) 的子群时形成的.但也会遇到 H 仅仅是一个子 
集的情形. 

易知，如采<»€ Aut(E), 则 E» = {a 6 E > a ( a ) = d 是 E 的 子域； 因为 
E H = QE», 

从而 E H 是 E 的子域. 

在例 3. 125中，我们考虑了 (:V! ，… ，: y,), 它是系数在域4中的 n 个变量的有理函数域.也 

考嫌了 £的子域 /f = i(ao• fa.-]) ，其中 

/(X〉= (x — y t )(.x — y 2 )—(x — y a ) = a 0 + aj jr+ — +a,_ 1 x" -1 +x" 

是 4 上的 ；！ 次一般多 项式. W 为 E 是添加 /(h 的一切根，也就是一切 : y 到 K 形成的，从而知道£ 
是 /( a :) 在 K 上的分裂域.由于力 ，… ，: y •的每个*换可以扩张成 E 的一个 fl 同构，所以对称群 
S ,< Aut ( E ), 于是 K = £ s _. 常称 K 的元 索为* 上”个变量的 对称* 教. 

定义有理函教<?(々 ，…， xJ / ACa ，…， ，…， x,) 称为对称函败，如果置換它的变量 
保持函數 不变： 对每个 有 «(!„, ，— , x „'>/ h ( x , i ，— , x „) — ，— , ar,)/A(xj ，…， x „). 

198 页等式 （1> 中的各个多项式定义了对称函败的样本，它们叫做初等对称函数. 

下 -- 命题的证明几乎是显然的. 

命囲 4. 28设£是城，則从 Aut(E> 的子集 H 到£：的子域的函数 Hh*£： H 是反 序的： 如果 
H<L< AutC£),*J E L £ E H . 

证明如果 a 6 E L . 则对一切 € L , ff ( a ) = a •因 H < L , 从而对一切 ^ H ,< r ( o ) = a . 因此 
E L e E H . ■ 

例 4.29 假设*是£:的子域且 G = Gal (£/« •显然 i ^ E 0 , 但包含关系可以是严格的.例如， 
设£=£1(界>，如果 < reG = G a KE / Q >, 則 a 必定固定 Q , 从而它置换 /(aO = / — 2的根•但 
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/ Cr ) 的另外两个根不是实数，所以 〆 ％)=&根据引理 4.2, a 是恒等函数，即£° = £：.注意£： 

不是 /(： c ) 的分裂域. ■ 

我们紧接着的目标是确定次数[£:£°]，其中 G < Aut (£：>. 为此，引人特征标的概念. _ 

定义群 G 在域 E 中的 特征标 S 是指 （群） 同态 E x ，其中 £ x 是域 E 的非零元素的乘法群. 

如果 Aut (£：>, 则它的限制 E x : E x — 是 E ： 中的一个特征标. 

定义如果£是域且 G < Aut ( E ), « G 在£中的特征标的一个表〜 ，…， < r ” 称为无关的，如果 
对于任意的 q , …， € E , 且 

对一切工€6有 = 0， 

则一切 q =0. 

在例 3.82( Ifl ) 中，我们看到从集合 X 到域£的一切函数的集合 £* 是 E 上的向量空间，其中函 
数的加法定义为 

a + r ! xl -* a ( x ) + r ( x)t 

对 f € E , 标量乘法定义为 

at • xh ^ calx ). 

当 X 是群 G 时，刚才定义的特征标的无关性就是向燉空间 E x 中的线性无关性 • 

命 JH 4.30 (戴得金1 群 G 在域 E 中的不 S 特征标的每个表 q ，… ，〜 都是无关的. 

证明对用归 纳法.革础步 成立，这是因为对一切 ： r 6 G , 如果 《( x ) ■ 0,则不是 
c =0 就是 〆 •!：> = 0,但 W invr £ E x ，所以 〆 : r ) #0. 

假定”>1,如果特征标不是无关的，則存在不全为零的 使得 对一切 

Ciai ( x ) + ••• + C , ( x )+^.( 1 ) = 0. (2) 

可以假定一切 c ,? iO , 否 W 可以调用归纳假设而得出所两的矛盾.如有必要则乘以& 1 ,从而可以 
假定 c n = 1.因 A # A ，存在使 ( y ) 尹在等式 （2) 中用 yr 咎换 _ r , 因= 

Ciffi (>)< T |( j ：) + •••+ c ._, ( » 1 ,_ 1 ( y )(» 1 ,_ I ( x )+<».( y )<» 1 ,( x ) = 0, |220| 

现在该等式乘以 ^( y 广 1 得等式 

+ …+ ( y )« T,,-i ( x ) + ff ,,( x ) = o . 

从等式 （2) 中减去上面的等式得 n _ l 项 的和： 

— On < Oi (*) + C*[ 1 — o,(y) _l <^(>)]<»i(a:) + … = 0. 

由归纳 假设，每个系败 q [ l — 因从而对一切 《•<»» 有~ 1, 

特别地 , A (; y ) =的00,与: y 的定义矛盾. ■ 

引理 4. 31如果 G = ， …， 》,} 是域 E 上/!个不同自同构的集合，則 

[E : E °] > ”• 

证明假定 E °] = r < F « •并设 0| ，…， 知是£/£« 的基. 考虑£上》|个未知数 r ■个方程 


© 这个定义 是表示 论中的特征#的一个特殊 情形： 如果 a : G — GL (” 是同态 • 则它的特征标& I G - E 定义为对 
x ^ G * 


X 0 ( x ) = trace ( tf < x )) • 

其中矩阵的迹 ( trace ) 是其对角线元索 的和. 当 ”■ 1时 • GL (】 « £ x •且称= « Kx ) 为线性特征标. 
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的齐次线性方 程组： 

oi (ai + …+ <»• (ai ) x . = 0 
Ol ( a 2 )*1 + "• + »n (<»2 ).*» = 0 


( o r )xi + — +» II ( a r ) x 11 = 0. 


因 r< n ， 方程数小于变置个数，从而在 E- 中有非平凡解 （q ,•••,<：»>. 

现在要证明对任意# 6 於，灼<和 <：,+••• + «% (戽 <:• = (), 它与特征标 内 | E x ,-, ff JE x 的无关性 
相矛盾.因 巧 是 E 在芯* 1 上的基，每个 /96E 可以写作 

P = 2 biai . 

其中6; € E^. 方程组的第I ’行乘以得第 i 行为 

a \ ( ai > C | + ••• + »= 0 

的方 程组. 但因 6, 6 E °, 对一切 Wa %) - 6, = aj (. bi ), 于是方程组的第 i 行成为 
o \ ( biai)ci + ― + ^,,(6,0,)^ = 0. 

把一切行加起来得到 

0 \ + ••• + a u ( fi ) c m ® Ot 

nm 与特征标 &< r„ 的无关性矛盾. ■ 

命题 4. 32如果 G » ，…， <»■> 是 Aut ( E > 的子鮮，則 

[ EiE ^ IGI . 

证明根据引理 4.31, 只需证明[£|£°]<|^.如果[£： 1 £ 0 ]>”,设<0 <1 ,".,<« 11+1 }是£ <; 上 
的向*空间£:中的线性无关向量表.考虑有 /.+ 1 个未知数 n 个方程的方 程组： 


灼（叫 >々+…+灼 （叫 +i >工《 +1 = 0 


a„(an )x, + … + < r II (o. 1 , + i)x 1 , + ) = 0. 

在£：上有非平凡解（ 0| ，…,《, +1 )，我们进一步把它正规化.选取非零分 童个数 r 最少的一个解 
(^,•••,^,0,•••,<»< 对％ 重新标号，可以假定非零分II出现最在前面 h 注意 r^l, 以免 ffl (叫） ft 
= 0蠤涵 /J,=0. 如有必要乘以 ft ■的逆，从而可以假定厍 =1. 并非所有的 ft € E 6 , 以免对应于<»= 
1 E 的行违背<叫，…,叫+丨丨的线性无 关性. 最后一个傾设是 ft 不在 E° 中（也可以用重新标号叫的 
方法完 成). 于是存在 <7* 使得 <»* (ft >关 ft. 因疼=1,原始方程组的第> 行为 

tfj (o*i )ft + ••• +ff^C<u r -i 1 +o, (o> r ) = 0. (3) 

把 q 作用到这个方程组上得 

因 G 是群，叫丨， •“ 恰好是 (Ti 的置换•设 (7**^ = o,. ，方程组的第 i 行为 

« j ( a*i ) + •••+ ffi(» r _i )+ a ,-(« B r ) = 0. 

从方程 （3) 的第 i 行减去这一行，得新的方程组的第；行为 

»((•«! )[ft —< T * (ft >]+... = 0. 

因 A _< t*(A > 关0,我们便找到原始方程组的一个非平凡解，其非零分量的个数少于于是得出矛 
盾. ■ 

这些思想给出伽罗瓦理论的基本定理的证明中需要的一个结果. 
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定理 4.33 如果 G 和 H 是 Aut ( E ) 的有》•子群且满足 E ° = £ H ，則 G = 

证明首先证明如果 <re AuKE ), 则 0 固定 £ G 当且仅当 <» eG . 显然，如果 KG , 则<»固定_ 
E °. 反之，假定 < x 固定而<»66.如果 | G |=* i ， 则根据命题 4. 32, 
n = I G | = [ E « E °]. 

因 ( T 固定 E G , 所以有£°££ <：1 ^ | ,但根据命题4.28,反过来的不等式恒成立，所以£° = £°山》1. 

因此由引理4.31， 

n = [ E « £°] = [ E « GU << r > 1= n +1. 

得出矛盾 n ^ n +1. 

如果 < r € H , 则固定 E h = E °， 因此即 H < G . 用同样的方法可以证明反过来的包含 
关系成立，所以 / f = G . _ 

现在可以给出我们一直所寻找的分裂域的刻 W . 

定理 4.34 如果 £：/* 是有限扩张，它具有伽罗瓦群 G = Gal (£：/ A ), 則下列陈述 等价： 

< I ) E 是某个可分多項式 /(: r ) e *[ x ： 的分裂域 • 

( II ) k^EP. 

(lii >每个有根在 E 中的不可约多項式/ >( x ) € *[>] 在曰>]中是可分的和分裂的. 

证明（1> => (|>.由定理 4.7 (|) ， | G |= [£：: *]• 伹命 K . I .32 給出 | G |= [Ei E °], 所以 
[£>*] = [£•£«]• 

因 *<£°，因 itf 有 [E «*]-[£： | £°][£° | *]，从而[£° * *] = 1 M * = 

( II ) => ( Mi ). 设 P ( x > eM >] 是以 E 中的 a 为根的不可约多 项式. 并设集合的 
不同元索是 01 ，…，知 .定义 g (: r ) €现 •《：] 为 

霣 (j ：) = n(>r—a,+ ). 

现在每个 o 6 G 置换从而每个固定 g (_ r ) 的系数；即 # x ) 的系数在 E « = A 中. 因此 是 
M >] 中无重根的多项式.现在 〆 t ) 和在 F ： 中有一个公共根，从而它们在 E |>] 中的 gcd 不是 
1，根据系 3.41, 它们在 AO ] 中的 gcd 也不是 1. 闪 pU > 不可约，它必整除》{(: r >. 所以/ >( j ：) 无重 
根， W 而是可分的，且在£上分裂. 

( iii ) =» ( I )• 选取 〜€£：&〜 任 /L W 是有限扩张. a| 必 是 4 上的代数 元索. 设灼 （ _r> 

= irr(ai , k ) e *[ x ] & a , 的极小多 项式. 根据假设，/ (_ r ) 是可分多项式且在 E 上分裂.令 
是它的分裂域.如果 K I = E , 证明已经 完成. 否则， 选取巧 根据假设，存在可分 
不可约多 项式办 以《 2 为根. $ K 2 EE 是可分多项式的分 裂域. 如果 / C 2 = 

E ， 则证明完成，否则重复这一 构造. 因为 E / A 是有限的，该过程必定要终止.即有某个 m 使得 
K „ = E . 于是 E 是 BI 分多项式的分裂域. ■ (223] 

定义城扩张 EA 称为伽罗瓦扩张，如果它满足定《4.34中任何一个等价条件. 

例 4.35 如果 E / A 是有限可分扩张，則引理 4. 17中构造的 E 的根式扩张是伽罗瓦 扩张. ■ 

系 4.36 如果是伽罗瓦扩张， B 是一个中间域，即子城 B 满足 ASB £ E , 則 E/B 是伽罗 
瓦扩张. 

证明我们知道 E 是某个可分多项式 / Cr ) €*1>]的分裂域；即 £=« ai ，…, a „) ，其中 ai ，…, 0 „ 

是 / Cr ) 的根.因*£8££,有 /( x > e B [>] 且 E = B ( ai ，…,％). ■ 

回忆 /« 个变最的初等对称*数是多项式 




々（工 1 ,*-, X .)= 2 …'， 

其中 j = 1, …， n . 

如果 Z !，.”， Z „ 是 ■!：• 十。,-!；!： 11-1 + …+<2。的根 • 则勺 （*1 ，•••，*_) = (— 

定理 4. 37 (对 称函数的基本定理）如果 i 是城 ， 》j …， X ,)中的每个对称函数都是初等 
对称函教^ ，…， e „ 中的有理函數 • 

证明设 F 是£ = «& ，… ，:的包含*和初等对称函数的最小 子域. 如同我们在例 3. 125中 
看到的那样，£是《次一般多项式 /(«) 的分裂域.其中 

/(*) = | J (/ — X ,). 

因 /(<) 是可分多项式，所以 E / F 是伽罗瓦扩张.在阿贝尔-鲁菲尼定理（即定理 4. 27>的证明中，我 
们知道 Gal ( E / F ) SS , ,所以由定埋 4.34, 妒.= F . 但是说汛 I ) = 在 

E s •中就是说它在变童的置换下不变 f 即是对称函数. _ 

习题 6. 84证明中的每个对称多項式都在,“•，〜]中. 

定义设 A 和 B 是城£：的子域， W 它们的复合域是指 E 的一切包含 AUiJ 的子城的交，记为 
AVB . 

易知 AVB 是 E 的包含 A 和 B 的最小子域.例如，如果 E / A 是一个扩张具有中间域泌= « a| ，…， 
a „) 和 B = « 灼，则它们的复合域是 
1找4| 4 (aj ••♦•.0.) V kifii •••• ，^) = t ( ai » ••• ta m .ft .••• . ft ,). 

命題 4. 38 ( 丨 > 每个伽罗瓦扩张 E /> 都是 《 的分裂扩张. 

(B >如果 E /4 是代教域扩张且任意一个可分元索的集合，它可以是无限的8,則 
/ KS ) A 是可分扩张. 

( ill ) 设 E /* 是代数扩张，其中《是城，且 B 和 C 是中间城.如果 B / A 和 C / A 都是可分扩张， 
W 它们的复合域 BVC 也是4的可分扩张. 

证明 <|)如采沒 W 〆 ■!■> =卜(/?,*)6 4|>]是 *0] 中有一个根在 E 中的不可约多项 
式. 由定理 4.34( 是可分多项式（它在 EI >] 中分 裂）. 所以痒在 i 上可分，从而 E /* 是可 

分扩张. 

(■ >先考虑 S 有限的情形，即8 = *( fll ，… ， o ,> 是有限扩张，其中每个〜 在* 上是可分 
的.根据引理 4. 17( 丨 ）， 存在扩* E / B , 它是某个可分多项式 fix ) € kLxl 的分裂域，因此 
根据定理 4. 34( 丨〉， £// k 是伽罗瓦扩张.根据本命理的 （ 丨 E /4 是可分扩张，即对于一切 
a 6 E , 多项式 ir r ( a , A > 无重根.特别地，对于一切 a € B , 无重根，因此 B /« 是可分 

扩张. 

现在考虑一般情形.如果 0 €« S ), 则习题3.95说存在有限个元索 (11 ,一,《 11 €5使得 (1 €8 
= ««!，-.<».). 因为刚才我们已知 B / i 是可分扩张，从而 a 在*上是可分的.因为 0 是4(5> 的任 
意元素，从而 《 S >/4 是可分扩张. 

Uii ) 因为8 V C =« BUO , 把 （ 丨> 运用到子集 S = BUC 即可. ■ 


© 如果添加有限多个超越元 * M 该结果成立（回忆可分的定义， 《* 元索恒为可分元素>,但如果添加无限多个超越 
元素期结果 si 能不成立. 
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问题如果 £7 A 是伽罗瓦扩张且 B 是中间域，那么是伽罗瓦扩张吗？答案是否定的.在例 
4.29 中，我们看到 E = Q (万, 《) 是 Q 上的多项式: r 3 — 2的分裂域，其中 oi 是三次单位原根，因此 
它是伽罗瓦扩张.然而，中间域 B = Q (沒） 不是伽罗瓦扩张，因为 P — 2是有根在 B 中的不可约 
多项式，但它在 B [>] 中不分裂. 

下面的命題判定中间域 B 在什么时候是伽罗瓦扩张. 

定义如果 E / ife 是伽罗瓦扩张， B 是中间城，《对于某个 Gal ( E / A ), 中间域 
B° = {aib) ^ be B) 

称为 B 的一个共轭. _ 

命题 4.39 如果£/々是伽罗瓦扩张，則中间域 B 除了 B 自身之外没有其他的共轭当且仅当 
是伽罗瓦扩张. 

证明假定对一切 a € 其中 G = Gal ( EA ). 设不可约多项式 pU ) 6 ★[>] 在 B 中有 

根々 因 BGE 且 E / 々是伽罗瓦扩张，所以 〆 : r ) 是可分多项式且在 £!>] 中分裂.如果 〆 6 E 是 
p (： r ) 的另一个根，则存在同构 < 7€6使得 < 7(炉=^(«为根据命题4.13, G 传递地作用在不可约多 
项式的根 上〉， 因此 〆 妒=队从而 〆 d 在 B [ x ] 中分裂，所以是伽罗瓦 扩张. 

反之， WBA 是々上某个多项式 / U ) 的分裂域，所以其中 ai ，…, a „ 是 / U ) 

所有的根.因每个 a € Gal (£:/ 幻必 置换 /( a :) 的根，从而 a 必把 B 发送到它自身. _ 

现在证明当 EA 是伽罗瓦扩张的时候，中间域被 Gal ( EA ) 的子群分类. 

我们从几个一般性定义开始. 

定义集合 X 称为偏序集，如果其上定义了一个二元关系： rS ： y , 对一切 x ,： yd € X 满足 
( I ) 自 反性： x<xi 

(li) 反对 称性： 如果則 文 *：^ 

( Hi 〉 传递性：如果 ： rSy 且 *j X <2. 

偏序集 X 中的元素 ( •称为 a ， 的上界，如果■且 6< c . 元索称为 a , 6的最小上 
界、 如果 d 是上界且对6的每个上界<■有把不等号反转，可类似地定义下界和最大下界. 

在附录中更彻底地讨论了偏序集，这里我们更关注的是称为格的特殊偏序*. 

定义格是指偏序集£,其中每对元索£都有最大下界 aA 6 和最小上界 u V 6. 

例 4. 40 ( I ) 如果 U 是 -- 个集合，定义£为1/的全体子集的族，且定义表示 

则£是格，其中 A 八 B = A 门 V B = A U B . 

(fi ) 如果 G 是一个群，定义 £= Sub ( G ) 为 G 的一切子群的族，且定义 A < B 表示 A < B ，即 
A 是 B 的子群，則£是格，其中 A A B = AO B，A V B 是 A U B 生成的子群 • 

( IK ) 如果 E /* 是域扩张，定义乙 = I n t ( E /« 为一切中间域的族，且定义 KSB 表示 KSB , 即 
K 是 B 的子域，则； C 是格，其中 K A B = K 门 V B 是 K 和 B 的复 合域. _ 

( IV ) 如果”是正整数，定义 Div ( n ) S n W 全体正因数的集合.如果定义表示 d 丨 rf ', 则 
Div (») 是偏序集.这里 A d ' = gcdid , d ') ,d \J d 1 = \ cm (. djd , ). ■ 

定义如果£和乙'是格，函教/ : ' 称为反序的，如果在£中有蘊涵在中有 

/(« < /(a). 

例 （41 存在格乙和£'以及反序的双射 ?>:£-►£ '，它的逆 :£' — £不是反序的.例如考虑格 
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C= b 

d I 

1 

定义双射为 

9U) = 1, 外 6) = 2.9(c) = 3,9>(d) = 4, 

这是一个反序双射，但它 的逆尸 1 «£ / —£ 不是反序的，因为2<3但(：=尸 1 (3)2?^ 1 (2) =6. 

■ 

德摩根定律说，如果 A 和 XJ 是集合X的子集，且，表示 A 的补集，则 

(A n by = a' u b：aa u by = ^ n b\ 

下面的引理推广了这两个恒等式. 

引理 4. 42 设£和£'是 格， 是使得史和 9> 1 部 是反序的双射 ，则 

9(m A 6) = 9ia) V 9(b) V 6) = 9ia) A 9(.b). 

证明因 V 6, 所以有穴 a V 6> S 9(a), 外 6), 即外 《 V 的是穴 fl), 外 6) 的下界，从而 
9(a \J b) <, 9(a) A 9(b). 

关于反过来的不等式， P 的满射性给出 c€£ 使得 A 9ib) = <Kc). 现在舛 c>«9(a) A 9ib) <, 
<P(a) 9 9(.b).<P~ l 也是反序的， 把厂 1 作用上去， 有 “<( ： . 因此 c 是的上界，从而所 
_ 以V 6) > 9(c) = <PU) A 9(b)• 类似的论证可得命题的另一半. _ 

定理 4. 43 (伽罗瓦理论的基本定理） 设 E/* 是有限伽罗瓦扩张，它具有伽罗瓦 群0?= 

Gal ( EA ). 

( I ) 定义函教 y « Sub(Gal(E/*)) Int(EA) 为 

y: ff 卜 £ H , 

則 y 是反序双射，它的逆。 Int(EA) — Sub(Gal(£A>> 是反序双射 
St BI-Gal(E/B). 

(ii ) 对每个 B € Int(EM) 和 H e Sub(Gal(E/«), 

£Gd<E/B> = B 且 Gal(E/E H ) = H. 

(III ) 对每个 H,K 6 Sub(Gal(EA>) 和 B,C6 Int(E/«, 

E HV#C = E H n £ K ; 

E Hn#C =E H y E K f 

GaI(E/(B V C)) = Gal(£/B> fl Gal(E/C)f 
GaKE/(fi (1 C)> = Gal(E/B) V Gal(E/C). 

(IV) 对每个 B € lnt(E/ife) 和 /f e Sub(GaKEM)), 

[B * « = [G * GaKE/B)] 且 [G « ff] = [E H * *]. 

(V) 如果 fi € Int(£A),W BA 是伽罗瓦扩张当且仅当 Gal( E/B) 是 G 的正规子群. 

证明 （ 丨 > 命題 4.28 证明 y 是反序的，也容易证明&是反 序的. 现在定理 4.33 证明 y 是单 
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射，从而根据命题1.47,只®证明）《 • Int (£ y «-* Int ( E / ik ) 是恒等函数，由此可导出 y 是具有逆《 

的双射.如果 B 是一个中间域，则珀： Bh - EGWE / m .但根据系4.36,£/£8是伽罗瓦扩张，从而根 
据定理 4. 34, E °* ke/B) = B . 

(li ) 该结果就是说拎和办是恒等函数. 

( iii ) 从引理 4. 42可得. 

( IV ) 根据定理 4.7( ii >和 E / B 是伽罗瓦扩张的亊实， 

[B | 4] = [E • *]/[ E : B ] = | G | / | GaKE / B ) I = [G • Gal (£/ B )]. 

由此 BA 的次数是它的伽罗瓦群在 G 中的指数.第二个等式也由该式导出，只要取 B =£ H , 注意 
到 （li ) 给出 Gal ( E / E H ) = H > 

[ E H « *] - [G » Ga !( E / E H )] = [ G « H ]. _ 

( V ) 由定理 4. 16, 当 B /* 是伽罗瓦扩张时， GaK £/ B >< IG ( B / A *£ M 都是 4|>] 中多项式的分 
裂域）.关于逆命埋，设 H = Gal ( E / B >, 并假定 H <3 G . 现在根据 （M ) , E H = E °* l(E/fl> = B , 从而 
根据命题 4. 39 只 AS 证明对每个 《» eG ,(£ H )* = £： H •现在锻设 ^6 E H ，即对一切 H ,7( a ) = a .如 
果 < reG , 则莴要证明对一切 H.V( a (a)) = „(a). 现在 G 说明如果 H R «»6 G , 则存在 ■/ 

使得 7 <r =<»7' (当然 矿= ■?<»). 但因为 >/( a ) = fl , 所以有 
7«( a ) = a 7 ， ( a ) = a(a) • 

W 此 B/A = E H / ik 是伽罗瓦扩张. ■ 

下面是几个推论. 

定理 4.44 如果£/4是伽罗瓦扩张且它的伽罗瓦群是 W II 尔觯，則每个中 ffl 域都是伽罗瓦 
扩张. 

证明阿贝尔群的每个子群都是正规子群. ■ 

系 4. 45 —个伽罗瓦扩张 £7 ★只有 有限个中间城 • 

证明有限群 （ ial ( E / 幻只有有限个子群. ■ 

定义城扩张 £/ i 称为单扩张.如果存在使得 f = 4( u ). 

下面属于施泰尼茨 （ E . Steiniu ) 的定理刻 幽了单 扩张. 

定理46 (施泰尼茨 } 有限扩张是单扩张当且仅当它只有有限个中间城. 

证明假定 E / A 是单扩张，于是 E = « tt ) •令/>(0：)=七(1<,«€«1>]是它的极小多项式，如 
采 B 是任意一个中间域，令 

ff ( x > = irr ( u , B ) = b 0 +^ 1 + … +6,—+ x " 6 B [ x ] 

为 u 在 B 上的首一不可约多项式，并定义 

B ' = *(* o ,•••,&._,) C B . 

注意 </( r ) 是较小的域 B ' 上的不可约多项式.现在 

E = k ( u ) c ^( b ) c B («) c e , 

从而故<“> = E = B («>, 因此 [ E : B ] = [ B ( u ) • B ] 和 [ E : 皮 ] = [^(“〉 i B ']. 但根据命题 3. 117( V ), 

这每一个都等于 deg ( g ), 从而 [ E : B ] = deg ( 9 ) = [E • 玫].因可以推出 [B < = 1; 即 

B = B ' = [229] 

我们已经用 g(x) 的系数刻 W 了 是 pCx) = irr ( u ，《 在 Efx ] 中的首一因式•但 p(,x ) 只有有 

限个首一因式，因此只有有限个中间域. 
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反之，假定 £/ A 只有有限个中间域.如果4是有限域，则我们知道 EA 是一个单扩张（取《为 
本原元).所以可假定 A 是无 限的. 因是有限扩张，存在元索 ，…， 使得 … •对 
用归纳法，只需证明 E = A ( a , W 是单扩张.现在因 * 是无限的，所以有无限个元素形如 
c = a + 幼，其中《6夂因为只有有限个中间域.特别是只有有限个形如的域.根据鸽笼原 
理 e , 存在不同的元素“ 〆 €务使得 H c > = t ( c '> ，其中显然， / Kc )£« a ,« •关于反包 
含，域 4( c > = He ) 包含 c ■一 〆= (t — /)6,从而6 6 /KfKH <— 〆 #0), 由此 a = c —tie iKc ), 所 
以汾）= k(a,b). ■ 

可以立即得到的一个推论是每个伽罗瓦扩张都是单扩张.亊实上还有更多的结论. 

定理 4. 47 (本厥元定理）如果 B /4 是有限可分扩张，則存在 “6 B 使得 B = A («). 特別地， 
如果 A 有特征0,則每个有限扩张 B /* 都是单扩张. 

证明根据例 4.35, 引理 4. 17中构造的根式扩张£74是 伽罗瓦 扩张，它以 B 为一个中间域， 
从而根据系 4.45, 扩张 E /4 只有有限个中间域.由此扩张 B /> 也只有有限个中间域，从而施泰尼 
茨定理表明有本原元. ■ 

本 厣元定 理由拉格朗日提出，伽罗瓦修改了这个定理以用于构造伽罗瓦群的原始形式. 

现在回到有限域. 

定理 4.48 有限域 F , (其中 q =，> 对”的每个因数 d 焓有_个《(•为 〆 的子城， A 再无其他子城 • 

证明首先，因为 ft 可分多项式一 J ： 的分裂域，所以它是伽罗瓦扩张.现在根据定理 
是”阶循 环群. 由引理 2. 85,对”的每个因败 rf, ”阶循环群恰有一个阶 
子群，从而 G 恰有一个指数为 n / d 的子群 H , 所以只有一个中间域，它就是 E H , 满足 [ E H ， F P ] 
= [G « H] = ”以和 = F 产 . m 

我们现在给出由高斯 (1799) 证明的代败基本定理的两种代数 证明： 第一个厲于塞缪尔 （ P . 

_ Samuel 〉 （他“运用了本质上厲于拉格朗日的方法”）•使用了对称函数的基本定理> 第二个使用了 
伽罗瓦理论的基本定理以及将在第5章证明的西罗 （ Sylow ) 定理. 

假定 R 满足弱形式的中值 定理： 如果 / Cr )€ RO ]. 并存在 a , R 使得 /( a > >0和 /(« <0, 
則 /( W 有实根.下面是一些初步推论. 

(i ) 每个正实數 r •都有一个实乎方根. 

如果 /(*) = ** - r ,则 

/(1+ r ) = (1 + r ) 2 - r = 1 + r + r * >0, 

且 /(0) =— r < 0. 

(i ) 每个二次多項式 《：(■!：) e co ] 都有一个复根 • 

首先，每个复数 z 都有一个复平 方根： 当*:写成极坐标形式时，其中 r >0, 则 
7?=^ /2 .二次公式给出客 Cr ) 的（复）根. 

C IH ) 域 C 没有2次扩张. 

这样的扩张将包含这样的一个元索，它的极小多项式是 CO ] 中的二次不可约多项式，而 
( II )说明这样的多项式不存在. 

( IV )每个奇數次多項式 /(: r > 6 RO ] 称有实根. 


@如果在有限个钨笼中有无限只鶄子， W 至少有一个鹓笼包含无限只鵷子. 
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设 / U ) = oo + q 工+…十〜—,/-*. 〆 6 RM ,定义/= 1 + S U , I •现在对一切 i , I 屮 
l < r 一 1，并且如果/ Kj ：) = fU )—: n ，则 

I h(/) I = 丨 fl 0 + a! £ + …+ a N _] t n ~ l I 
< (f 一 l〉(l + t + … W l > 

=P — l 

<t\ 

所以 一 尸 < 且 0 =— f+P < AU >+/" = fit). 

用类似的论证可以证明 I h(—t) |< r ", 从而 

/( - 1 ) = A(-i) + (~ t) m < r + (- 1 )\ 

当”是奇数时 • (-/)" =一/” ， 从而 /( 一 •—严 = 0 • 因此中值定理保证有实数 r 使得 /( r ) =0» 
BP fix) 有实根. 

( V ) 不存在次教 >1 的奇教次域扩张 £/ R . 

如果则根据（ IV 〉，它的极小多项式 irr (« i , R 〉 必是偶数次的，从而 [R («) * R ] 是偶数. 
因此 [£： * R ] = [E •• R («)][R («) « R ] 是偶数. 

定理 4. 49 (代数基 本定理1 如果 /( x )€ C [>] 的次数則 /( x ) 有复根，因此 /( or ) 分 
联■:存在 C . M | ，•••，《„€ C 使得 

fix') = cix— II) U H ). 

证明我们证明 / U ) e CO ] 有复根 • 定义 Ad = sir •，其中是 a , 的复共轭. 

现在 — * 其中 q = 2 a «^i * 因此 从而 f ( x ) J ( x ) 6 R [ ar ]. 如果 fix ) 

有复根〜则 z 是 /(: c >7( d 的根.反之，如果2是 /( a ：>7( i ) 的复根，则 z 或者是 /( a :) 的根，或 
者是 7( x > 的根. 而如果 z 是7(文〉的根，则^是 /(* r ) 的根，所以 / Cr > 有复根当且仅当 /0 r >7( x ) 
有复根， W 此只需证明每个实多项式有复根. 

总之， 只* 证明每个非常数荇一多项式/( I ) 6 RDr ] 有复根.设 deg (/)=2* m , 其中 m 是奇 
数，对用归纳法证明该结果.基础步々=0巳在（ IV )中得证，从而可以假定々>1. 设以，…， ％ 
是 /(•!> 在它的 某个分 裂域中的根.对于固定的 /6 R , 定义 
私⑺ =11 ( 尤一办〉， 

其中 A / o ,- 且{«•，/}遍历<1， …， 》} 的一切2-元 子集. 首先， 
deg(/j,) = 1) = 2* -1 m(n— 1). 

现在因为是>1，所以 n =2* m 是偶数，从而 ”一1 是奇数，因此是奇数.于是，如果於 Cr ) 
€ RW , 躭可以运用归纳假设. 

对的每个系败存在初等对称函数 

« (…， 外，“•> 6 R [".， yg ，..•] 

使得 C = e (… ，馬如果定义 

hCxi ，••••■!：”）= « ( — f Xi + Xj + tXfXj »•••)* 


_ 


则 


C = ei^fOi +«> + tOiOj ，•••>= A(aj，•••，《»)• 
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每个 ire 经由 ( T 丨 ; ti +Xj +tXiXj +x aj + tx ti x,j 作用在 R [ x t , ― ，: c ,] 上，因此它置换这种形 

式的多项式的 集合. 因初等对称函 数 〆 … ，抑 ，…） 在变量: V & 的每个置换下都是不变的，从而 
— tx „) = « (… ，: Tf + A …） 是; ^ ，…， I ,的对称 函数. 由对称函数的基本定理（习题6.84>， 
存在多项式？ >( 1 ) € ROi ....，*■]使得 

h(.Xi ， … ， x,) = 9(e t (x 1 ， — tx,)»•••.«.(*!. 

賦值 （：i ’ 给出 

c = hCai ，•••，《：•> = 9(.e\ («i ， … •<»”> ， ... ，《 «(oi ，…， 

但 〜( ai 正好是 / U > 的第 r ■个系数，它是实数，从而^是实数，即 e RO ]. 

由归纳假设， g ,(： r > 对每个 t € R 都有复根.有无限个 f 6 RIW 只有有限个2-元子集根 
据鸽笼原理，存在子集和不同的实数 f 和 s 使得 0 i +〜+ z a ，力和 〜+巧+^彳〜都是复数[因 
为 ft 是 g , Cr > 的 根]. 相减得 G — € C t 因有《»,巧€(：,比如 ai0> = «. 因 0 ,+〜+ 
touaj 6 C , 从而 Oi +~ eC , 比如 a f + a ,_ = w •所以 a •.是 j : 2 — wr + “的根，由 （ il ), 二次公式给 
出所要的 af ec . 现在对《»彡 1 用归纳法可得 /( i ) 分裂. _ 

下面是第二个证明. 

定理（代数基本定理1 每个非常数的多項式 /( BeCDr ] 部有 复根. 

证明如同刚才的证明，只》证明每个非常数的 /(oO 6 RO ] 都有 S 根. 设 E / R 是包含 C 的 
(工 2 +1>/(4的分 裂域. 《 R 有特征0,所以 E / R 是伽罗瓦扩张，令0=081(圧/10是它的伽罗瓦 
群.现在丨 G \=2 m k , 其中 m >0 且4是奇败.由两罗定理（定理 5.36), G 有 2 m 阶子群 H •设 
B = E H 是相应的中间域，根据伽罗瓦理论的基本定理，次数 [Bi R ] 等于指数 [Gi H ] = *. 但在 
( V )中巳知 R 没有大于1的奇数次扩张， W 此4=1且 G 是2 -群. 现在 E / C 也是伽罗瓦扩张，且 
GaK £ VC )< G 也是2 -群. 如果这个群不是平凡群，則它有指数为2的子群 / C . 再由基本定理，中 
间域是(：的次数为2的扩张，此与 <_) 矛盾.由此可知 [ EiC ] = l , 即 E = C . 但£：是 /( z > 
在 C 上的分裂域，所以 / Xx ) 有复根. _ 

现在证明伽罗瓦定理的逆定理（仅在特征0时成立）：伽罗瓦群的可解性遵涵多项式运用根式 
可解.为此，有必要证明某种域扩张是纯扩张.并且将用到范教（在代数数论中十分自然地产生范 
数.例如，定理 3. 66即费马二平方和定理的证明中就用到 它〉. 

定义如果£74是伽罗瓦扩张.且 《€ E X ，定义《/的范数 NU ) 为 
N ( u ) = XX <»(«). 
f 面是范数的一些初等性质，它们的简单证明留作习理. 

(i > 如果 《€£ x ，則 N ( u ) e * x (因为 W “） 6 E ° = 4) . 

(ii ) N ( uv ) = N ( u ) N ( v ) , 从而 N < E x — 是同态. 

(iii ) 如果 則 N ( a ) = a -. 其中 n = [E * *]. 

CIV ) 如果 <»6 G 且，则 N ( a ( u )) = N ( u ). 

给定一个同态，我们关注它的核和象.范数的象不容易计箅，下面的结果（它是1897年希尔 
伯特提出的关于代数数论的第九十个定理）在一种特殊情形中计算了范败的核 • 

定理 4.50 (希尔伯特定理 90) 设 E /* 是伽罗瓦扩张，它的伽罗瓦鮮 G = GaKE /« 是 n 阶循 
环群，比如生成元为 <7. 如果 “€ E x , 则 N ( u ) = 1当且仅当存在 t ； eE x 使得“ = . 
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N(«i) = NCwCk) -1 ) 



反之，设 N ( u ) ^ 


在 E x 中定义 


= Ww ) N ( w ) -1 = 
“偏范 败”: 

So = u , 

81 = ua (. u ), 

&2 =«tf(«)(T 2 (tt). 


d n -i = iw ( bW _1 ( b >. 

注意心 -i = Niu) = 1. 易知 

对一切 0<i<» — 2, •»(«,) = 

由特征标 …, ， 的无关性，存在； y €£ :使得 

J 0 y +«><»< y ) + ••• + *«- 2o "~ 2 < y ) ^ o , 

把这个和叫做 Z . 用等式 (4). 容易脸 iiE 

oix) — o(H 0 )a(y') +a(8j )»*(y) + ••• + a(9„~z (y) +a"(y) 

= u- , S, t f(y) + u~ , S zl f 2 (y) +— + u l S m . +> 

- (#i<J<y)+«i<» 2 (y) + (y)) + u~%y 


系 4.51 设 E /* 是素教 /> 次伽穸瓦扩 张. 如果 ▲包含 一个/ •次单 位庳根 «£=♦(*>, 其 
中从而 E / t 是/>«純扩张. 

证明伽罗瓦群 G = GaKE / A ) 的阶为 p , W 此是播 环群，令 a 为生成元.因为从而 
NCa .) = ^ - 1 . 根据希尔伯特定瑁90,对某个 z 6 E 有 w = ,丙此 < r (*) = aT 、 ，于是 

a ( z ^) = U - l z)f = «为<»生成 G , 所以然而 W 为伽罗瓦扩张.所以有 = 

k , 从而 〆 注意否则<«=丨，从而 ♦(*>#*& 一个中 问域. 因为 [£：:★] = /> 是素数 ，所 
以£ = ， W 此 E 没有真中 间域. _ 

我们承认介绍希尔伯特定理90不仅因为用它的推论可以证明伽罗瓦定理， 而且因 为它*一个 
著名的结果，是同调代数的早期实例（见系 10. 129). 下面是 E . Houston 对系 4.51 的个优美证 
明（我们提醒读者，这个证明使用了我们尚未引人的特征值的课 题）. 


命题 4.52 设 EM 是素数/>次伽罗瓦扩张.如果^包含一个/ •次单 位原根 »J E = *( r ) , 
其中从而 E /6 是/ ■型純 扩张. 

证明因是 p 次伽罗瓦扩张，它的伽罗瓦群 G = GaKEA ) 的阶为 p , 所以是循环群 ：G = 
<( T >. 把 E 看作 t 上的向* 空间. 如果走且则因<» € Gal (£/ 是 ）（ 从而 《 t 固定有 
a(au) =aU)<f(.u) ^ aaU) ,由此可以把 <r : E — E 看作一个线性变换•现在根据拉格朗日定理，因 
^ = 1 E . 所以 o 满足多项式 •^一 1. 而0不能满足较小次数的多项式，否则与特征标…， 
</ _1 无关矛盾，所以■^一1是 (7 的极小多项式，从而毎个/■次单位根都是 < r 的特征值.根据假设， 
m'et, 所以存在 < j 的特征向最 z € E 使得 oG ) = oT 、 （注意因为它不被 < j 固定 >. 因此 
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o ( y ) = <«(*>” = («rW = P ，由此，现在/ > = [£■« = [£««*>][*(*〉•*], 
因户是 索数且 [«*> « 幻# 1 , 所以有 [£: «0] =丨<即 E =« z >， 从而 E / A 是纯 扩张. ■ 

定理 4. 53 (伽罗瓦）设*是特征0的城，£/«是伽罗瓦扩张.并设 G = Gal (£：/« 是可解群， 
則 E 可以嵌入 A 的_个根式扩张. 

所以，特征0的域上的一个多項式的伽罗瓦群是可解群当且仅当该多項式是运用根式可解的. 

注特征 p 中的一个反例在命題 4.56 中给出. 

证明因 G 可解，它有索数指数的正规子群 H , 比如指数为/ >. 令出是广次单位原根，因为是 
_有特征0, ««必在某个扩域中.分两种悄形. 

情形 （ 丨 ),»€*. 

对 [ E «^ J 用归纳法证明该 陈述. 基础步显然为真，因为4=£是它自己的根式扩张.关于归纳 
步，考虑中间域 E 〃. 现在由系 4.36, £/£«是伽罗瓦扩张，且 Gal ( E / E H ) 是可解的，它是可解群 
G 的子群.,归纳假设给出根式扩张塔其中 ECR , •因 
为 H < G , 所以 E H /4 是伽罗瓦扩张，由基本定理.它的指数 [ G 丨 H ] = /> = [ E H « *]. 运用系 
4.51 (或命题 <1. 52) 得£«=4(*>,其中 即亡 V * 是纯扩张. 因此上 面的根式扩张塔可以 
加进一个前缠来加长，从而表明 R ,/ A 是根式扩张. 

情形 （il 一般悄形. 

设 P - *(«.). 且定义 £• =£(«)• 我们断芑 At 是伽罗瓦扩张.因 EA 是伽罗瓦扩张， 
所以它是某个可分多项式 /(d € 4[ x ] 的分裂域，从而 E •是 /(_ r 〉( P - l ) 在 i 上的分裂城.但因 
灸有特征 0. 所以分一1是可分的，从是伽罗瓦扩张.所以由系 4.36, EW 也是伽罗瓦 
扩张. 令0, =0<!|(£^>,根据习題4.5的配连无理性，存在单射 6 G *- G = Gal ( E /« ,从 
而 G •是可解的，它同构于可解群的一个子群.因《«€ 4•，第 - 种情形证明存在根式扩张塔£ 
R ： G …使得 ege ， 而4_ =★(«> 是纯扩张，从而前面的根式扩张塔可以加进前纽 
来加长，由此表明 A 是根式扩张. ■ 

我们现在畚经典公式存在性的另一个证明. 

系 4. 54 如果*有特征 0, 則每个次教 deg (/) < 4 的 /( jr > e *|>] 都是运用根式可觯的 • 

证明设 G 是 /( x ) 的伽罗瓦群， WG 同构于5 4 的子群.但5 4 是可解群，从而氏的每个子 
群也是可解群.由伽罗瓦定理， /(•!> 运用根式 SJ 解. ■ 

假设巳知多项式 / U ) 6 QCx ] 的伽罗瓦群 G 且 G 可解.我们能够运用这一信息求出 /( d 的根 
吗？答案是肯定的.要知道究竞怎 样做. 建议读者参考 GmI 所著的 < Classical Galois Theory with 
Examples 》. 

1827 年，阿贝尔 证明： 如果多项式 /( j :> 的伽罗瓦群是可交换的，則 /( a ) 运用根式可解（当 
然，伽罗瓦群还没有定义），这个结果立即被1830年证明的伽罗瓦定理所取代，但这是阿贝尔群名 
称的由来. 

W . Feit 和 J . G . Thompson (1963) 的一个更深人的定 理说： 每个奇数阶群都是可解的.由 
此，如果4是特征0的域，&多项式 /( d 弓*|>]的伽罗瓦群的阶为奇数，或等价地说，它在4上 
_的分裂域是奇数次的，则/<幻运用根式可解. 

下一命题给出一个例子说明伽罗瓦定理的逆定理在特征为索数时不成立. 

引理 4.55 如果灸 = F / t ), 它是 F , 上的有理凾数城，則 /(d = x ，一 文一》在 A 中无根. 
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证明如果在务中有 / U ) 的根 a , 则存在容 ( r ), 办⑴ eF p [>] 使得⑴ AG ). 可以假定 
( gJi ) = l . 因^是/( 1 )的根，所以有—（器 A )= r 通分得 F p [/] 中的等式 〆 一矽一 1 容= 
th p ,因此 g •因 ( g ， h ) - 1 ,有 g U ,从而 gd ) = a / 或发 （/> 是常数，比如 giO = 6 ,其中 
a , beF p . 在上面的等式中把《移到右端表明办丨而（贫， A )== l 迫使 /* 是常数.由此可知， 

如果則或 o = 在第一种情形中， 

0 = a p — a— I 
= {at) p — (at) — t 
= a p t p — ai — t 

= at > 一 at 一 t 根据 F p 中的费马定理 

=- a - 1 ). 

由此扣 t l - a —丨 = 0 . 而《 1 关 0 ,这与£是匕上的超越元索 矛盾. 在笫二种情形中， 0 = 6 €匕.根据 
费马定理，因 /(W = M_6 — t =_ t , 所以 6 不是 / Cr ) 的根. 由此 /(: r ) 在 i 中不可能有根 《. ■ 

命題 4.56 设/>是素数，并设《=*匕（《), «/(■!〉 — f 在 * 上的伽罗瓦鮮是 p 阶循环 
辟，而/( I )在々上不是运用根式可解的. 

证明设<»是/(：«：>的根，易知 /(*) 的根是 o +“ 其中 0 < i < p , 这是因为费3定理在中给 
出 i p *" « . 从而 

(.a + i) 1 " — (a + i) — t = a p + i p — a — i — t ^ a f — a — t = 0. 

由此 /(： r ) 是可分多项式且/ 6 ( 0 >是/( 1 )在 4 上的分裂域.我们断言 /(■«：> 在 40] 中不可约.假设 
/( x ) = g ( x ) h ( x ) ,其中 

g ( x ) = x ^ + c ^ x ^ 1 +… + c 。 € *[ x ] 

且 0< d < deg (/)= 户，则真 (■!) 是形如 _ r -( a + i ) 的 t / 个因式的积.现在 一 Crf-iCi 是根的和： 
cj ^da+j, 其中）€匕， W 此办然而因 0< d < p , 在* 中 rf #0, 由此迫使 a 6*, 这与引 
理矛盾.所以 /( J ：) 是*1>]中的不01约多项式. 

分的•有丨 Gal(*(o)/A) | = [*(a) >*] = />. 所以 GaK*(o)/*) ^ 1^. 

考虑某种合适的单位根会带来方便.令是一切<?次单位根的集合，其中</</>是户！的一个 
索 因数. 我们断言》任4(/2). —方面，如果”= 11 >,則 0 包含在丨的分裂域中，从而根据定_ 

r<-P 

理 4.3, [*( fl ) « *] | *!• 由此夕 «*]. 另一方面,如果则且[*(/2> |灸] 

= 0(/3) | *(«)][*(«) « *] = p [*( n > « *(«)]. 因此/> I C *( fi ) « *]. 从而产生矛盾. 

如果 / Or ) 在上运用根式可解，則有根式扩张 

*(13) = B 0 S Bi £ - £ B r 

使得 A ( fl , a ) Q B ,. 可以假定对每个是素数型的，即 B , = ,(«,•> ,其中《?‘ e 

是索数.存在某 个» 1 使得 a € B , 但 aCB ,-,. 为简化记号.我们设力= u ,% = q , 

B ,_, 于是 B ' = B ( tt ), u » = 66 B.o 6 8 '和 0 ,« g B . 我们断言在4|>]中不可约多 

项式 /(: c > = 分 一 x - i 在 BO ] 中也不 可约. 由习 S 4.5 的配连无理性，限制函数给出单射 
GaKB ( a )/ B ) — Gal (« a )/*) SI ,- 如果 GaKB ( o )/ B ) = U > ,则 B ( o ) = Bfl 0 6B , 这是一个矛 
盾. 所以 Gal ( B < 0 >/ B ) 主 I A ,由习® 4.11,/( d 在 BO ] 中不可约. 

因 “€ B ' 且 B 包含一切 9 次单位根，命題 3. 126表明/一6在 B [ x ] 中不可约，这是因为/一6 
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在中不 分裂. 现在皮 = B <«) 是？ 一6 的分裂域，从而 [ B 7 : B ] = 9 .我们有 
且 

9 = [ B , « B ] = [ B , « B ( o >][ B («) • B ], 

因 9 是素数， = 即皮二执一 ， 从而 9 =[^:忍].因 a 是不可约多项式 /(； c > =P — 
工 一 f € BO ] 的根，有 [ B («) * B ] =/> , 所以 q = p . 现在因为 0 是一个可分元索，根据命题4.38, 
B (“> = B ' = B <«> 是可分扩张.从而 “6 B ' 也是可分元索，这与 irr ( u , B > = x «-6 = P -6 = 
(. x - uV 有重根矛盾 • 

我们已经证明了 /( d 在上运用根式不可解，由此 /(： c > 在4上运用根式不可解，这是因 
为有根式扩张*=]? 0 £私£...£1?,使得 K < i ) eR , ，由此 *( fl ) 

明 /(: r > 在上运用根式可解，从而产生矛盾. ■ 

在计算伽罗瓦群中.多项式的判《式是有用的. 

定义如果 /(*> = IJk - a ,) 6 4|>]，其中务是域，定义 

^ = H 

•<> 

并定义判别式为 D = DC /) = 4* = IX ( « i -« i > 2 - 
M 然， fix ) 有重根当且仅当它的^别式 D =0. 

乘积4= p ( ar ••— a ; > 对每个不同的指标对 （ i , 尸 有一个因子 ai _ a> (限制 i <) 防止一个指标 
_对出现两次）.如果 E /4 是 /( d 的分裂域且 G = Gal ( E /« ， 則每个 < r€G 置换根，从而^置换一切 
不同 的对. 然而，可能发生这样的 情况： f < j •而 》(<!,•) — 〆 力> 中的下标处于反序.例如，假设一个 
二次 多项式的根为 Oi ，《>3，并假设存在 C G 使得 < r(ai ) = 02 ta(ai > = a ! < 0(03 > = 03 ,则 
o(.A) = (ff(aj) — a(a2))ia(ai ) — aCaj ))(a(a2) _ <»(o3)) 

=(<»2 ~ «} )(02 ~~ 03)(01 — a 3 ) 

~ 一 (ai 一 <»2 ^(<*2 ~~ «3 )( a ] —< 13 〉 

= 一丄 

一般来说，出现在 9(4) 中的每一项 a , _ a ; 部有可能 变号. 由此可知，对•切 a € Gal (£/ A ),(»( il > 
=± A 自然会认为比4好，因为4不仅依赖于 /( jr > 的根.还依赖于根的排列次序，而 D = d 2 
不依赖于根的排列次序.关于判别式和交错群 A „ 之间的联系，见命埋 4. 59(|>. 

命题 4. 57如果 /(■>■) € 4[ x ] 是可分多項式，則它的 列别式 D 在 A 中. 

证明设 E / i 是 /( x ) 的分裂域，因 /( x ) 可分，根据定理 4. 34, £/«是伽罗瓦 扩张. 每个 《 r € 
Gal (£/*) 置换 /( x > 的根 “ M ，且已知<»(4) =± A . 所以 

a ( D ) - aid ?) = »(△〉* = (士 d > 2 = D , 

从而£>€£°. « £/ A 是伽罗瓦扩张，所以有 ，因此 £^ 4 . _ 

如果 /( x > = i*+fe + c , 則二次公式给出 /( d 的根： 

° = ~2 + y b 2 — 4 c )^P = " I ■(— — 4 c )- 

D = 4 2 = (o —)3)* = b 2 — 4 c . 

如果 /( x ) 是三次多项式有根<»,/?，>■，則 


从而 




D = a 2 = ( o -^) 2 ( o - y ) 2 (^- y )*» 

如何由 fix 、 的系数来计算判别式 D 是不明显的. 

定义多項式 /( or ) = 〆 +<■,— 1； c * 一 1 +… + f 0 € 40] 称为 约化的 •如果 （^=0. 如果 / Or ) 
是; I 次首一多項式且在 A 中其中 ch ar (4) = 0,則它 的相伴约化多项式是 

/( o :) = /( x --4._ 1 ). 

如果 /(■!) = I ”+<：,_,文"- 1 .… + f0 e * 0 ] 且存 e * 是 /( a ；) 的根，则 

W 此声是 /( i ) 的根当 M 仅当/9一■^, - 1 是/(0：)的根. 

定理 4. 58设4是特彺0的城. 

(i ) 多項式 /(d € *0] 和它的相伴约化多項式 /( x ) 有相同的判利式. 

(li ) 约化三次多項式 /(•!■> = X 3 +9 r + r _ 的判别式是 
D — 4 fl *-27 r *. 

证明 （ 丨 > 如果 /( I ) = S r . x ' 的根是 ap …， a ,, 则/( I ) 的根是 ft 其中 ft = « ，• + 
*^ n - l •所以对一切 » •} .ft - ft = a ,— aj . 

n <«；-«>) = ^ r ( ft _ ft >， 

判别式是它们的平方，所以相等. 

( li ) 三次公 式给出 /< x > 的根是 

a = g -^- h , p = wg + m Z h,y = u > 2 g + ath , 

其中 《■= [j ] l 3 ， A =-?/3 «>R = r *+^9 3 , 且出是三次单位根. W 为《< 3 = 1,有 

。一 P = (g + h ) — (ajg + ( o 2 h ) 

= (g - at 2 h ) — （wg — h ) 

=(f o » 2 A ) — (g — a > 2 h)(o 
=(g — < u Z h)(l — < o ). 

类似的汁算给出 

a — y = + A ) — ( w 2 g -f wh ) = (g — oth)(l — oi 2 ) 

和 

P — y ― (cug + <o 2 h) 一 {<o 2 g~\^<t»h) = (g 一 A)oi(l 一 ai). 

由此 

△ = ( g - h ) ig - wA )(^- a > 2 A )«( l - a » 2 )( l - a ») 2 . 

根据习题 4 . 14, 有 a»(l — ai 2 >(l — ai > 2 = 3 iV ?; 此外恒等式 

x 3 — 1 = ( x — l)(ar — a»)(x — a # 2 ) 

以及: r = g / A 给出 

Cg — h)(g — uth^ig — a } 2 h ) = 客 3 — A 3 = 

(加 8 页上已知器 3 - A 3 = v /^). 所以 从而 


[239] 
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D = =- 27 R =- 27 r 2 - 4 9 3 . 

注设 * 是城，且设 /(jr> = a 耩 I" 十 ^ 麟 ―：!" 1-1 + … +a|：r + ao 和 g( ； r> = hr"+6„-i>i"+ 

+… +6 1 :c + 6 0 e *l>] ，定义它们的 结式为 

Res (/, g , ) = det ( M ), 

其中 M= 是 (bi + ”> X (m+n) 矩阵. 

*•* Oi <*o 

a m a m -i ••• a 0 

o m a«-i *•• at a 0 

l>n *»-i ... *1 b o 

bn *«-i ••• *i *o 

*» 6 «-i ... b' . b 0 

有 n 行是 /<; c > 的系数 《»,•,»» 行是豸 ( x > 的系数6,，瞭 T 所 i 示的这呰元素外，其他元素均 
为 0. 可以 tf 明 Res (/, g )-0 畜且仅#/和 8 有非常教的公因式.我们在这置提起 tt 式是 
因为可以用它来计算判 别武： 

£)(/) = (- i )«<--'>/2 R es (/,/), 

其中 / "(*> 是 fix ') 的导數.見 Dummit 和 Foote 所著的 < Abstract Algebra ) 600 〜 602頁 
中的习 《. 

下面是用判别式计算伽罗瓦群的一种方法. 

命題 4. 59设 A 是特枉关2的城， /(； r > 6 ★!>] 是无重根的 n 次多項式，且£)=乂是它的判别 
式. 设 E / t 是 /( aO 的分裂域.并把 G = Gal (£7 A ) 看作 S , 的子群（如同定 J * 4. 3中一样）. 

( I ) 如果 H = A „ nG , « £ H = *(4). 

(ii ) G 是的子群当且仅去 

证明（丨）第二同构定理给出 H= (Gfl A,)<]G 且 

[G « H ] = [G « A , n G ] = lAfi . A .] < iS M • A ,] = 2. 

由伽罗瓦理论的基本定理 （ W 为 /( JO 无重根，因而它是可分的，所以可以应用该定理> ，[ E H <« = 
[ G > H ], 从而 [ E H « *] = [G * H ] < 2. 由习題 4. 25, 我们有 * Ga > G P ， 从而 《△) C E H . 所以， 
HH 1 [ E H I *] = [ E H : *(4)][*(4) « *] < 2. (5) 

有两种情形.如果 [ E H • 4] = 1 , 则 （5> 式中的每个因子都是】，特别是 [ E H > *(4)] - 1,从而 
E H = HA). 如果 [ E H i 是]= 2,則 [ GiH ] = 2 且存在 <» eG , < t « A „, 从而 a ( d )= — 厶现在 W /( x ) 
无重根，所以4#0,又因为*的特征不是2,所以一厶关厶因 此厶任 E ° = * 且 [>(△>: 幻>1.由 
此，从（5> 式得 [ E H > *(4)]= ] 且 E H = *(^) . 

(il ) 下面三个关系式等价因根据 （I ),E H =ft(4), 
所以 E H =* 等价于 *(A> =*» 即 A=y^e*. ■ 

我们现在说明如何计算 Q 上低次数多项式的伽罗瓦群. 

如果 /(x) e QW 是二次多项式，则它的伽罗瓦群的阶为1或2 (因为对称群 S 2 的阶为 2>. 
如果 /(d 分裂.伽罗瓦群的阶为1;如果 /(d 不分 S, 即 /U> 不可约，則阶为 2. 
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如果/(幻 e <51>]是有有理根的-次多项式，則它的伽罗瓦群和它的二次因式的伽罗瓦群相 
同.否则， /( i > 不可约，由系 4.9, 因丨 G | 是3的倍数且 G < S 3 , 从而 C ^ A 3 ^ I 3 或 GSS 3 . 

命《 4.60 设 / Cr ) € QO ] 是三次不可约多項式，伽罗瓦群为 G , 判别式为 D . 

(i >/(; r ) 恰有一个实根当且仅当 ZXO . 此时 G ^ S 3 . 

(il )/( x > 有三个实根当且仅当 D >0. 此时或者且 G 主1 3 ,或者75$«3且0兰 S a . 

证明首先注意 D 关0:因为 Q 有特征 CU Q 上的不可约多项式没有重根.如果/ ( z > 有三个 
实根，则△是^数，且 D 二 A 2 >0. 另一种可能是 /(; r > 有一个实根 0 和两个 复根 ： fu + iv 和卢= 
u — iv . 因和 《 t = i ，有 

A = (. a - fi )( a ~ pHfi ~ p ) 

= U- ff) (a- 
=1 «- /9|*(2 it »), 

从而 D=V = —4 t > 2 I o—p | 4 <0. 

设 E/Q 是 /( jr ) 的分裂域.如果 /(d 恰有一个实根則 E ^ Q ( a ), 闪此 | G |>3 且 G 名 S 3 . 

如果 /( x > 有三个 实根，则 D >0 且是实数.由命题 4.59( ii ), G 兰 A 3 兰 I s 当且仅 当^ / n 是有理 
数.因此如果 A 是无理数， C ^ S 3 . _ 

例个61由定理 3. 43,多项式 /(_«■> = / —2 6 QO ] 是不可约的.它的判别式是 D =- I 08, 

因此它有一个实根.因 任 Q (它甚至不 fi 实数），所以 /( x > 的伽罗瓦群不包含在 A 3 中 ， W 
此它的伽罗瓦群为 S 3 . _ 

由定理 3. 43或艾森斯坦准则，多项式 /(■«•> =： c 3 -4 x +2 e QO ] 是不可约的，它的判别式是 
0=148,从而它有 …:个实根. W 为 v / T ?^ 是无理数.所以伽罗瓦群是 S 3 . 

由定理 3. 43,多项式 /( x ) =: r 3 —48 _r + 64 e QO ] 是不可约的， W 别式是 D =2 i 2 3 S 从而 
/(工>有=个实根.因为 yn 是有理数，所以伽罗瓦群是 A 3 SI 3 . ■ 

在考察四次多项式之前，我们注意到如果 rf 是 | S 4 丨=24的因数，则&有《/阶子群（习题 
5 - 23). 如果 c /=4, 则 V 和 I , 是不 同构的 t /阶子群，对任一其他的因数 rf , 任两个< /阶子 群同构_ 

由此可知一个四次多项式的伽罗瓦群的同构由它的阶所 碗定. 除非 | G | =4. 

考虑（约 化） 四次多项式/(1) = /+<^ 2 +«: + 4 €0|>].设 £/ Q 是它的分裂域，并设 G = 
Gal(E/Q> 是它的伽罗瓦群.[由习埋 15, 不失一般性，假设 /(_«■> 是约化的 •] 如果 /( ： r) 有有理 
根 a , 则 / U ) = ( x - dcCr ) ，它的伽罗瓦群和二次 W 式 c ( x ) 的相同， 而三次 多项式的伽罗瓦群已 
经讨论过了.假设 /(x) = h ( x ) I ( x ) 是两个不可约二次多项式的积，令 a 是的根和卢是 
的根. 如果 Q ( or > 0 Q (於 = Q , 則习題 4. 17(|V> 证明 G 三 V, 即 四群； 否则 a €Q(/», 从 
而 Q (/3) = Q = E ，且 G 的阶为 2. 

剩下的情形是 /(_ r ) 不 可约. 现在基本的想法是比较 G 和四群 V ,也就是的正规子群 
V = <(1),(1 2)(3 4),(1 3)(2 4),(1 4)(2 3>), 

从而可以识别 VHG 的固定域.如果 / Cr ) 的四个（必須 不同） 根是 OHopapq , 考虑数[根据命题 
4.63( B ), 它们是不同的 ]: 

( u ~ +<»4>， 

V =(叫 +<*3>(<»2 + (6) 

W = (fli + 04)(02 + <»3 )• 
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显然，如果0 e v n G ， 则 ( T 固定“， V 和 《;• 反之，如果 ( y € S 4 固定 II = ( cn + cr 2 )( fl 3 +<| 4 )，则 
a € VU {(1 2),(3 4),(1 3 2 4),(1 4 2 3)}. 

然而，后面的四个置换没有一个能够同时固定 v 和从而固定每个当且仅当 cr€Vn 
G . 所以 

£vnc = Q iutV ^ w ). 

定义 / Or ) =丈 4 +炉: 2 +7 3 ： + 3的预解三次多項式是指 

gix) = (J ： — a) (x — v) (x *— w) * 

_ 其中是 （6) 式中定义的數. 

命題 4. 62 + j 的預解三次多項式是 

g(x) = x 3 — 2qx 2 + (q 2 — 4s)«r + r 2 . 

证明如果 fix ) = ( x 2 +/ x + I Hx 2 -jx + m ) , 則在 209 页对四次公式的讨论中我们知道尸是 
A ( x ) « x 3 H - 2 qz z + (f 一 4 s > x — r 2 

的根.它和命題声称的 / r ( x > 的表达式只相差二次项和常数项的符号.于是，数沒是 M : r ) 的根当且 
仅当 ■^是 r ) 的根. 

标记 fix ') 的四个根 a !，< T 2 ，勿使得，02 是 x 2 + / aH 《的根，，<» 4 是 P — /r + m 的根.则） 
= 一 （“1 + ff 2 >，一•/ =— (勿 +« M ) ， 所以， 

U = (<»i + (»2〉 （®3 + > =一 《/ 2 • 

因 A (> 2 ) -0, 所以一“是 Mar ) 的根. 

现在把 / Cr ) 分解为两个二次多项式，比如 


fix) = (x 2 H->x 4 - i Xx 2 — >x + m)* 

其中 q ， a 3 是第一个 W 式的根 ， 02 ,q 是第二个因式 的根. 用与前面同样的论证可证明 
V — («1 + «3 ) («2 + ff 4 > j 2 J 

因此一 V 是 Mj :) 的根.类似地， 一 u ;= — （ q + a 4 >( ci 2 +< i 3 ) 是 A ( I ) 的根.所以， 

A(j-) = (j: + *i)(x4- v)(x + w). 

从而 

g(jc) — (j ： — m)(x — v)(x — w) 

可以从得到，只要改变二次项和常数项的符 9. ■ 

命题 4.63 ( I ) 四次多項式 /(: r > 6 QO ] 的判别式 D (/> 等于它的預解三次多項式 g (« r ) 的 

判别式 D ( g >. 

(H >如果 f ( x ) 不可约，« gU ) 无重根. 

证明 （ 丨 > 容易验证 


u — v = ai<>3 + 02 ai — a\az — =— (ai 一 a 4 )(a2 

类似地 , m — w; = — ( ai — <r 3 )(cr 2 — 04)*^— tv = (a\ ~ az) (a 3 — a A ). 


由此可知 D ( g ) = [(“一 v )(« — w)(v — w )] 2 = [— JJ ( ff| - — o y )] 2 =!)(/)• 

(» ) 如果 / U ) 是不可约的，则无重根（因为 Q 有特征 0, 所以 / Cr ) 是可分的），从而 
HH 1 £></)# 0. 所以 D ( g ) = D (/> #0 ,由此 gCr ) 无 重根. ■‘ 

用（6> 式的记号，如果 / Gr ) 是不可约四次多项式，則 u ， t >, w 不相同. 
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命题 4.64 设 /( jt ) € QO] 是不可约四次多項式有伽罗瓦蜱 G 和判别式 D, 并设 m 是預解三 
次多項式的伽罗瓦群的阶. 

U) 如果 m = 6, « G 兰 S 4 . 此时， gU) 不可约且是无理数. 

(B) 如果 m=3, 9 i G ^ A a . 此时， gU) 不可约且 v/ 万是有 a 數. 

< W ) 如果 m = l , « G ^ V . 此时， gU > 在 Q [>] 中分裂. 

(IV) 如果 m=2, «0 兰 0* 或（；三 1 4 . 此时， g(j) 有一个不可约二次因式. 

证明我们已知 E vnG = Q ( u , X ；, w ), 由伽罗 E 理论的基本定理， 

[G« vnG] = [E vnc . Q] 

= [Q (u.v,u>) • Q] 

=1 Gal(Q(u,t.,u;)/Q) I 


闪 /(; r ) 不可约，由系 4.9，| G | 被 4 整除，于是命题中关于群论的陈述由习题 4.28 和习题 4.29 
给出. J 5 后，在起首两种悄形中 ， I G 丨被12整除，命题 4. 59( « ) 判定是 G ^ S 4 还是 G 兰士.后 
面两种情形中关于的条件是容易知道的. ■ 

我们已经看到，对于不可约四次多项式的伽罗瓦群，由该多项式生成的预解 H 次多项式涉及许 
多内容. 

例 4. 65 (|)设 /(d =/-40： + 2€ Q [ x ]. /( a :) 不可约[确定 /(:«:) 不可约最好的方法 

是作为定理 6. 34的艾森斯坦准則，徂也可用定理 3.43 确定 /(_ r > 没有有理根，然后考察其系数的 
条件以证明 /(h 没有不可约 二次因 式].由命® 4. 62. 预解必次多项式是 
jf ( x ) ■= j 3 — 8 x + 16. 

现在 ff ( x ) 不可约 （》 实这个结论的 fl 好方法还是用第6章中的一些结果，特别是定理6.30, 因为 
用01 0 (15约化可得到1 3 +20：+1，这个多项式在 I s 上不可约，因为它没有 根）. /?(■!■〉的判別式是 
-4 894. 从而定理 4. 60表明客 ( o 0 的伽罗瓦群是 S 3 , W 此阶为 6. 现在定理 4. 64表明 （； 兰 S 4 . 

( II ) 设 /<■!)，_ r 4 -10_ r 2 + l 砭 QO ]. 由习题 6.23( VM >, /( jt > 不 可约. 根据命® 4.62, 预 
解-:次多项式是 

J 3 + 20 j * + 96 j = x(x + 8)( x +12). 

此时，= Q 且 m = l . 所以 CSV . [如果回忆习題 3. 122, 就不会感到惊奇，在那里我们 
看到 /( I ) 是 0 =及+万的不可约多项式，其中 Q ( o ) = Q (^， V 3).] ■ 

一个有趣的尚未解决的问埋是伽罗瓦问题 的逆： 什么样的有限抽象群同构于 GaKE / Q ) ,其 
中 E / Q 是伽罗瓦扩张？希尔伯特证明对称群 S „ 是这种伽罗瓦群， 1. Shafarevich 证明每个可解群 
是伽罗瓦鮮（见 Neukirch - Schmidt-Wingberg 所著的 {Cohomology of Number Fields )). 20 世纪 80 
年代对有限群分类之后，证明大多数单群是伽罗瓦群.更多的信息读者可参考 MalkMawat 所著的 
《Inverse Galois Theory }. 


习題 


4. 14证明 oi ( l - w : Kl — = 3 iW , 其中 

4.15 (丨〉证明： 如果 a 关0, _/( x > 和 a / O :〉 的角别式相同且伽罗瓦群也 相同. 由此可知，当计算伽罗瓦 
群时，仅关注首一多项式不会失去一般性. 
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( I >设 A 是特征0的域.证明多项式 fix) 6 4r[x] 和它的相伴约化多项式 /(x) 有相同的伽罗瓦群. 
4.16 (丨>设★是特征0的域.如果/(1) = ^+01： 2 +知+1：€^>],则它的相伴约化多项式是/+4^+ 
r. 其中 

q = b |-fl* *r =嘉 a* |-a6 + c. 

(I 〉证明 fix、 的判别式是 

D = — 46, -4a J c- 27c* + 18a&c. 

4.17 设*是域，是可分多項式，且 EA 是 /Cr) 的分裂域.进一步侑定在 A[x] 中有因式分解 

/(x) = gix)h(x') 

且 BA 和 C/* 是中间域，它们分别是 g(x> 和 Mx> 的分裂域. 

( I ) 证明 GaKE/B> 和 Gd(E/C〉 是 GaKE/U 的正规子群. 

(函〉 证明 Gal(E/B) HGaKE/C) = < 1 }. 

(HI) 如果 BflC=A, 证明 Gal(£yB)GaK£/0»GaI(£/«. (称中间域 B 和 C 线性无錄，如果 BAC=4.> 
(IV)用命题 2. 80和定理 4. 16 ff 明在这种情形下 

Gal(E/A> 兰 GaKB/k) X GaKC/*). 

(注意 Gai(B/k) 不是 GaKE/*) 的子群 .） 

(V> 用（IV〉 纷出 Gal(E/Q>^V 的另一个证明，其中£> Q(W +力） [见例 3.122]. 

(Vl> 设 /(x>_(x*-2)(x* — 3>€QLr]. 如果月 /Q 和 C/Q 是 x s -2 和乂一3在 C 内部的分裂域•证 
明 G«1(E/Q) 5* G«1(B/ Q ) X GaKC/ Q ) ，其中 £ ft fix) 包含在 C 中的分裂域. 

设*是特征 0 的域， a/Cr>eiM>] 是冇分裂域£/▲的5次多项式.证明 /Cr> 运用根式可解当且仅当 
[E« A]<60. 

( I ) 如果£和广是格，函歆 /*/：—£' 称为保序的，如果在£中*^6龜涵在 0/(a></(6). 证 明：如 
果£和£'是格，且？ >:£-/：' 是双射满足和都是保序的，则 

9ia A 6) « 9(a) A 9(b) .9>(.a V 6) = 9(a) V 9(b). 

提示：修 改引理 4.42 的证明. 

(H >设 E/A 为伽罗瓦扩张， RGaKEM) 是 n 阶循 环群. 证明由 9(U = [L « «定义的 
9 * Int(E/A) -*• Div(n) 

[见例 4. 40( IV>] 是保序格同构. 

(III > 证明： 如果 L 和 K 是的子域•則 

[L V K * FJ = lcm([L * Fj,[/C : FJ) 

和 

[L n K * FJ = gcdCCL » F,]>. 

4. 20 求子域形成被的一切有限域幻即如果〆和 f 是▲的子域，则〆或 

4. 21 ( I ) 设*是无限域， /Cc> € 是 5J 分多项式，且 £=4( 叫，•••，〜>,其中 cr,, …， 《，是 /(x> 的根. 

证明存在使得灼，其中 p=c 1<f| 4 ■… +c B «,. 

提示： 用施泰尼茨定理的证明. 

( II ) CJanusz ). 设4是有限域，且 有限.证明： 如果和是(沒> 线性无缘[即如果 
*(«) 0 *(/?) = *]. W K = ^( a + /?). (该结果在一般情形下不成立.例如， N . Boston 运用 
计算机代数系统 MAGMA 证明存在？>的本原元和1^。的本屎元使得 F 2 («,/?) = Ff ,而 
F 2 (a+^)=F,»*.) 
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提示： 用习题 4. 19 ( H ) 和习埋 1.26. 

4.22 设是伽罗瓦扩张有伽罗瓦群 G = GaKEA >. 定义迹 T *£-£ 为 

T («) = S ^(«). 

t€G 

(i ) 证明 imT^k 且对一切 a *v 6 E * T («< + v ) = TC «) + T ( v ). 

< li ) 用特征标的无关性证明 T 不恒为零. 

4.23 设 E/A 是伽罗瓦扩张，且有 [£:« = ” 及循环伽罗瓦群(；= 081(£7« ,比如 G =< tf >. 定义产^一1 £ , 
证明 k e iT = im r , 其中 T *£：•+£： 是迹.由此推出，在这种情形下，进定理 成立： 
kerT = (a 6 £:对某个 m 6 £*有 a = a ( u ) — u ). 

提示：证明 kerr =*， 从而 dim ( imr >= n — l = dim ( kerT >. 

4. 24设*是特征/»>0的域，且£7 ★是有 />阶循环伽罗瓦 _G = 的伽罗瓦扩张 

元索使得 — = 1. 证明 £=*(«> 且存在 c 6 A 使得 irr ( K ,4> =x 

4. 25如果 < r € 氏且 其中 A 是域，定义 

(fl/)(X| ™ /(x # , t"*fX #(| ). 

(I > 证明（1/(1,,“.,文,>>1-^/定义了 S , 在 * 0r ,] 上的一个 作用. 

(li >设 4 =^ 1 | ,-,： 0 _ 11 ( 1 |：,-易>(在 239 页上， 我们知道对一切 《e s •，必 =±厶>.如果 《» es ,, 
*<i 

证明 a 6 A . 当且仅当必 


晒 

用迹定理证明存在一个 


提示： 定义 f • S B - G 为 


9( a ) = 


ii 


当必=山 
当必=一厶， 


其中 G 是乘法群 <】• -1 K 证明9>是同态且 kerf >= A ,. 

4.26 证明： 如* /( a :) € Ql>]ft 不可约四次多项式 • 它的判別式有有理平方根， W /(： r ) 的伽罗瓦群的阶 
为4或 12. 

4.27 设/(1> = /+rr + j 6 Q [>] 有伽罗瓦麻 G . 

( I >证明 fix ) 的判別式是一 27/+256 A 
( II ) 证明： 如果 j <0, 則 G 不网构于的子群 • 

( iii ) 证明 /( i ) ■^+之+1不可约且0名5 4 . 

4- 28设 G 是乂的子群且丨 GI 是4的倍败，定义 m =| G/(GA V >|. 

( I ) 证明 m 是6的因败. 

( II 〉如果 m = M G = S 4 i 如果 m = M G = A tl 如果 則 G = V , 如果 m = 2, 则 G 各 D a , 



4.29 设（^是^的子群.如果 G 传递地作用在X = U,2,3,4> 上，且丨 G/(V fl G ) |= 2 ,则 G 兰 £>• 或 

[如果我们仅仅«定0传递地作用在X上，則丨 G 丨是4的倍败（系 4.9). 附加的假设丨 G/(VflG>| = 2 
排除了习题 4.28 中当 m=2 时 G 主V的可能性 .] 

4.30 计算 Q 上/+/— 6的伽罗瓦群. 

4.31 计算 Q 上 /(:t> =/+：«■*+x+l 的伽罗瓦群. • 

提示： 用例 3. 35( II >证明 /<x) 的不可约性，并用 mod 2约化证明預解三次多项式的不可约性. 

4. 32计算 Q 上 /(x> = 40： 4 +12戈+9的伽罗瓦群. 

提示： 分两步证明 /(x) 不 可约： 先证明 /(d 没有有理根，然后用笛卡儿 （Descartes〉 方法 （209 页） 

证明 /Cr) 不是 Q 上两个二次多項式的积. _ 
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我们现在探索有关群的结构的一些信息.有限 W 贝尔群不太 复杂： 它们是循环群的直和.回到 
非阿贝尔群，西罗定理证明，对任意岽数/>,有限群 G 有〆阶子群，其中〆是整除丨 G 丨的户的 
最大幂，且任意两个这样的群同构.在伽罗瓦理论中引发的正规列和可解性的思想产生了群的不变 
M (若尔 当-赫尔徳定理），它表明单群在某种意义上是建造有限群的 “砖块”. 随后，我们展示了 
更多单群的例子来伴随交错群 A n , 对》!>5,我们已经证明是单群.本章终止于自由群和群表 
现的研究，因为它们在构造和描述任意群中是有用的，本章结尾证明每个自由群的子群也是自 
由群. 

5.1 有限阿贝尔群 


我们通过对一切有限阿贝尔群进行分类来继续群的 研究； 遵循习惯.对于这些群中的二元运算 
使用加法记号.我们要证明每个有限阿贝尔群都是循环群的直和且在很强的意义下，这种分解是唯 
-的. 

5.1. 1 直和 


本小节中的群是指任意的可以是无限的阿贝尔群. 

有两种方式描述阿贝尔群 Si ，…， S, 的 直和. 最简单的方式有时候称为外直和，记为 Si X … 
xs n ,它的元索是 n 元组 (h ，…， sp， 其中对一切 i, 它的二元运算是 

“1 ••"，〜）+ (5; ， … ， 5:> *= (J! -\~s \ ，•••，〜+ /„). 

然而最有用的方式有时称为内直和，它同构涉及满足 X-XS^ 的给定的群 
G 的子群 S,. 我们常省略形容词外和内. 

两个了•群的直和的定义就是用加法来陈述命埋 2. 80. 

定义设 S 和了都是阿尔群 G 的子群.如果 S + T=G (即对每个存在和 /6 T 
使得 a = s +/) 且 Sn ： T ={0}, 則称 G 是直和，记为 

G = S ® T . 

下面是直和的几个特征. 

命题 5.1 对阿贝尔縟 G 和它的子縟 S ， T , 下列*述等价. 

( I ) G=S@T. 

(li ) 每个 有形如 

g = s + t 

的唯一表达式，其中 ter . 

< I * ) 存在称为投射的同态 P : G-^S 和 q •• G — T , 以及称为内射的同态 i 和）.《 丁 —G 

满足 


P * — = It^PJ = 0 9 qi = 0和少 +为= 1 G . 
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注等式 pi = l s 和幻 =1 t «涵映 射/和 j 必是单射且/>和 g 必是 满射. 

证明 （i ) => ( U )• 由假设， G = S + T , 从而每个有形如 g = s+t 的表达式，其中沒 
S , •为证明这个表达式唯一，假定还有尽=/ + 〆 ，其中 / eT . 則 = / + 〆 给出 
= 沒 SHT =<0}. 所以正如所要的 s = j ' 和《 = 〆 . 

( II ) => ( i ). 如果则存在唯一的 /6 T 使得容 = s + f . 定义函 数户和 9 为 
pig) = s 和 qCg) = /* 

由于唯一性的假设，/>，是合理定义的.容易验证 *7 是同态且陈述中的所有等式成立. 

(lii ) => ( I ). 如果豸 € G , 因为 S = im « •和 * r = im )， 等式 l G = *>+ y <? 给出 

g = «/»(*) + > 9 (*) e S + T . [250] 

如果贫 €5，则 g=ig 且 />g = pig=gi 如果 ir 6 r ， 则 g=jg R pg 二 pig = 0. 所以，如果 
5门7\则 《■=()• 因此 S 门 T =<0}, S + T = C . 从而 G = S 0 T . _ 

下一结果表明内直和和外直和之间没有本质的差别. 

系 5. 2设 S 和7•是阿贝尔鮮 G 的 子銲. 如果0=50了 ， M S © T ^ SXT . 

反之，給定阿《尔群 S 和 T , 定义 SXT 的子鮮 S ' SS 和 T ' 兰 T 为 

S 7 = {(*,0) « * 6 S) 和 r ■= {(0,f) * / e T>, 

« SXT == S , © T , . 

证明定义 /| S © T — SXT 如 F . 如果 a 6 S © T , 则命题 5 •丨说存在形如《1 = *+/的唯一表达 
式，从而/| ah *( s ,*> 是合理定义的函数.容易验证/是同构. 

反之， fiu 果 g = ( j , o € sxt . 则发= ( j , o ) + ( o , o e 夂 + r as ' 门疒= <(0,0)}. 因此 
SXT *^©^. ■ 

定义如果 S |, S 2 , …， S ,, … 是阿贝尔蜱 G 的子群，对”>2归纳定义有限直和 
㊉ … ㊉ S , : 

S, ㊉ S 2 ㊉… © S—, = [S, ㊉ s 2 ㊉… ® s,] ® s , +1 • 

这个直和也记为 

2 s ' = ㊉ S 2 ㊉…㊉ 

给定阿贝尔群 G 的子群 Sp S 2 , …， Sx , 什么时候这些子群生成的群 < S 1 , S 2 ,"，， S 11 > 等于它们 
的直和？ 一个常犯的错误是认为只要假定对一切有 s ,. n - { o } 就可以了，但下面的例子表 
明这是不够的. 

例 5.3 设 V 是域♦上的二维向量空间，我们把它看作加法阿贝尔群，并设: V 是基.容易 
验证子群<1>, 0>>和<1+3»>中的任两个的交是|0}.另一方面.因为 [< j :〉 ㊉ < y >] rHx + y >#<0 h 
所以 V = [< j ：>®< : y〉] ㊉ < j ： + _ y 〉 不成立. ■ 

在有关阿贝尔群的上下文中，我们将用 S £ G 表示 S 是 G 的子群，如同子环和理想所用的记 
号. 对于一般的群，（可以是非阿贝尔群）我们继续用 S < G 表示子群. _ 

命题 5.4 设0=5,+^+… +S», 其中 S,. 是子解；即对每个 “6G, 关 于一切 《•, 存在 Si eS,- 

使得 

a = + 巧 + …+ 、• 

則下面的条件 等价： 
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(i ) G = S • ㊉ Sj ㊉…㊉ 

(#> 每个•有味一的形如 a = si + j 2 + … + J« 的表达式，其中对一初 i， SiSS ,-. 

(li) 对每个《% 

S . n (负 +备 +… +S f 十 … + S ,) = {0 }， 

其中 S ,. 表示从和式申删除 s ; 这一項. 

证明 （ i )=>< ii ). 对 n >2 用归纳法 证明. 基础步是命題 5.1 .关于归纳步，定义 T =^ + 
S 2 + … + S ,, 从而 G =7 ■ ㊉ 氏+卜如果 a 6 G , 则 a 有唯一的形如 a =*+ VH 的表达式，其中 ter , 
*» + .65,, +1 (根据命题）.但归纳假设说 r 有唯一的形如 t = q +5 2 + m + J ( l 的表达式，其中对一切 
«’< n , 5,6^,这正是所要的结果. 

( II ) => ( iii ). 假设 

■r e s f n (& + s 2 + - + s, + - + s.). 

则 JT = *,_ € Si 且其中巧除非所 有的巧 =0, 否则元索 0 有两个不同的表达式： 
0 =— 5; + yis ,- 和 0 = 0 + 0+*“+0. 所以一切々=0且: 

(III) =» c i). ws, +I n (s, + s: + … + s,) = {0} ，有 

G = S, + | ㊉ （ S, + S 2 + - + S.). 

因为对一切有 

Sj n (s l + -+s,+...+s_> c 务 n (s,+". +Sj+- +s.+ s n+l ) - {o}. 

因此归纳假设给出 + ㊉ S * ㊉ … ㊉ S ,. ■ 

系 5. 5 设6=(% ，…， y ,〉. 如果对一切 nijEZ ，= 0 ff 涵 m ,. y ,.=0， 则 

G = <力 > ㊉…@ <>,>. 

证明由命题 5.4( B >,只需证明如果2*.>/ = E • 劑对一切 《•, *.>i = <, y ,. 而这是显 
[2521 然的，因为 涵对 一切； 有（<_6>乂 =0. ■ 

例 5.6 设 V 是域 A 上的 n 维向量空间，我们把它看作加法阿贝尔群.如果^，…，％是 
基，则 

V =〈巧 > ㊉ <vj> ㊉…㊉ <t»,> , 

其中 <巧> =<^^|/"€4>是由1；,.*成的一维子空间. 因为 M ，…， t ；, 是基，所以每个 t »6 V 有形如 
t »=* i +•••+、的唯一表达式，其中 J ,- = *■•_»,• G < w ,> . ■ 

现在我们已经考察了有限直和，可以把命埋 2. 79从两个直和项推广到有限个直和项.虽然我 
们的结果是对阿贝尔群说的.但应该明白如果俚设子群 H , 是正规子群，则对非阿贝尔群也可以作 
同样的论证（见习题5.1〉. 

命 J 15.7 如果 G lt G *. •••, G , 是阿》尔鮮且 Hi £ Gi 是子蛘，则 

( G , ㊉…㊉ <?_>/(«■ ㊉…㊉ H .) S < C ,/ H , > X ... X ( G „/ H ,). 

证明定义/< G , ㊉ … ㊉ G , — ( G ,//^) ㊉ … ® ( G ,///,) 为 

**•••«.) 1—(*1 + H .). 

因/是满同态满足 ker/=H ，㊉… ©H,, 第一同构定理给出结论. ■ 

如果 G 是阿贝尔群， m 是整数，记 



mG = {ma z a ^ G). 


易知 mG 是 G 的子群. 

命题 5.8 如果 G 是阿貝尔群且 p 是素数，« G/pG 是上的向量空间. 

证明如果 [ r ] 定义标 S 乘法 

[ r](a 4- pG ) = m 4- pG . 

这个公式是合理定 义的， 因为如果 々 sr modp ， 則对某个整数 m 有 々 = r +/> m ， 由于 
因此 

ka 4 - pG = ru pma + pG = na + pG ， 

现在容易验证向量空间的公理都成立. ■ 

Z 的复制的直和经常出现，从而需要它们自己的名称. 

定义设 F = 《心， •••，•!•„> 是阿贝尔群.如果 

F = <1!〉 ㊉…㊉ <:鼸〉， 

其中每个 < x ,> 兰 Z , 則称 F 为（有限生成的）以 A ，…， ；为基的自 由阿贝尔群.更 一般地，称 
任意一个同构于 F 的群为自由朽贝尔蜉. 

例如， Z " = ZX "* XZ 是整数的一切 m 元组 (力， …, n m ) 组成的群，是一个自由阿贝尔群. 

命题 5.9 如果 Z w 表示 Z 的 m 个复制的直和， « Z W ^ Z ” 当且仅当 m = n . 

证明只有必要性*要证明. 迕先 注意对任意阿贝尔群 G , 如果 0 = (^® … ㊉ 则 2 G » 
2 G ! ㊉ … ㊉ 2 G „. 由命题 5. 7， 

G /2 C 芸 （ G ! /2 G , ) ㊉ … ㊉ { GJ 2 G 。 ， 

从而如 m I G /2 G | = 2".类似地，如果则 | H /2 H | = 2 W . 最后，如果 G «= Z ” 
则 G /2 GSH /2 H ， 从而2” = 2' 山此可知 ■ 

系 5. 10 如果 F 是（有限生成的）自由阿 fl 尔群，則 F 的任两个基的元素个教相等. 

证明如果 Q ，…， ；是戶的基，则 FG 2". 如果: yi ，…， ： y w 是 F 的另一组基，刺 F 兰 Z ' 
由命题， m = n . _ 

定义如果 F 是以 x 丨，…，:^为基的自由阿贝尔群，則称； I 为 F 的秩，记为 rank ( F ) = W . 

系 5. 10说明 ran k ( F ) 是合理定 义的； 即它不依赖 T 基的选取.运用这个定义，命题 5. 9说两 
个有限生成的自由阿贝尔群同构当且仅当它们有相同 的秩： 即 S 由阿贝尔群的秩扮演了向量空间的 
维数的角色.把下一定理和定理 3.92 相比较，说明自由阿贝尔群的基和向眚空间的基有相同的 
性态. 

定理 5. 11设 F 是以 X = U l 9 - 9 x m ) 为基的自由阿贝尔群.如果 G 是任意一个尔群且 
y * 是任意函数，則存在唯一的同 态发： F — G 使得对一切 hCj ：,〉 = y (^). 


证明每个元素有形如 


的唯一表达式，其中 mi € Z . 定义 — G 为 
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g(a) = 2 m «y^ x i>- 

••■I 

如果 Ai F — G 是同态使得对一切 i , AOr ,.) =«(々> , mh = g , 这是因为在生成元的集合上一致的两 
个同态必相等. _ 

定理 5. 11刻两了自由阿贝尔群 • 

命麵 5. 12设 A 是包含子集 X = 的阿 H 尔群，并设 A 具有定《 5.11 t 的 性质： 

对每个阿贝尔群 G 和每个函教 y : X — G , 存在唯_的同态 g : A — G 使得对一切: = y ( Xi ), 
*J A ^ Z " i 即 / V 是秩为 n 的自由阿貝尔縟. 

证明考虑图 

和 {4 

其中 piX — A 和 9 : X -* Z " 是包含函败•第一个图来自给定的 A 的 性质. 因此第二个图来 
自定理 5. 11，它表明 Z 1 •具有同样的性质，因此 A 9 =/>. 我们断言映射 * | A — Z " 是同构.为此，考 
虑围 



X ~ P* A 


现 & hgp = h q = i >. 由假设，是唯一的这种同态，而 i A 是另一个这种同态，从类似 
的图表明另一个复合 gA = lz ", 从而《是 同构. ■ 

5.1.2 基定理 

用“一次一个素数”的方式来分析有限阿贝尔群是方便的 • 

,__, 回忆/>_群是对某个的 〆 阶有限群 G . 在专门研究阿贝尔群的上下文中，称 p - 群为 p - 

_准索群. 

定义如果/>是素教，尔解 G 称为/ ■-准 索辟，如果对每个 a €(；， 存在使得 〆 ^ = 0. 
如采 G 是任意尔群，《它的/>-准索分量是 

G , = {a 6 G : 对某个 n ^ l , p"a = 0>. 

易知对每个索数/•， G p 是 G 的子群（当 G 不是阿贝尔群时不成立，例如如果 G = S 3 , 则0 2 不 
是它的子 群〉. 

如果我们并不®要指定索数/>，则可以记一个阿贝尔群为准素群（而不是 p - 准素群〉. 

定理 5. 13 (准素分解） <丨）每个有限 WR 尔群都是它的夕-准素'分量的直和： 

G = G fi ㊉…㊉ G'. 

(ii ) 两个有限阿贝尔鮮 G 和 G ' 同构当且仅当对每个^教 p . G A ^ G ；. 

证明< i >设 X 6 G 非零，并设它的阶为 d . 由算术基本定理，存在不同的索数岛，…， h 和 
正指数使得 

d = p \' 

定义〜=£// 〆 ■，从而片由此对每个 f ， r , x 6 Gp (因为 《 ir =0). 而…， r „ 的 gcdd 是 
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1 0/的可能的索因数只有 九 ，…， />，，但因 Pitq , 所以没有一个 Pi 是公因数）， 因此存 在整数 
* i ， …， s ” 使得1 = 2 s < r * -所以， 

I = S J i r i X ^ G t x + ■*" + G P .- • 

记 H ^ G ^,+ G &+ … + G ^+“. + G ,_. 由命题 5.4, 只需证明如果 
x 6 G P( nw ,, 

则： r =0. 因 ： eGf 对某个 O 0, 有 pfx=0. 因 ar 6 H ,， 有 _r = , 其中 冲心=0. 因此 

似= 0, 其中 “= JI 冲. 而 P / 和"互索，从而存在供数 ^ 和，使得 1=5/>/+如. 所以， 

X ~ (sp/ -\-iu)x = spfx + tux = 0. 

(ii > 如果 / IG - C 是同态■則对每 t 素数 /», 因为 〆 a =0 导出（) = /( 〆 <»> = 〆 /(<»),所以 
/ CG ,) GG ；. 如果/是同构，則厂 1 也是同构[从而对一切/>，厂由此，每 

个限制 / IG , iG ，- G [是同构，有逆/ I | G ；. 

反之，如果对一切/•存在同构八《 Gp ~* G ；_ ，则由给出同构 A 2〜一 

P I ' P 

I ； G ； • ■ (256] 

F 面类铟的子群将扮湞-个》要角色. . 

定义设/ •是素 数， G 是/«•-准素阿贝尔解 ©. 子蛘 SCG 称为子群.如果对一切 n >0, 

S n A-G = P " S . 

包含关系对每个子群 S £ G 都成立，从而只有反包含 S 门 〆 GG />" S 是*要的. 

它是说如果 s 6 S 对某个 aGG 满足等式 s = />" a , 则存在 /6 S 使彳如 = 〆 /. 

例 5. 14 (丨> G 的每个直和项 S 部是纯？ 群. 如果 G = S ㊉ T 且 G ,0> » />”（ u , t 0 . 其中 
“€ S，ve T , 则 M 然有 < s ，0> = ，（“ ,0>. (逆 命題： “毎个纯子群都是 一个宜 和项”当 S 有限时成 
立，当 S 无限时可能不成立 .） 

( II )如采 G *=< a > 是 〆 阶循环群，其中/>是*数. WS =< 办 1>不是 G 的纯子群，这是因为如 
果 p /> a es , 则不存在元索 / es 使得 s = p a = p /. ■ 

引理 5. 15如果 P 是素教且 G 是有 ftp - 准素阿 H 尔群. 《 G 有非零的纯循坏子群. 

证明因 G 有限，可以选取阶最大的元素; y € G , 比如阶为我们断 a S =<; y >. G 的纯子 
群. 

假设 s € S , 从而 S = m /)^ y . 其中且 pt »», 并设对某个有 
s = p n a . 

必能找到元索使得 5 坷假定”<<，否则， = p " c *=0 ( W 为: y 有最大 阶 〆 ，所以对一 

切尽 = 可取 / = 0. 

如果纟>«，定义 s ' yes ， 注意 

P n s ， = p n mp l ~ n y = mp l y = s . 

© 如果 G 不是准家群，脚定义鲔子群 SGG 为对一切 m 6 Z . 满足 Sn « G = mS 的子群 C 见习題 5. 2和 5. 3). 

Q 回忆在讨论运用根式可解性的时候产生了崦扩东在这种扩来中，添加的元素1/对某个满足等式沪 ■**. 

纯子群由类似的等式定义（用加法记号 >• 坷能这 耽是其 名称的由来. 
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如果£<»!，则 

p f a = p l ^ n p H a = p l " m s = p f ~ n mp l y = mp l ~ nJrt y. 

但户 tm ， 且因一 n + f <0, 所以 t - n + t<i , 从而 〆 关 0. 这与； y 有最大阶矛盾，因此这种情形 
_不可能出现. ■ 

定义如果户是素數， G 是有限 />- 准素阿贝尔群，則 
d(G) = dim ( G / pG ). 

注意到 d 在直和上可加， 

d(G®H) = d(G)+d(H), 

这是因 为命超 2. 79给出 

(G ㊉ H)//>(G ㊉ //> = (G ㊉ ㊉ pH) 

左端的维數是出 G ® H ). 因为 G//»G 的基和的基的并是 （ G //» G ) ㊉ （ ff / pH 〉 的基，所以右 
端的维數是 d(G)-\-d(H). 

容易刻两 d ( G ) = 1的非零阿贝尔群 G . 

引理 5. 16 如果 {0} 是 p - 准素的•則 diG) = 1当且仅当 G 是循环群 . 

证明如果 G 是循环群，朔 G 的任一商群也是循环群，特别是 G / 〆 ） 是循环群，因此 
d\m(G/pG) * 1. 

反之，如果 G/ 〆； = <* + 〆；> , W G/pG^lp. 因 l p 是单群，对应定理说 pG 是 G 的极大真子 
群，我们断言 G 只有〆5这•个极大真子群.如果是任意一个极大真子群，因为 G/L 是单阿 
贝尔群，阶为/>的幂，因此阶是/>, 所以 G/L 三 l p (根据命題 2. 107,阿贝尔单群都是素数阶循环 
群）.于是，如果 a€G， 则在 G/L 中 />(ci+U=0, 从而 p fl €L, W 此 />Gd 而〆;是极大的，所 
以 /»G=L. 由此， G 的每个真子群都包含在 pG 中（因为每个真子群都包含在某个极大真子群中）. 
特别地，如果 <z> 是 G 的真子群，則 <z>Q/»G, 与 * + />GfiG/〆 ） 的生成元矛盾.所以从 
而 G 是循环群. ■ 

引理 5. 17设 G 是有限 />- 准索阿 II 尔群 . 

( I > 如果 SQG, W d(G/S) < d(G ). 

(ii) 如果 s 是 c; 的纯子觯，則 

diG) = d(S)+d(G/S). 

证明 （i ) 由对应定理， 〆 G / S ) = (/»G + S >/ S , 因此由第=同构定理， 

(G/S)/p(G/S) = ( G / S)/[(pG + S >/ S ] 兰 G / (夕 G + S >. 

因 /> GG /» G + S ， 存在满同态（匕上向量空间的同 态）， 
mu G/pG-^ C /(/» G + S ), 

也就是茗 +/» GH*^+(pG + S ). 因此 dim ( G / 〆 ；） 彡 dim ( G/(/»G + S 〉> ，即 rf ( G ) > d ( G / S ) • 

(II > 我们现在分析 （pG + S>/pG , 即 G / 〆 ？-(；/( 〆 ； + S ) 的核. 由第二同构定理， 

(pG + S)//»G^S/(Sfl PG). 

因 S 是纯子群，故 SO /» G =/» S , 所以， 

ipG + S)/pG^S/pS, 

从而 dim[</»G + S >//* G ] = d ( S ). 但如果 W 是有限维向量空间 V 的子空间，则由习题 3.72, 
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dim ( V ) = dim(WO + dim ( V/WO . 因此，如果 V ^ G/pG 和 W = (/ > G + S)//>G , 则有 

< KG ) = diS ) -f d ( G / S ). _ 

定理 5. 18 (基定理）每个有限阿贝尔群都是价为素數幂的循环群的直和. 

证明由定理 5. 13的准素分解，可以假定 G 是关于某个素数的/> ••准 素群.对用 
归纳法证明 G 是循环群的直和.容易验证基础步，因为引理 5. 16证明此时 C ； 必是循环群. 

为证明归纳步，我们先用引理 5. 15找出一个非零纯循环子群 SQG . 根据引理 5. 17,有 
d ( G / S ) = d ( G 、一 d ( S ) = diG ) - 1 < d ( G ). 

由归纳假设， G / S 是循环群的直和，比如 

G/S= 

!•» I 

其中 T ^ jr . + S . 

设并设 T 的阶 为 〆 ， 其中 I = J ：+ S . 我们断 言存在 使得 Z + S = I = X+S 满足 
阶 * =阶(: r ). 

现在 x 的阶为 />", 其中但在 G / S 中 〆 （■ r + s > = /> < l = 0 , 因此存在某个 J 6 S 使得/ >4^5. 
由纯性，存在 /€ S 使得如果定义 r =; r -*', 则 〆 *= OM *+ S = i + S = i . 如果 z 的 
阶为 P ", 则因为 *1-1, 所以有 mX . 因/>~=0,所以 r 的阶等于 〆 . 

对毎个6选取〜 6 G 使得2,+5=1 ; =*,. + 5且阶々=阶: T ,.. 定义7'为 
丁 = <*| . — 

W 为 G 由 S 和各 z , 生成.所以 S + T = G . 为证明 G = S ® T , 现在只需证明 sn ： r =<0}. 如果 
nr , 则; [ m ,*,, 其中叫 ez . 现在 yes , 于是在 g / s 中- o . 由于这是一个直和， 
所以每个 TOi r ,.= o . 终究，对每个“ 

— m , T f = y ^. nijT , € < Xi > n (<Ti > + … + <5;> + … + < I ,>) = {0}. 

所以对一切/， m . z , =0* 因此 yO . 

最后， g = s ㊉ 厂 a 涵= as )+€/(7*> = i + d (: r ) ，闪此 d ( r ><</( G )• 由归纳假设 ， r 
是循环群的 ir 和，证明充成. _ 

我所知道的这个基定理的最短的证明属丁 • G . Navarro ，American Mathematical Monthly ^ 110 
(2003), 153 〜 154 页. 

引理…19 有哏 />- 准素阿贝尔群 G 是循坏群当且仅当它有唯一的/>阶子群. 

证明回忆94页未编兮的 定理： 如果 G 是 ri 阶阿贝尔群，且对 n 的每个索因数/>，至多有一个 
夕阶循环子群，则 G 是循环群.当/!是 P 的幂时，可立刻得到本引理.逆命题是引理 2.85. _ 

注我们不能刪除 G 是阿贝尔群的假设，因为四元教群 Q 是2-群，它有嘈一的2阶 
子群.然而，如果 G 是有限 p - 群（可以是非阿 II 尔群）， 它有唯一的 p 价子群， 則 G 
或者是循环群，或者是广义四 元教蜱 （广义四元數群的定义在298 «>. 这个结果的 
证明可以在 Rotman 所著的 《An Introduction to the Theory of Groups ) 121 〜 122 頁上 
找到. 

有限性的假设是不能刪除的，因为命题9.25(8)表明无限/»-准素群2(/» 00 ) 有唯一的/> 

阶子群. 


_ 
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引理5_20如果 G 是有限 p - 准索阿贝尔群且 a 是0中阶最大的元素 ， 《A = < a > 是 G 的直 
和項. 

证明对 IGI >1用归纳法证明.基础步显然 成立. 可以假定 G 不是循环群，因为任意一个 
群都是它自身的直和项（余下的直和项是 {()})• 现在 A 有唯 一的/ >阶子群，把它叫做 C . 根据引理 
5.19, G 包含另一个 p 阶子群，比如 CT . 当然 Aflfr ={0}. 根据第二同构定理 ， （A + O / Cr 竺 
AAAfl CT ) 兰 A 是 G / CT 的循环 子群. 但 G 的同态象不能有阶大于丨/ V 丨的循环子群（因为象中元 
素的阶不能大于 a 的 阶〉. 所以 ， （A + OAT 是 G / CT 中阶最大的子群，由归纳假设，它是直和项， 
存在子群 B / CT 使得 

G/C = ((A + CVfT ) ㊉ （ B / CT ), 

其中 CTgBGG . 我们断言 G = A ㊉ B . 显然 G = A +( T + B=A + B (因为 而 AflBeAH 

_ ((A+C , )f1B)=AnC , = {0}. ■ 

定理 5.21 (基定理1 每个有限阿《尔蛘都是循环群的直和. 

证明对丨 G | >1用归纳法证明.基础步显然 为真. 为证明归纳步，设/>是丨 G 丨的索因败. 
现在 G = G 〃@ H ， 其中 / >tl (或者调用准素分解，或者对这种特殊情形重新证明）.由归纳假 

设， H 是循环群的 直和. 如果 G * 是循环群，证明巳经 完成. 否则，运用引理 5.20 把 G , 写作 G ,= 
A ㊉ B , 其中 A 是循 环鮮. 由归纳假设， B 是循环群的直和，定理得证. ■ 

基定理的另 -* 个短证明厲于 R . Rado , Journal l^ndon Mathematical Society 26 (1951). 75~ 
76 页和 160 页. 我们仅概要地证明. 

设 G 是加法阿贝尔群， a , …， 〜是匸的元 索. 作IX”矩阵;它的第 ) •个元索是&•如果 
li 是元索在 Z 中的 nX n 矩阵，则；07是元素在 G 中的另一个 IXti 矩阵，这是因为它的元索是 
a ，…， a 的乙-线性 组合. 容易验证结 合律： 如果I；和 v 是元素在 z 中的 nx»« 矩阵， wi xam = 
(XU)V. 此外， XU 生成的子群和X生成的子群之间有明显的关系，就是 <xu>s<x>. 

引理 A 设 G 是加法阿 H 尔蛘，； r ■是 G 的元索， X 是 lXn 錄阵， 它的第个元素是 
Xj , 并设 U 是元素在 Z 中的" X ”矩阵.如果 detO /> = 1 , « < XU > = < X > . 

定义元索在 PIDR 中的" XI 錄阵 [ ai ，…, aj J 称为幺 横列， 如果 gcd ( ai ，…， a ,) = 1. 

引理 B 如果 R 是 PID , IH 每个幺模列[“”…么]都是 R 上的某个满足 det ( U ) = ] 的 nX ； i 矩 
阵 L ； 的第一列. 

证明概要对 ”>2用归纳法 证明. 如果 it =2. 则 R 中存在元索 * 和 f 使得 * ai + M2 = l 且1/ = 

I "] 是行列式为1的 矩阵. 关于归纳步•先令</= gctKfli ，…, a „_| > ,并对1定义 

Lc <2 t-J 

bpat / d . 两 ，…，6 ■- !] 是幺 棋列， 归纳 fi 设说它是行列式为1的 ( n - l ) X ( n - l ) 矩阵 U ' 的第 
—列. 现在因 [ ap …， a „] 是幺模列，所以 （ a _，《 f ) = l ， 从而存在 s，te i ? 使得 d + = 可用这 

些数据巧妙地修改 U '， 然后论证它形成一个" X ”幺模矩阵，它的第一列是 [ ai ，…, a ,]. ■ 

定理 （ 丨 ） 如果阿贝尔蜉，…，，…， a ,] 是幺螇列，則存在 G 的”个生成元的 
集合，其中一个元責是<^ 0 ^ +..，+ a lr r „. 

(il >如果 G = <々，•..，&>是有限阿尔群，則 G 是掮 坏群的直和. 

证明 （ 丨 ） 由引理 B , 存在 detO ；) = 1的”父”矩阵 U , 它的第一列是 [ ai ，…,心]•因 
_ detCU ) = 1 ,应用引理 A 表明 XU 的元素生成 G , XU 的第一个元索是…而十… 
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( H ) 设 n 是 G 的任意生成集的最小基数，并称这种生成集为 极小生 成集.对极小生成集中的 
元素个数《用归纳法证明.如果/1=1，则 G 是循环群，证明已经完成.在极小生成集中的一切元 
素中取一个阶最小的，比如元素 : r , 阶为 A (从而没有一个极小生成集包含阶小于々的元索〉.选取 
包含: r 的极小生成集{々 ，…， Xd ，并定义现在，由 w 的极小性 ， H = ，…， 

是 G 的真子群.又由归纳假设， H 是循环群的直和.所以只需证明，因为由此即可 
得到所要 &(；=//+<〜> ㊉ <〜>• 相反，如果 < x B >n H 关{0> ,則存在整数&使得 

a n < r ” 关0且 a n x n = gap , (当然，可以假定 0< a ,<«. 4 d = g C d ( ai ，…, 〜）.现在 [ ai / d , …， 

a , AO 是幺模列.根据 （ 丨 >,元索 >f =-(<1 11 /««1 11 +2( < « < /«/>而是0的极小生成集的一员.但 

dg =0, 从而《的阶是 d 的因数.因此 k 是阶小于 A 的极小生成集的元索.这就产生矛盾.所以 
〈 A 〉 门//= {0} ,从而 G 是循环群的直和. ■ 

5. 1.3 基 本定理 

什么时候两个有限阿贝尔群 G 和 G * 同构？由基定理，这种群是循环群的直和， 因此我 们的第一个猜 
想是 G 兰 G 1 , 如果它们拥有的每 种类甩 的循环 直和项的个败 相等.但这个希审被定理 2. 81破灭，该定 
理说，如果 m 和”互索，则兰 LXlo ,例如， I * 兰 IjXls . 于是我们退一步，尝试计 算准素 循环直 
和项.但是该怎样做？和算术基本定理中一样，我们必须要问这里是否存在某种唯一分解定理. 

在开始下一引理之前，回忆己经定义的 

d (. G ) = dim ( G / pG ). 

特别地，《/( 〆 ；> = dim (/) G / yG > ,更-般地， 

d ( p m G ) = dim ( p * G / p " + l G ). 

引理 5.22 设 G 是有限广-准素 HH 尔鮮，其中/>是素教，并设 GsfCy , 其中每个(： ； 是桷 
坏群. 如果是阶为，的直和項 C ; 的个教，則存在某个 t > l 使得 
d ( p m G ) = 厶 ” +i + 厶》卜2 + … + A . 

证明 设圮是 阶为 〆 的一切 C , 的直和，如果 ^ 的话.于是对某个/有 
G — 珥 © B 2 © … © 乓. 

现在因为对一切 = 所以 

户 ” G = /»緣8, +| © …㊉ p " B ,. 

同样， 

/>- +, G = pr ^' B. +I © - © p " + l B ,. 

现在命题 5. 7 表明 p " G //>" + l G 同构于 

[/>' B 11+1 /， + l B 11+ l ] ㊉㊉…㊉ 
习理5. 7 给出对一切”<»»，识扩8 11 «/^- + 4 1>1 >=««11>(/>-8 1>1 > = 6 <1 .因 d 在直和上可加，因而有 
d(p-G) = b m+i + b x+t + …+ 6, • ■ 

现在数6„可以用 G 来描述. 

定义设 G 是有限准素阿 B 尔蜱，其中/>是素教.对 n >0, 定义 


[ 262 ] 
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C 7 p ( n , G ) = d(.p m G)-d(p H ^ l G). 

引理 5. 22表明 

dCp n G) = b n+ 、 + ― + b t 
和 

dCp H+l G) = 6—2 + …+ 6,, 

从而 U p (rttG) = b n ^i . 

定理 5.23 如果/>是素教， W 任意两种有限 /»- 准素阿贝尔群 G 的循环群直和分解拥有的每一种 
类型的循环直和項的个數 相等. 更精磯地说，对每个 nX ), 价为 〆 +1 的循环直和項的个 數是％ ( n , G >. 

证明由基定理，存在循环子群 C , 使得 G = Sc ,. 引理表明，对每个 阶为， +1 的 C ,. 

的个数是 l ^( n , G ). 这个数的定义未曾提及的插环群直和 分解.于是. 如果 G =$] D , 是 G 的 

另一种分解，其中 D , •是循环群，则阶为 〆 +1 的 D , •的个败正如所要证明的，也是 L // n , G >. ■ 

系 5.24 如果 G 和 G ' 是有限 p - 准索阿 S 尔鮮， 則 G 兰 G ' 当且仅多对一切 n 彡0, l /^( n , G > = 



证明如果是同构，則对一切 n >0, V (， G ) = 户 - G ', 从而对一切 n >0, f 由 / >"g + 
， +1 Gl - 〆 >(/?> + p - + l G ' 导出-向童空间的同构 p-G/p-^G^ p"G'/p H+i G ' ,于是它们的维数相 
等，即 = IV ", G ，). 

反之，假定对一切 n>0. U f (n,G) = U p (n,G '). 如果 G = 和 G ' ■ DC ;, 其中 Q 和 (:） 
_ 是循环群，则引理 5.22 表明每种类®盘和项的个败相同， W 此容易构造冏构 G ^ G '. ■ 

定义如果 G 是 p - 准素阿 fl 尔鮮，《它的初等因子是指下列净列 t 的教，这个序列有 U p (0, G > 
个 A ， U ，1, G ) 个 〆 ，个 〆 ，其中 〆 是 G 的循环直和項的最大阶. 

如果 G 是有限阿贝尔縟. M 它的初等因子是它的所有准素分量的初等因子 • 

定理 5. 25 (有限阿贝尔屏的基本定理）两个有限 WB 尔群 G 和 G ' 同构当且仅当它们有相同 
的初等因子，即在 G 和 G ' 的任意两种准素《环群直和分 解中. 每一阶的直和碩的个數相同. 

证明由准素分解定理 5.13( H ), G 兰 G 7 当且仅当对每个素数 p , 它们的准索分置同构， 
G P ^G' P . 现在由系 5. 24可得结论. _ 

例5_26 72阶阿贝尔群有多少个？现在72 = 2 3 3 2 ,因此任一 72阶阿贝尔群都是8阶和9阶群 
的 直和. 有3个8阶群，用初等因子来描述是 

(2,2,2),(2,4) 和(8)« 

有两个9阶群，用初等因子描述是 

(3,3) 和 (9). 

所以如果不 it •同构，有6个72阶阿贝尔群. ■ 

下面是有限阿贝尔群的第二种类型的循环群直和分解，它不提及准素群. 

命題 5.27 每个有限阿《尔縟 G 都是循坏群的 A 和 

G = SCq〉 ㊉ S ( c 2 > ㊉ —© S ( c ,), 

其中 t 5= l , S ( Ci ) 是 c , 阶循环群，且 


fcl I c 2 丨 … I C,. 
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证明设/^是 | G | 的索因数.由基定理，对每个/>，有 

G fi = Slp1>' ) © > ㊉…㊉ Sipl -). 

可以假定此外，我们允许出现“虚假”指数 f , ；；•=<)，从而对一切 i , 最后的 
指标都可以用 f . 定义 

f > = 

显然 q 丨4丨…丨最后，定理 2. 81表明对每个 j ， 

s(p*» > ㊉ s( 冷 ） ㊉…㊉ s( />> )^s( C j). m 

定义如果 G 是阿贝尔群.«它的描数是指潙足 / nG ={0} 的最小正整數 

系 5.28 如果 G 是有哏阿贝尔群， G = Sh 〉 ㊉ S ( c 2 ) ㊉ … ㊉ S ( c ,), S ( q > 是 q •阶循环群，且 
cj I c 2 | - | c ,, « c , 是 G 的指數. 

证明 因对 -- •切“ I c ,,所以对—切 I ' 有 < r , S (< v > = 0 , 从而 c,G = <0}. 另一方面，不存在满 

足的数^•使得 * S ( c ,) =彳0} . 从而 q 是使 G 消失的最小的正®数. ■ 

系 5.29 每个非循环有限阿 H 尔觯 （； 部有一个子群同构于其中（:是某个>1的数. 

证明因 G 不是循环群，由命題 5.27. G = l c ， ㊉ \ ㊉ … ㊉I ,,,其中 « Cl I c 2 , 所以循环 
群^包含一个子群同构于、，从而 G 有子群同构于 I f | ㊉ 、. ■ 

我们网到有限阿贝尔群的结构. 

定义如果 G 是有 tt 阿贝尔群.又如果 

G = S ( C |) © S ( q > ㊉ …① S ( e ,)» 

其中 <彡1, S ( c ,) 是^：^^阶循坏蜱.且 q _ Iq 丨… | f ,, 則称 q , q ，…， c , 为 （； 的不变因子 • 

系5_30如果是具有不变因子。 ，•••“ •，和初等因子的有限阿贝尔群，則 IG |= j ^ c > 
= IT〆 .， ，且它的栺数是 
证明我们有 

G 空 Z /( q )® …㊉ ZAc ,> 

主I,,㊉…㊉ I r . • 

因为••个直和的基础集合是笛 f ：- 儿积，我们有 IG |= 和 IG |= l [ p *» . 在系 5.28 中证明了 
c , 是指数. " ■ 

例 5. 31在例 5. 26中，我们展示了 72阶阿贝尔群的初等 W 子，这甲.是它们的不变丙子. 


初等因子< 

-不变 W 子 

(2, 2,2, 3,3) = (2,2,2 

1，3,3)， 

，2| 

6 | 6 

(2 

4,3,3 W 6 | 

12 

(8,3,3) = (1 

8,3,3)< 

-3 1 

24 

(2,2,2,9) = (2,2,2 

K 1.9) - 

-2 1 

2 | 18 

(2,4,9) = (2 

4,1, 9)^2 | 

36 


(8,9). 

-72 



定理 5.32 { 不变因子 1 两个有 fR ■ 阿 B 尔群同构当且仅当它们有相同的不变因子 . 

证明给定 G 的初等因子，如同命題 5.27 的证明一样，可以构造不变 因子： 


网 


mu 
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0 … A ， 

其中不等于/»? = 1的那些因子片 • ，…是 G 的 p ,. -准素分童的初等因子.因为不变因子是用初 

等因子来定义的，所以不变因子仅依輳于 G . 

为证明同构，由基本定理，只需证明初等因子可以由不变因子计算出来.因 G 
算术基本定理表明 S 确定了所有那*不等于1的素数幕 ，即不变因子 q 确定初等因子. _ 

在例 5. 31中，我们用初等因子计算不变因子，现在用不变因子来计算初等因子. 

不变因子《初等因子 
2|6|6 = 2|2*3|2« 3«-»(2,2,2,3,3) 

6 | 12 = 2 . 3 | 2 2 . 3«(2,4,3,3) 

3 I 24 = 3 I 2 3 • 3—(8. 3, 3) 

2 丨 2 丨 18 = 2 丨 2 丨 2« 3* **(2,2, 2, 9) 

2 | 36 = 2 | 2 2 • 3*«(2,4,9) 

72 = 2, • 3*«(8,9). 

在第9章中将把本节的结果从有限阿贝尔群推广到有限生 成阿贝 尔群.阿贝尔群 G 称为有限生 
_成的，如果存在有限个元索 a ,, …， ait 6 G 使得每个 xec ： 都是它们的线性组合： x = 其 

中对-•切 f , m ,6 Z . 基定理推 广为： 每个有限生成阿贝尔群 G 都是循环群的直和，这些循环群是 
有限准素群或无限循 环群. 基本定理推 广为： 给定 G 的两种循环群直和分解（如在基定理中那样）， 
在这两种分解中，同一类型的循环群直和项的个数相同.基定理对非有限生成的阿贝尔群不再成 
立，例如有理数的加法群 Q 不是循环群的直和. 


习题 

5.1 (I) 设 G 是仟意群 （可以 是非阿 W 尔 群）， 且设 S 和 7• 是的正規 子群 . 证明，如果 SnT~{l >, 则 

对一切 ies*<eT, tt=is. 

提示： 证明 5«. 'r'esnT. 

(li > 证明： 如果在命 《 5.4 中 《 定-切子鲜 S, 都是正 规子 群， W 该命题对非阿贝尔群 G 成立： 

5.2 设 Gft 阿贝尔群，不必是准 家的 . 定义子群 SGG 为麹子 》. 如果对一切 

S 门 = mS. 

证明：如果 G 是 p- 准索阿贝尔群， W 子群 SGG 是剛才 定义的纯子群当且仅当对一 切《 >0, SDp m G = 
P H S ( 课文中的定义 ）. 

5.3 设 G 是阿贝尔群，它可以是无限的 . 

(I > 证明 G 的每个直和项 S 都是纯子屏 . 

定义 G 的桡 G 子鬌 为 

iG= U€ 的阶有限 

(II) 证明 W 是 G 的纯子群 .[ 存在阿贝尔群 G, 它的挠子群心不是直和项（见习埋因此纯 
子群未必是直和項 .] 

(IH) 证明 GAG 是阿贝尔群，其中每个非零元素的阶都是无限的 . 


© 该术语来白代数拓扑.对每个空间 X . 设计了一个阿贝尔群的序列，称为 R 调觯 • 如果；（是“扭曲”的，則这些 
群中有某些群包含有限阶元索. 
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5.4 设户是索数且9与户互索.证明：如果 G 是户 -群且 M 存在 i€G 使得 = 客. 

5.5 设 G=<a> 是 m 阶有限循环群.证明 G/nG 是 d 阶循环群，其中 d = (m,»> . 

5.6 对于 m 阶循环群《»<<!>和正整数 n, 定义 

— ig € G * g a — I). 

证明 G[n] = <a m,d > , 其中 d = <m,»). 由此推出 GO] 三 L • 

5.7 证明： 如果 <々> ㊉…㊉ <\> 是 6 •个〆•阶循环群的 直和， 且 it<m, 则陪集，: r, •十广 4(1 < 

是 〆 的基.由此推出当 n < m 时 • L •[回忆如果 G 是有限阿贝尔群，则 

G / pG & F ， 上的向霣空间且= dim ( G //» G ). ] (267] 

5.8 ( i ) 如果 G 是有限/>-准*阿贝尔群，其中/»是索败，且有最大阶，证明 < x > 是 G 的直和项. 

(»> 证明：如果 G 是有限阿贝 尔鬌且 0：€6有极大阶（即 G 中没有阶更大的元 素〉， »<x> 是 G 的直 和项. 

5.9 证明有限阿贝尔群的子群是直和项当且仅当它是纯子群. 

提示：修改定理 5. 18,即基定理的证明. 

5. 10 ( | ) 如果 G 和 H 都是有限阿贝尔群，证明对一切索败/»和一切/»多0, 

U,Cn,G®H) «=* U,Cn,G) +C/,(”，H>. 

(H) 如果 A，B， （:都 是有限阿贝尔群，证明 A©B 三 A©C 蕴涵 B 兰 C. 

<|||>如采 A, /5都是有限阿贝 尔群， 证明兰 B © B * 涵 A 3 B . 

5. U 如果 n 是正螫数， 则” 的一个划分是指正整数序列满足 *•,+«•,+ 如果 p 是素 

数，证明〆阶不同构的阿贝尔群的个败等于;》的划分的个败. 

5.12 证明： 如果不计同构，则恰好存在14个288阶阿贝尔群. 

5.13 运用冇限阿 W 尔群的*本定理 SG-^, it 明算术基本定理中断胄的唯 一性. 

5.14 ( 丨 > 如采 C； 是有限阿 W 尔群，定义 

v k (G) -中 A 阶元索的 个数. 

证明两个有限阿 W 尔群 G 和 G'B 构当且仅当对一切整数 fc, V4 (G> = v 4 (G'>. 

提示： 如果8是一个〆阶循环群的★个复制的直和，則 B 中有多少个〆阶元索？ 

<11 >举出两个不同构的群 G 和 C/ 的例子，它们不必是阿 W 尔有限群，对于一切整败 ♦有！ 4 ((；>«= 巧(^. 

提示： 取 G 为〆阶群. 

5. 15证明加法群 Q 不是 直和： Q 关 >\®B, 其中 A, B 是非零子群. 

提示： 如果 a, 66Q 非零， W 存在 r6Q 使得 <r>. 

5.16 设 G = ㊉ B : ㊉ … ㊉ B , ,其中玖是子群. 

( I ) 证明 GL/OsBiO] ㊉块 O] ㊉ … ®^ o]. 

( II ) 证明对一切 n>0, 

p h g n o [/»] - ip m G n B , o ]> © ( p.g n b , o ]> © …㊉ n b , o ]〉 

=(/»- b , n b . m >© < p m B 2 n ftO ]> ® …㊉ ( p m B t n sxpih 

(Mi> 如果 G 是 户-准 索阿贝尔群，证明对一切 !《>0, 

U,(„.C)=dim(^ G n n ^ ] ). m 

5.2 西罗定理 

我们回到非阿贝尔群，从而恢复乘法 记号. 对于有限非阿贝尔群，西罗定理类似于有限阿贝尔 
群的准索 分貴. 
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回忆群 G 关 {1} 称为 单鮮， 如果除了 {1} 和它自身之外没有其他正规 子群. 在命题 2.107 中， 
我们知道阿贝尔单群恰是阶为素数/>的循环群 Ip ， 而在定理 2. 112中，又知道对 ”>5, A „ 是非阿 
贝尔单群.事实上， A s 是阶最小的非阿贝尔 单群. 如何 S 明阶小于 60= 丨 A s | 的非阿贝尔群 G 不 
是单群？习题 2. 98 说明： 如果 G 是群，阶为 丨 G 丨 =mp, 其中 p 是素数且 l<m<>， 則 G 不是单 
群. 该习题表明许多小于 60 的数不是单群 的阶. 抛开一切素数幂之后 （/>_ 群不会是非阿贝尔单 
群）， 剩下可能的数只有 

12,18,24,30,36,40,45,48,50,54,56. 

该习題的解运用了柯西定理，柯西定理说 G 有/>阶 子群. 我们将看到如果 G 有 〆 阶子群而不是 p 阶 
子群，則可以推广习題 2. 98,且可以缩短候选者 的表. 对于 G 的不同于循环子群的真子群我们知道 
些什么？群 G 的中心 2( G ) 是可能的候选者，但这个子群可能不是真子群，也可能是平凡子群：如果 
G 是阿贝尔群，则 Z ( G >= G » 如果 G = Sj . 则 Z ( G > = <1). W 此 Z ( G > 不能用来推广该习题. 

1870年出版的 C. Jordan 所著的 <Trait6 des Substitutions et des Equations Algfebriques) 是关于 
群论的第一本书（一多半讲的是伽罗瓦理论， W 而称为方程论).几乎同时，发现了三个基本定理， 
但要在若尔当的书中发表已经为时太晚.1868年， tSchering 证明了基 定理： 每个有限阿贝尔群 
都是阶为索数幂的循环群的亩积.1870年，克罗内克在不知道 Schering 的证明的情况下也证明了 
该 结果. 1878年，费罗贝尼乌斯 （F.G.Frobenius) 和施蒂克贝格 （L* Stickelberger〉 证明了有限 
阿贝尔群的基本定理.1872年，西罗证明.对每个有限群 G 和每个索败/»,如果〆是整除 IGI 
的/>的最高幂，則 G 有一个〆阶子群.今日叫做西罗子群.我们将用这个子群来推广习埋 2.98. 
如果采用下面的定义将使证明西罗定理的策划进行得十分顺利. 

定义设/ ■是索數. 有限鮮 G 的西罗 子屏 是极大 A - 子鮮 
极大性的意 思是： 如果 Q 是 G 的 />- 子群且/ >< Q , Wl P=Q. 

根据拉格朗日定理，如果，是整除 I G| 的 p 的最高幂，則一个〆阶子群（要是存在的话）是 
HM1 G 的极大 子群. 现在的定义的一个好处是极大 p- 子群恒 存在： 确实，我们可以证明，如果 S 是 G 
的任 一 />-子群（有可能5={1}>,则存在西罗 p - 子群包含 S. 如果不存在/•-子群严格地包含 S, 
则 S A 己就是一个西罗 P- 子群.否则存在/>-子群 A 使得 S<Pi. 如果厂是极大的， 聃它就 是西罗 
P- 子群，证明已经完成.否则存在某个 P- 子群 P 2 使得&<朽.产生一个比一个大的 P- 子群 P, 的 
这个过程经有限步后必终止，因为对一切；， I PJ<|G| , W 此最大的 P, 必是西罗 P- 子群. 

回忆子群的一个共挺是 G 的 -- 个形如 

aHa~' = {aha~' • h € H) 

的子群，其中 a€G.G 中 H 的正规化子是子群 

N g (H) = {a G G< aHa' = H), 

命越 2. 101 表明如果 H 是有限群 G 的子群， WG 中 H 的共轭的个数是 [ G * N e ( H >]. 

显然,从而商群有定义. 

引理 5.33 设 P 是有限群0的_个®罗 p- 子解. 

(i ) P 的每个共 fe 也是 G 的西罗 p- 子稃. 

(ii) I n c ( P)/p I 与 p 互素. 

(iii) 如果的阶为/>的某个摹且 aPa 一 1 = P , 到 aeP . 

证明 （丨 > 如果則 aftr 1 是 g 的 />- 子群.如果它不是极大 p - 子群，则存在/>-子群 
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Q 使得因此与/»的极大性矛盾. 

( B ) 如果/>整除 | N G ( P >/ P | ,则柯西定理表明 N g ( P >/ P 包含/>阶元素因此 iV G ( P)/P 
包含/>阶子群 f = < aP >. 由对应定理（定理 2. 76), 存在满足 P < S < N C ( P ) 的子群 S 使得 
S / P ^ S 、 而 S 是 A / G ( P >< C ； 的 />- 子群（根据习埋 2. 75), 它严格地大于 P , 与 P 的极大性矛 
盾.由此可知 P 不整除 I N C ( P >/ P |. 

( ill ) 由正规化子的定义，元素 a 在 N c (/>) 中. 如果 a € P , 则陪集 flP 是 N G ( F )/ P 的非平凡 
元索，其阶为的某个幂；依据（_)，这与拉格朗日定理矛盾. ■ 

W 为西罗 P - 子群的每个共轭也是西罗 P -子群，所以令 G 用共轭作用在西罗/> -子群上是合 
理的. 

定理 5. 34 (西罗 } 设 G 是有限群，阶为#…片，并设 P 是 G 的西罗 p - 子群，其中户是某 
个索数/ »=/»>. 

( I ) 每个西罗 />- 子群都与 P 共耗. 

(li ) 如果存在 r , 个西罗/>> -子群，則 G 是 | GI /外的因教，且 
Kj = lmodp . 

证明设 x = <&,•••, 尸, >是尸的一切共轭的集合，其中记尸为 P 卜 如果 Q 是 G 的任意一个 
西罗/■-子群.则 Q 用共轭作^在 X 上，如* a 6 Q , W 它发送 

Pi = KiPg , ' ^ aC ^. Pgr 1 ) a - ' = ( a «, ) P ( ag , ) _1 6 X . 

根据系 2. 99, 任 -- 轨道中的元索个数是 I 0丨的丙数，即毎个轨道的大小是 p 的某个幂（因为 Q 是 
/>- 群〉.如果有一个轨道的大小为 1. 則存在 某个尸 ，使彳9 对一切 a € Q , aP.a 1 = P „ 根据引理 
5. 33,对一切有丨即《?<尸,.而 Q 是一个两罗子群，它是 G 的极大；•-子群，从而 
Q = P ,. 特别地，如采<?=&,则只有一个大小为丨的轨道，它就是 （ Pj , 其他一切轨道的大小 
都是 A 的真正的幂.山此耐知， | X 丨 = q = lmod 户. 

现在假设存在某个西罗 #»- 子群 Q , 它不是 Z 5 的共轭.即对任 意，， Q ^ P ,. 我们还是令 Q 作用 
在 X 上，如果有大小为1的轨道，比如 （ P *>. 和上一段一样， 这值 mQ = P t , 与我们现在的假设 
相矛 盾. 因此没有大小为1的轨道•这就是说每个轨道的大小都是 p 的真正的幂.由此 
I X 丨是/>的 倍数. mosOmodp , 与矛盾.所以这样的 <3不存在，从而一切西罗 
/>- 子群都和 P 共轭. 

«后 ， W — 切丙罗/•-子群都是共板的.所以有 r ,. = [ G < N C ( P )] ,从而 o 是丨 G 丨的因数. 
而蕴涵 （ G , 外> = 1 ， 所以由欧几里得引理， r ; 丨| GI /力. ■ 

系 5.35 有限蜉 G 对莱个素数 p 有嘈一的西罗子群当且仅当 J ><3 G . 

证明假定 G 的西罗 />- 子群 P 是唯一的.对毎个 a € G , 共轭 aPa -1 也是西罗 />- 子群.由唯 
—性，对一切 a 6 G , aPa ^'= P , 从而 f »〈 G . 

反之，假定 P < G . 如果 Q 是任一西罗/> - 子群. 则对*个 <260有0 = <1/^一 1 .但由正规性， 
— 所以 <?=/>. ■ 

下面的结果给出西罗子群的阶. 

定理 5.36 (西罗）如果 G 是， m 阶有限群.其中 p 是素数且 ptm ， 則 G 的每个西罗 />- 子 
鮮 P 的价为 

证明 先证明 pt [G « P ]. 现在 
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[2711 [G : P ] = [G • N C ( P )]|： N C ( P ) - P ]. 

第一个因子 [G • N C ( P >] = r 是6中 P 的共轭的个数，因为 r = lmodp , 所以 fi 不整除 [G « 
N C ( P )]. 第二个因子[1^(尸）《|>] = |7^(1 > >/?|,根据引理 5.33, 也不能被 P 整除.所以，由欧 
几里得引理，不能整除 

现在有某个使得丨 P 丨= 〆 .从而 

[G » P ] = | G | / I P | = 〆!《/〆 = 

因於不整除 [ G * P ], 必有 = 即 | P 丨= 〆 . ■ 

例 5. 37 (丨）设现在丨| = 24 = 2 3 3.于是的一个西罗2-子群的阶为8.在练 
习 2.83 中我们已经看到， S « 包含由正方形的对称组成的二面体群 D 8 的一个复制.西罗定理说一 
切8阶子群都共轭（因此 同构） 于 D t . 此外，西罗2寸群的个败 r 是24的因数，对 mod 2 同余于 
1. 即 r •是24的奇 因数.因； '#1 (见习 @5.17), 恰有3个西罗2-子群. 

( I ) 如果 G 是有限阿贝尔群，则一个西罗 />- 子群正是它的 p - 准索分貴（因 G 是阿贝尔群， 
每个子群都是正规子群，从而对每个索数/ •存在唯一的 西罗/>-子群）. _ 

下面是后一个西罗定理的第二个证明.厲丁维兰特 （ H . Wiel an dt ). 

定理 5.38 如果 ■(； 是 〆 n •阶有限鮮，其中 p 是素数且 pt »", ««有 〆 »•子 科. 

证明设 X 是 G 的一切恰有 〆 个元索的子集的族，则丨 X |= (=『) • 根据习埋 1.29, pH XI . 

现在 G 作用在 X 上， 对《6匸和 B € X , 定义为 

g B = ( gb > b ^ B ). 

如果对每个/>整除丨 CKB ) I , 其中 O ( B ) 是 B 的轨道，明 因为根 据命埋 2. 97 X 是轨道的不相 
交并，所以 P 是 1 X 1 的 W 数.由于 ptlXI , W 此存在子集 B 满足丨 B |= ^且 | CXB > | 不能被 p 
整除.如果 G „ fi 这个子集的稳定化子，則定理 2.98 给出 [ G > G B ] = |0( B > 丨，从而 | G | = 
IGb I * [ O ( B ) I . 因 〆 IIGI 且 pHCKB ) | ， 反复运用欧儿里得引理得 〆 || Gb 丨.所以 〆 <|Gs I . 

关于反过来的不等式，选取一个元素并定义函败："： G a 一 B 为 /?!■* 妫.注意，因为； 

Ga t 其中是 B 的稳定化子，所以 r ( g ) = ^ 6 如果€ Gu 且 U ， 则 r ( A ) = hb 

_弇劝= r <«> •即 i ■是单射•由此可知 I G B |<| B 卜 〆 ，从而 G B 是 G 的 〆 阶子群. ■ 

命® 5. 39 —切®罗子解都是正规子解的有隊群 G 是它的西罗子群的直积. 

证明设 | G |= 妁… 〆 ■，并设 C ； A 是6的西罗朽-子群•我们运用习《5.1,它是命题 5.4 在 
非阿贝尔群上的推广.由一切西罗子群生成的子群 S 是 G , 这是丙为对一切 || SI . 最后，如 
果 Ie g 巧 n 〈 U g 巧〉.則 jt = *■- e g p . ，且：= j ]>) ,其中 e g v 现在对某个有/ = i . 
另一方面.存在巧的某个幂，比如使得对一切>，令= 1. 根据习题 5.1, h 相互可 交换. 因此 
有 i = ； c »= ( ji ; s> y ,其中 g = xifl , - 因 （ p ?, g > = i , 所以存在整数"和 v 使得1 = «/»7+珂， 

从而 _r = / = 1. 所以 G 是它的西罗子群的 直积. _ 

我们现在推广习埋 2. 98和它的解. 

引理 5. 40不存在 | G | = 〆 //!阶的非阿貝尔单蛘 G , 其中 p 是素教， /> tm 且 〆 t ( m - l )!. 

证明我们 断言： 如果/»是素数，則每个满足 IG |> p 的 /«- 群 G 都不是 单群. 定理 2. 75说中 
心 2( G ) 是非平凡的.但 2 XGK 1 G , 因此，如果 Z ( G > 是真子群，脚 G 不是单群.如果 Z ( G > = G , 
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則 G 是阿贝尔群，命题 2. 78说除非 I G |= />,否則 G 不是单群. 

假设这样的单群 G 存在.由西罗定理， G 包含一个 〆 阶子群 P , 因而它的指数是因为非 
阿贝尔/■-群不会是 单群. 所以可以假定 m > l . 由定理 2.88, 存在同态？ S „ 使得 kerf >< P . 

然而 G 是单群，它没有真正规子群，因此 kert »={ l >, 从而？是单射.即 G 兰根据拉 
格朗13定理 ，〆 m | m !, 从而 〆 | ( m -1)!. 与假设矛盾. ■ 

命题 5. 41不存在阶小于60的非阿 B 尔单解. 

证明读者可以验证介于2和59之间的整数 n , 它既不是素数幕也没有引理陈述中的形如《 = 

的因数分解.这样的《是30,40和 56. 根据引理只有这三个数可能是阶小于60的非阿贝尔单 
群的阶. 

假定存在30阶单群令是 C ； 的西罗5 -子群.从而丨 P |=5. P 的共轭的个数 r s 是30的 
因数且 r s = lmod 5. 现在否則 P < JG . 所以 r s =6. 根据拉格朗 H 定理，这些群中任意两个 
的交是平凡群（西罗子群的交可能更复杂，见习題 5. 18). 每个群中有四个非幺元的元素.所以它 
们的并中有 6 X 4 = 24 个非幺元的元索.类似地， G 的西罗3-子群的个数 r 3 是10 (因为；* 3 关1,所 
以 r 3 是30的 W 数且; • s sl mo d 3>. 每个这种群有两个非幺元的元*,从而，这些群的并中有20个 
非幺元的元素.我们算出的元索个数己经超过了 G 中元素的个数，所以 G 不是单群. _ 

设 G 是40阶群，并设 P 是 G 的两罗 5- 子群. 如果 r 是 P 的共轭的个数，则；"|40且 r =] mod 5 .这 
些条件迫使 r = l , 从 rtJP <] G , 所以不存在40阶单群. 

最后， 假定存在56阶单群 G . 如果尸是《的两罗7-子群，則 P 必有 r 7 =8 个共轭（因为 r 7 | 

56且 O sl m 0 d 7>. W 为这些群是*败阶循环群，它们任 -- 对的交是 U }, 所以在它们的并中有48 
个非幺元的元索.加上幺元，总共有49个 G 的 元索. 现在-•个丙罗2-子群 Q 的阶为8,有7个非 
幺元的元索，总共已有56个 元素. 但是还有第二个西罗2 - 子群. 否 WQ <] G , 因此已经超过了我 
们的限额.所以不存在56阶单群. ■ 

拉格朗 U 定理的“逆定理”不成立，如果 G 是； 1阶有限群且丨 n , 则 G 可以没有 d 阶子群. 

例如我们在命埋 2. 64中证明交错群 A , 是12阶群，它没有6阶子群. 

命題 5. 42设 G 是有》鮮.如果 /> 是素 教且 〆 整除 丨 G 丨 . 則 《 有 />* 阶子蛘. 

证明如果 I G|=^m ,其中 ptm , 则 G 的一个西罗子群的阶为 〆 . W 此. 如果 〆 整除 
I G | ,则 〆 整除丨 P |. 根据命理 2. 106, P 有 〆 阶子群，这样 G 有 〆 阶子群. _ 

我们巳经知道哪些 〆 群的例子？当然，，阶循环群是/>-群，这些群的«制的直积也是 p - 
群. 根据*本定理，这些就是一切（有 限〉 阿贝尔 />- 群.至今我们已知的非阿贝尔群的例子只有 
二面体群 Dj „ (当”是2的幂时，它是2 -群） 和阶为8的四元数群 Q (3 然，对毎个2-群直枳 
DgXA 和 QXA 也是非阿贝尔2-群 >• 下面是一些新例. 

定义城 A 上的幺三角矩阵是指对角线元素为1的上三角《阵. 定义 UT ( n ,« 为 《上一切 
nXn 幺三角 矩阵的集合. 

注这个定义可以推广到4是任意交换坏.例如* KJTU ， Z > 就是一个有趣的群. 

命題 5. 43如果 A 是域， « UT ( n , i > 是 GL ( n , A ) 的子群. 

证明单位矩阵 厂当然 是幺三角矩阵，所以如果 Ae UT ( r ,,« ，则 /i = J + JV , 

其中 N 是严格上三角矩阵；即 N 是对角线元素为0的上三角 矩阵. 注意严格上三角矩阵的和与积 
仍是严格上=角矩阵. |274 j 
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设々，•••，《„是的标 准基. 如果 N 是严格上三角矩阵，定义 T « A "— 为了(《,.> = Ne , •，其 
中 A 看作列矩阵.现在对一切 i , T 满足 

T ( ej ) = 0 和 T(e i+l ) 6 <ej , — 

对 i 用归纳法 I 易知 

对一切 =0. 

由此 T "=0 并因此 / V -=0. 于是，如果 AeUTU ,«, 则 A = J + N , 其中 N * = 0. 

为证明 UT ( n ,« 是 GL ( n ,« 的子群，首先注意到 (/ + NH /+ M ) = I+(.N+M+NM) 是幺=角 
矩阵. 其次证明如果 A 是幺=角矩阵，则 A 是非奇异的且它的逆也是幺三角矩阵.类似于幂级数展 
开式 1/(1+ x ) = 1— a :+^_; t 3 + … ，我们定义 A =/+ A / 的逆为 B = I - N + - N 3 + ... (注意 

这个级数在 n _ l 项后终止，因为 N " = 0), 读者珂验证 J 3 A = J = AB , 所以此外， N 是 
严格上=角矩阵 S [涵一 / V + N 2 _ N * + …士 AT - 1 也是严格上=角矩阵.从而 A -1 是幺 H 角矩阵. 
(对于熟悉线性代数的读者可用另-种证法，我们知道 A 是非奇异的，因为它的行列式为1,由 A 
的伴随矩阵（余子式组成的矩阵 > 求/ V 1 的公式表明是幺3角矩阵 .> 因此 UT ( n , 幻是 
GL ( n ,*) 的子群. ■ 

命题 5.44 设 9 =〆 ，其中 p 是素 教. 对每个 ” > 2, UT ( n , F ,> 是阶为 9 (;> = a "- 1 " 2 
的 P- 科. 


证明一个 》 X ” 幺三角矩阵中严格 位丁对 角线之上的元索个数是 K )=+ n ( n - lH 从总共 n 2 
个元案中抛开 n 个对角线上的元索，«下 fi 2 - n 个元素的一半是对角线以上的元家）.因这些元索 


的每 一个都 可以是 F , 的任意元索， F , 上恰存在个" X ”幺三角矩阵，所以这是 UT (7 i , F ^ 的 
阶. ■ 

回忆习埋 2. 26,如果 G 是群 R 对一切 x € G , x *- l . 則 6’ 是阿贝 尔群. 现在我 们间： 一个群 G 
满足对一切 G , x ^ - 1,其中/>是奇索数.该群是否也必是阿贝尔群. 

命题 5. 45如果 p 是奇索數，則存在户 3 价非阿 B 尔鮮 G 鴻足对一切 _r € G ， 〆 -1. 


证明 


如果 G - UT <3, F ", 则 I G | = 现在 G 是非阿贝尔群，例如矩阵 


1 1 0 ' 

0 11 和 

.0 0 1 . 



不交换 • 如果 A 6 G . 则 A = J + N , 因/>是奇素败， p > 3 , 从而易知形如 aoJ + ai N + …+ 


的一切矩阵的集合是一个交换环，其中 ai € F ^, 且这个交换环满足对一切 M , pM = Q . 而命 


题 3.2( vi > 说在每个交换环中二项式定理成立；因为当 l < f </ ■时， 根据命 ® 1 . 12 , />丨因 
而有 

A f = (.I + Ny = lf + Nf = I. ■ 

定理 5. 46 令 F 9 表示有 9 个元素的有限域，則 

I GL(n,F,) |= <9*-l)( 9 '- 9 )( 9 " -^)-(9" 

证明设 V 是 F, 上的”维向量 空间. 我们先证明存在双射 F: GL(n,F,)—5, 其中 6 是 V 的一 
切基的 集合. 选定 V 的一组基 〜，••••〜. 如果 T6 GL(n ， F, ), 定义 
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4^( T ) = Te x *••• 9 Te„. 

根据引理 3. 103, 因为 T 是非奇异的，它把基带到基，所以少 ( T >€ S .但0是双射，这是因为对于 
给出的一组基 •••,!；„ ，存在唯一的线性变换 S 使得对一切 *, Se f = v , (根据定理3.92>,而这个线 
性变换必定是非奇异的（根据引理 3. 103). 

现在的问题是计算 V 的基 Vl ,％的 个数. V 中有 9 ”个向量，因此巧有^* —1个候 
选者（零向敏不是候选者），选好 q 之后我们 知道％ 的候选者是那些不在 Vl 张成的子空间 
中的向_量，于是 V 2 的候选者有9 ■•一 9 个. 更一 般地，已经选好线性无关表 q … ，巧之 
后， v f +1 可以是不在<!；! ，…， x > i > 中的任 一 向量，所以 v f +1 的候选者有扩 一 i 个.对 n 用归纳 
法可得结论. ■ 

定理 5.47 如果 p 是素數且 9 = />"，則幺三角矩阵觯 UT (”, F ,) 是 GL ( n , F ,> 的西罗/>-子鞾 • 
证明因， W 除 I GL < n , F ,) 丨的 p 的最高幂是 
99 2 9* …9" _1 = 9( ; 〉. 

而 I UT ( n , F ,) |= 9 G ) , 闶 此它必是西罗 p -子群. ■ 

系 5.48 如果/>是索教 JLG 是有限 p - 群，« G 同构于幺三角阵群 UT (| G |, F ^> 的一个子鮮. 
证明先证明对每个对称群可以嵌人 GL ( m , i ) ,其中; t 是域.设 V 是 A 上的 m 维 
向 •■: 空间，且巧，…， t /„ 是 V 的一 组基. 定义函数乂― GLOO 为其中对一切 “ T ,« 巧 
易知？ 是单同态.根据凯莱 （ Cayley 〉 定理， G 可以嵌人 S 0 , 因此 G 可以嵌人 GL ( m , F ^> , 
其中现在因为每个/ •- 子群在某个 两罗 夕-子群中，所以 G 包含在 GL ( m,Fp 的某个西 
罗 P - 子群 P 中. W — 切 W 罗夕-子群都 共轭. 因此存在 GL ( m , F >> 使得 P = a ( UT ( m , h)) a 
所以 

G^a-'Ga ^a-'Pa < UT (^. F ,). ■ 

一个自然的问题是求对称群的两罗 7 ••群 • 这是可以做到的，答案是用所谓的圈积来构造（见 
Rotman 所著的 《An Introduction to the Theory of Groups 》，176 页）. 


习题 


5.17 S , 有几个两罗 2 -子群？ 

5.18 举出 一个冇 K 群 G 的例子，它有西罗 />- 子群 （/>* 某个家数） P , Q 和 K 满足 Pfl£?={U 及 PAR 关 

⑴. 

提示： 考虑 . S , XS ,. 

5.19 群 G 的子群 H 称为特征子群，如果对每个同 构？) • G - G , 刊 H )< H . 群 G 的子鮮 S 称为全不变子群， 
如果对每个同态？ >■ G — G , f ( S ) < S . 

(i ) 证明每个全不变子群都是特征子群.且每个特征子群都是正规子群. 

(II >证明換位子子群 G ' 是群 G 的全不变子屏，从而证明它是 G 的正规子群. 

( III 〉举出一个 SG 的例子.它有不是特征子群的正规子群 H . 

( IV ) 证明群 G 的中心 Z ( G ) 是特 ffi 子群（从而 Z ( G ><1 G >, 但它未必是全不变子群. 

提示： 令 6=^ X 1^ 

( V ) 证明： 对每个群 G . 如果 H <] G , 則忍 HXG . 

5.20 如果 G 是阿贝尔群，证明对一切正整败 m , ««G 和 G [»«] 是全不变子群. 


网 
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[277] 


5. 21 (费拉蒂尼命題）设 K 是有限群 G 的正规 子群. 如果对某个素数/>, P 是 K 的西罗 />- 子群，证明 

G = KN g ( P ), 

其中 KN c CP ) = {泌 ： a € 且6 € N C ( P )}. 

提示： 如果則 gPgM 是 fC 的西罗 p - 子群，从而它是 P 在 iC 中的共轭. 

5. 22证明 UT (3,2) SD t , 由此推出 D 8 是 GL (3,2> 的西罗2 -子群. 

提示： 可以用8阶非阿贝尔群只有 D g 和0的亊实. 

5. 23 ( 丨 > 证明 ：如果 d 是24的正因数，刻 S 4 有4玢子群. 

( ，>设 d ^ 4 , 征明 S 4 的任两个 d 阶子群同构. 

5. 24 ( 丨〉求氏的西罗3-了•群 • 

提示： {1,2, 3,4,5, 6} {1,2,3} U {4,5,6}. 

(« 〉证明 S , 的西罗2-子鮮同构于 D , XI *. 

提示： {1,2.3. 4,5, 6} = {1,2,3,4} U <5,6}. 

5. 25设 Q 是有限群 G 的正规 p - 子群.证明对 G 的每个西罗 /»- 子群 
提示： 用 G 的其他任一两罗 p - 子群和 P 共範的亊实. 

5. 26 ( | ) 设 G 是有限群， P 是 G 的西罗 p - 子群. 如果 H < JG . 证明是 G/ff 的西罗 /»- 子群且 

Hfl 尸是 H 的西罗 p- 子鮮. 

提示： 证明 [ G//f : HP / H][H : H fl P ] 与/»互索. 

( II )设尸是有限群 G 的西罗 /»- 子群. 举出-•个例子，使得 H 是 G 的子屏，而 ZfDP 不是 H 的西罗 
P - 子群. 

提示：选取氏 的户群 f / 使得//兰 S », 并求 S , 的西罗3-子群使得 
5. 27证明 A s 的一个两罗2 -子群恰有五个共轭. 

5. 28证明没有96阶，120阶，300 阶， 312阶和1 000阶的单群. 

提示： 其中有 垮是容 S 处理的. 

5. 29设 G 是90阶群. 

( I >如果 G 的-个西罗5 -子群 P 不是正规 f 群，证明它有六个共轭. 

提示： 如* P 有18个共轭， G 中就有72个5阶元索，证明 G 的其他元索不止18个. 

(H ) 证明 G 不是单群. 

提示： 用习題 2. 95( || >和习 g 2. 96( i >. 

5.30 证明没有120阶单群. 

5.31 证明没有150阶中群. 

5. 32如果 H 是有限群 G 的真子群，证明 （； 不是 H 的一切共板的并：即 ' 

5.3 若尔当-赫尔德定理 


伽罗瓦引进群来研究 AO] 中的多项式，其中 a 是特征0的域，他发现这样的多项式运用根式 
可解当且仅当它的伽罗瓦群是可解群.可解群就其自身来说也是群的一个重要的族，我们现在进一 
步考察它. 

回忆群 G 的正规列是 G 的子群的有限序列， G=G 0 ,G 1 ,G 2 ,...,G lt = {1}. 满足 
G = G 0 =⑴ 

且对一切 i,G 1+1 <G,. 这个序列的因子群是群 Go/GuGi/Gp …, Gti/G，， 序列的长度是严格包含 



的个数（等价地说，长度是非平凡因子群的个 数）， G 称为可解的，如果在它的正规列中，因子群 
都是素数阶循环群. _ 

我们从推广第二同构定理的一个技术性的结果开始， W 为要比较一个群的不同的正规列. 

引理 5.49 ( 扎森豪斯引瑁1 給定 G 的四个子群 A<]A •和,則 A ( A * 门抝<3 AOV 门 
B * flA )< A ( B * HA * ), 且存在同构 


A(,A' (IB* ) ^ B(B' DA* ) 
A(A* OB) = B(B* DA) 


注扎森豪斯 （ Zassenhaus ) 引理有时因下面的图而称为均蝶引我承认我从来就不喜 
欢这个图，它并不能使我联想 起一只 蜗蝶，而且它也不能帮助我理解或记忆征明. 


A(\B* 

引理中的同构在下列意义下对称：交換左鴆的符号 A , B 得到右端. 

证明我们断言 （ AflB * ) ,即如果 (•€ A ' nB •，则 iCACIB -. 

现在 ； reA •且 A <5 A *, 所以 1 € A . 但因 《：，■!■€»•, 所以也有 ：《：«：-— 1 e B * • 因此 

( AnB *)< KA - nB *). 间样 ，（ A ' nB ><3( A * nB _). 对7子集0=(/\08*>(八，门月>,它是 
rti 两个正规子群生成的，所以它是的正规子群. 

运用注中的对称性.只霱证明存在同构 

AorriB，） A'rifr 
A(A' r \ B ) D 

定义 f I A(A* nB- ) - (A* OB* )/D 为？ >1 Mh-xD, 其中 a6 A.x6 A* DB*- 现在炉是合理定 
义的，如果 or = “，•!：'，其中 a， 6 A,〆 6 A* flB' , WJ( <J , )-'a = ix 1 6 A f|B* ) = A fl 
B" ^ D. 9 1 还是同态 iora'_r' = a*!r:r'， 其中 a* = aixa'x~ l ) 6 A (因为八<3/4/>•从而 V(axa'x ')= 
naxx') = xx'D = •P(ax)V(a'x'). 容易验证 V 是满射 H kert> = A(AT|B). 由第一同构定理 即珂完 
成证明. ■ 

读者可以验证扎森豪斯引理蕴涵第二同构 定理： 如果 S 和 T 是群 G 的子群满足 T <] G , 则: TS/r 
3 S /( Sf ) T ). 只要令 A * = G , A = T ,13. = S*B = SnT . H 79] 

定义合成列是指非平凡因子稃都是单群的正规列.合成列的非乎凡因子群叫做 G 的合成 


-- 个群未必有合成列，例如阿贝尔群 Z 就没有合成列.然而，每个有限群都有合成列. 

命題 5. 50每个有限群 G 都有合成列. 

证明如果命埋不成立，设 G 是最小的出 界者； 即 G 是没有合成列的阶最小的有限群.现在 G 
不是单群，否则 G >{1> 是合 成列. 因此 G 有真正规子群 //. 可以假设 H 是一个极大正规子群，从 
而 G/H 是单群.而 |//|<|G| ,所以 H 有合成列，比如 Ho〉//, > 如 >{1} •但 G>H 0 > 
/^ >…> {1 丨就是 G 的合成列，于是产生矛盾. ■ 

群 G 是可解的，如果它有正规列且这个正规列的因子群是素数阶循环群.因素数阶循环群是单 
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群，所以可解群定义中的正规列是合成列，从而 G 的合成因子是索数阶循环群. 

30阶循环群 G = < a > 有两个合成列（注意因为 G 是阿贝尔群，子群的正规性是必然的).第一个是 
G = < a > >< a 2 > >< a 10 > ^ {1}; 

这个合成列的因子群是 < a >/< a *>^ I 2 ,< a 2 >/< a ,0 >^ I 5 和 < a w >/ U } 兰 < a ,0 >^ I s . 另一个正规列是 
G = < a > > < a 5 > > < a ls > > ⑴： 

这个正规列的因子群是 < a >/< a 5 >^ I s ,< a 5 >/< a ls >^ I 3 和 < a ls >/< l > 兰 < a , s >^ I 2 . 注意它们生成相 
同的因子群，虽然生成的次序不同.我们将看到这个现象是普遍存在的：同一个群的不同合成列有 
相同的因子群.这就是若尔当 -# 尔德定理，下一定义使得这个定理的陈述更加准确. 

定义群 G 的两个正规列称为等价，如果在每个正规列的非乎凡因子群的集合之间存在双射使 
得相应的因子群同构. 

若尔当-赫尔德定理说一个群的任两个合成列都是等价的.证明厲丁施赖埃尔 （ Schreier ) 的更 
一般的定理比较省亊. 

[280] 定义一个正规列的加细是把原始的正规列作为子序列的正规刊 G = ，…，= {1}. 

换句话说， •个 正规列的加细是在原来的正规列中插进更多的子群形成的一个新的正规列. 
注意一个合成列只允许无关紧要的加细.也就是只能插进重复的项（如果 Gi / Giw 是单群.则 
它没有真正规子群.因此没有中间子群 L 使得 G ,> L > G i+1 R L < JGi >. 所以任一合成列的加细都 
等价于原始的合成列. 

定理 5.51 (施轅埃尔加细 定理） 群 G 的任意两个正婕列 

G = G 0 > G , » G , = ⑴ 

和 

G = N 0 = {1} 

有等价的加细. 

证明我们在第-个列的每个相邻对之间插进第二个列的一个 S 制.更详细地说，对每个 
1>0,定义 

G 0 = G i +1 ( G ; n N ,> 

(因为 G i + I <] G M 这是一个子群 >. 注意. m 为 N 0 = G , 所以 

G,o = C <+1 ( G , 0 No > = Gh .,^ = G ,, 

又因为 N * = {1>, 从而 

G * - Gi +,( G , D N t ) = Gh .,, 

所以， G ,> 的列是 G , 的列的子序列： 

— ^ Gj = Gjo > G tl ^ G a > — > G* = G, +1 > 

同样，子群 

Np, - N ， +I (JV A nG,> 

形成第二个列的子序列.两个新的子序列都有 M 个项.对每对 i , j 和四个子群 G i +1 <] G , •及 Nj +1 
< N ,, 扎森豪斯引理表明两个子序列都是正规列，因此是加细.且存在同构 
G m ( G , 门 N ,) 〜 Qfi ) 

G.+1(G, n N J+l ) = N J+l (Nj n G m >’ 


即 
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结合是双射.它表明两个加细 等价. ■ _ 

定理 5.52 (若尔当尔德 e 定理） 一个觯 G 的任意两个合成列 等价. 特别地，如果合成列 
存在，则合成列的长度是 G 的不 t 量. 

证明我们早先已经注明，合成列的任意加细等价于面始的合 成列. 现在由施赖埃尔定理得到 
任意两个合成列等价. ■ 

下面是算术基本定理的新证明. 

系 5.53 每个整數 n>2 都有素教分解，且索因數由 n 咪一地确定. 

证明 因群: ；„是有限群，它有合成列，设&，…， S, 是因子群.现在根据命題 2.107, —个阿贝 
尔群是单群当且仅当它的阶为 素数. 因"=丨丨 * 因子群的阶之积（见习題5.36>,我们巳经证明 
了》是素数的积.此外，若尔当-赫尔德定理给出因子群的阶 <素数）的唯一性. ■ 

例 5.54 ( 丨 > 非同构的群可以有相同的合成 因子. 例如I,和V都有因子群为 I 2 , 的合 

成列. 

(« ) 设（；= GLU，^) 是元索在有四个元素的域 F, 中的一切 2X2 非奇异矩阵的一般线性群 • 

现在， det ，其中 （F«) x 兰1 3 是匕的非零元索的乘法群•因 ker det = SL(2,F 4 ), 就是行 

列式为1的那些矩阵组成的特殊线性群，所以存在正规列 

G = GL(2,F 4 ) ^SL(2,F 4 )> {1}. 

这个正规列的因子群是1 3 和 SLU.Fp.SLUiF*) 是非阿贝尔单群[事实上，系 5.68 说 SL(2,F<) 

，从而这个正规列是一个合 成列. 我们还不能下结论说 G 是不可解的，因为可解性的定义要 
求有具冇索数阶因子群的合成列，但未必是这 一个. 然而若尔当-赫尔徳定理说如果 G 的一个合成 
列其 W 子群都是*数阶的，则其他的每个合成列其因子群也都是索败阶的.现在可以得出 GL(2,F«> 

是不可解群的结论. ■ 

我们现在讨论若尔当-赫尔德定理在群论中的重要性. 

定义如果 G 是蛘且 K<1G, W G 称为 K 和 G/K 的扩张. _ 

运用这个术语，习题 2. 75可以表述为一个/>-群和另一个 p- 群的扩张也是一个 p -群，命题 
4. 24可以表述为.个可解群和另一个可解群的扩张也是一个可解群. 

扩张的研究牵涉到反问題：由正规子群 /C 和商群 Q = G/K 能够把 G 复原到多大程度？例如， 

我们知边如果 K 和 Q 是有限的，則 |G| = |K|iQ|. 

例 5.55 ( I ) 直积 KXQ 是 K 和 Q 的扩张 （KXQ 也是 Q 和 /C 的扩张）. 

( II ) S 3 和1 6 都是1 3 和1 2 的扩张.另一方面， I* 是1 2 和1 3 的扩张，而呂 3 不是，因为 S 3 不包含 
2阶正规子群. ■ 

我们巳经肴到，对于任意给定的一对群 K 和 <?• /f 和 Q 的扩张恒存在（直 积）， 但可能还有不 
同构于这种扩张的扩张.因此，如果把 K 和 Q 的扩张看作 fC 和 Q 的一个“乘积”，则这个乘积不 
是单 值的. 扩张问题是对于给定的一对群 K 和 Q 的一切可能的扩张进行分类 • 

假设群 G 有正规列 

C = K 0 ^ K , > K t > …> fC,_, ^ K , = { 1 >, 


㊀ 1868年，若尔当证明了合成列的因子»的阶仅依纊于 G 而不依箱于合 成列. 1889年， 齄 尔德证明如不计同构，則 
因子群本身不依贛于合 成蚵. 
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其因子群为,其中对一切 i > l , 

Q , = K .-./ K ,. 

现在 K „ =⑴，从而 Kd = Q „ ,更重要的是： Kd/Kd =<?,_,,从而《,_ 2 是 
的扩张.如果能够解决扩张问题，則可以从/(，^和弘叫，也就是 Q „ 和取回 K ^. 下一步考 
察 K ,_ 3 / K ,_ 2 = Q ,_ 2 ，从而1(,_ 3 是心_ 2 和（3^ 2 的 扩张. 如果能解决扩张问題，則可以从 
和 a _ 2 取回/^_ 3 ,也就是可以从仏，和兑_ 2 取回&- 3 .用这种方法沿着合成列向上走， 
最终 《= K 0 可以从 取回. 于是， G 是因子群的“乘积”.如果正规列是合成列，則 
若尔当-赫尔徳定理说这个乘积的因子（即 G 的合成 因子〉 是被 G 唯一确定的.所以，如果了解了 
有限单群且能够解决扩张问题，就能够纵览一切有限群.在20世纪80年代对一切有限单群进行了 
分类，这个定理是数学中最深奥的定理之一，它给出了一切有限单群连同它们的重要性质的一张完 
轆的表.在 某种意 义下，扩张问题也巳经解决.在第10章中，我们会给出厲于施賴埃尔的扩张问 
题的解，它对于扩张描述了一切可能的乘法表；这个研究导致群的上同调和舒尔-扎森豪斯定理. 
另一方面，扩张问题就下面的情况来说还尚未 解决： 给定 K 和 Q , 没有人知道 K 和 Q 的不同构扩 
mu 张的确切个数的计算方法. 

我们现在越过一般群（它的合成因子是任意 单群） 而考察可解群[它的合成因子是索数阶循环 
群.素数阶循环群总是单群].即使可解群是为确定运用根式可解的多项式而产生的，然闹 有不直 
接涉及伽罗瓦理论和多项式的关于可解群的纯群论 定理. 例如， * 尔 （ P . Hall 〉 的一个定理推广西 
罗定理 如下： 如果 G 是阶为 a 6 的可 解群. 其中 a 和6互素，则 G 包含一个<2阶子群，此外，任意 
两个这样的子群共轭.伯思赛徳 （ W . Bumside 〉 的一个定理说，如果丨 G 丨 = p -尸 ，其中/>,9是索 
数，则 G 是可 解群. 值得注意的费特-洚普森 （ Feit - Thompson 〉 定理说每个竒数阶群必是可解群 • 
标准群论的构造保持群的可 解性. 例如，在命 H 4 .21中我们已经看到可解群 G 的每个商群 
G / N 本身也是可解群，而命题 4.22 表明可解群的每个子群本身也是可解群.命题 4.24 表明一个可 
解群和另-个可解群的扩张也是可 解群： 如果 H < JG 且 f /和 G / H 都是可解群，则 G 是可解群.系 
4. 25 表明可解群的直积本身是可解群. 

命題 5. 56每个有限 p - 群是可 解蛘. 

证明如果 G 是 WW 尔群， WG 是可解群.否則，如果 G 不是阿贝尔群，根据定理 2. 103,它 
的中心 Z ( G ) 是非平凡的真正规阿贝尔 子群. 现在因为 2( G ) 是阿贝尔群，所以它是可解群，对 
I G | 用归纳法可知 G / Z ( G ) 是可解群，根据命題 4.24, G 是可解群. ■ 

由此，有限 />- 群的直积当然是可解群. 

定义如果 G 是群且 x ,; yeG ， «它们的換位子 [ ny ] 是稽元素 

[*•，] = ay * -1 y _1 . 

如果 x 和 y 是 g 的子群， w [ x , y ] 定义为 

[X,y] = <[x,y] > x6 X,>6 Y>. 

特别地，群 iS 的換位子鬌 G ' 是指 

C = [ G , G ], 

即由一切换位子生成的子群 e . 

© —切換位子组成的子集未必在乘法下封闭，从面一 切供位 子的集合可麄不是子有两个操位子的积不再是禊位子 
的最小屏是96阶群.可#考297頁上 Carmichwl 的习® . 
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显然群 G 中的两个元素: r 和; y 可交换当且仅当它们的换位子 Dr ,; y ] 是 1. 下面的命埋推广了这 
—观察. _ 

命 H 5.57 设 G 是群. 

(i ) 換位子群 G ' 是 G 的正规子群，且 G / G ' 是阿 B 尔鮮. 

(ii ) 如果 H<]G 且 G/H 是阿 B 尔縟.« G , < H . 

证明 '( I ) 换位子 xyr—S 1 的逆本身也是换位子 ： Dc ,： y ； 广 1 =[; y ,_ r ], 所以 G 的每 

个元索都是换位子的积.但任一换位子的共轭也是换位子（因此，换位子的共轭也是换位子的 积）： 
a [ x ,>] a -1 = a (4^ yx - l y -1 ) a _, 

一 1 —I 一 I —1 _l —1 

=axa aya *ar l a ay a 
=[ axa -1 > aya _1 

所以 G '<\ G . (另一种 证法： 如果 ¥>i G — G 是同态，則 = [9»( jr ) . Wy )] 6 G ', 所以 G ' 是 G 的 
全不变子群 .> 

如果 aG ',6 G ' € G / G ', 则 

cC ' bG ' iaG ' rUbG ' r 1 = oba-'b 'Gf - la , b ~] G ' = G ', 

因此 G / G ' 是阿贝 尔群. 

(Ii ) 假设 H <] G 且 G / H 是阿贝 尔群. 如果 a ,6 eG , WlaHbH ^ bHaH . 即 aW /=6 aH , 从而 
b ' a -' baeH . 由于每个換位了-都形如 6 所以有 G ^< H . ■ 

例 5. 58 (丨〉 群 G 是阿贝 尔群巧 且仅当 G ' = 

< ii ) 如果 （； 是单群，因为 G ' 是正规子群，所以0 >/ = {1>或(^=0.当 G 的阶为索败时，出现第 
-- 种情形，否则出现第二种 悄形. 特别地，对一切5, 

<« i ) 我们证明对一切”彡 5,(5/ = 因■兰1 2 是阿贝尔群，命题5.57表明（5,/< 

A „. 关于反包含，注意 （ SJ'fl . W 此 A ■的 单性给出这个交是平凡的或者是显然， 

( S„)'n 八，关{(1)>，所以 ■ 

我们迭代换位子群. 

定义 G 的导出列是《 

G = G i0> > G n, > G ( l> > > G *.'》 彡 G <i+l> 

其中 G <0> • G , G U> = C , 更一般地，对一切 i >0， G < m> = - [ G <f> ,G ⑴]. _ 

对 i >0 用归纳法容易证明 G ( l > 是全不变子群，由此蘊涵 G ^ dG , 从而 G ( fM > < G <rt ,所以导 
出列是正规列.导出列可以用来绝出可解性的一个刻 G 是 可解的 当且仅当导出列达到 {1}. 

命题 5.59 ( I ) 有限群 G 是可解群当且仅当它有正规列，且其因子縟为阿 A 尔群 • 

(ii ) 有限群 G 是可解 群当丑 仅当存在某个 n 使得 
G u> = {1}. 

证明（丨> 如果 G 是可解群， IWG 有一个正规列，它的一切因子群（?,./6; +1 都是索数阶循环 
群，因此是阿贝尔群. 

反之，如果 G 有 W 子群都是阿贝尔群的正规列，则任一加细的因子群也是阿贝 尔群. 特别地， 

因 G 是有限群，存在 G 的合成列，这个合成列的因子群是阿贝尔单群，因此，它们是索数阶循环 
群，从而 G 是可解的. 

(»> 假定 G 是可解群，于是存在正规列 
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G > G , > G 2 » G , =⑴， 

它的因子群 G ,/ Ghm 是阿贝 尔群. 对《>0 用归纳法证明 G (i> < G ;. 因0«* > =0=0 () ,基础步显然 
成立.关于归纳步，因 G ,-/ G i +1 是阿贝尔群，命题5.57给出（0,_)'<0 <+1 .另一方面，归纳假设给 
出 G (i> < G f , 它蕴涵 

G lm> = ( G ⑺ >，< (G〆 < G m . 

特别地， G ( "> < G >< = U } ,这正是我们想要证明的. 

反之，如果 = 則导出列是正规列（一个正规列必终止于（1}>且具有阿贝尔因子群， 
W 此（丨）给出 G 可解. _ 

例如，易知 G = S « 的导出列是 

S 4 > A 4 > V > «(1)}. 

我们早先的可解性的定义只适用于有限群.而命题中的刻 B 对一切群（可以是无限群）都有意 
义.今天大多败作者把一个群的导出列经有限步后达到 {1} 作为可解群的定义.根据这个新定义， 
每个阿贝尔群都是可解群，而在原来的定义下，阿贝尔群是可解的当且仅当它们是有限的.习题 
5.38 中，要求读者用命題 5.59 的准則证明可解群的子群、商群和扩张也是可解的（在新的、推广 
的意义下）. 

_ 用正规列还定义了其他重要群类，其中最重要的一个 ft 由幂零群组成的. 

定义蛑 G 的障中心列是指 

G = 

其申 1(^(0 ■ [ y ;( G >, G ]. 群 G 称为幂 零鮮. 如果降中心列达到 {1}, 即对某个”有 y / G 〉 = {1}. 

注意 72(0=0* ,但随后导出列和降中心列可能不同.例如 y 3 ( G ) _[ G ', G ]> G (2) ,且严格 
的不等性是可能的. 

有限幕零群可以用命理 5. 39来刻幽：这种群是它们的西罗子群的直积，从而可以把有限幕零 
群看作广义/•-群 • UT ( n , F ,〉、 UT (» i , Z ) ( Z 上的幺三角矩阵群）、有限群 G 的费拉蒂尼 （ Frattini ) 
子群 #( G >( 在习理 5. 46中 定义） 以及从一个群的正规列产生的某种 fi 同构群都是*零群的例子. 
我们可以对无限幕零群证明 结果. 也可以对有限幂零群证明结果，如习題 5.47 中的那些结论，有 
限幂零群 G 的每个子群和每个商群也是幕 零群； 如果 G / Z ( G ) 是幂零群，则 G 也是幂零群,每个正 
规子群 H 非平凡地与 2( G ) 相交. 

习题 

5. 33 设/ ■是索败且 G 是 〆 阶非阿贝 尔群. 证明 ZCOsG *. 

提示： 先证明两个 子鮮的 阶都是 p . 

5.34 证明 ：如果 H 是群 G 的子群且则 H <3 G . 

提示： 用对应定理. 

5. 35 (丨）对” = 2,3,4 ,证明 （ S •/ = A •[对”彡5,见例 5. 58( 1 >]• 

(H ) 证明 （ GL ( n , A ) Z < SLO «, il ). (反包含也 成立. 对; i =2 的情形，见习题 5.56. > 

5.36 如果 G 是有限群且 

C = G 0 彡…彡仏=⑴ 

是正规列，证明 G 的阶是因子群的阶 之积： 



群 


D 


203 


IG | =n IG ./ G .^ I . 

5. 37 证明任意两个同阶有限可解群有相同的合成因子/ 

5. 38设 G 是任意群，可以是无限群. 

(1> 证明： 如果则对一切 "•运 用命題 5. 59可知可解群的每个子群也是可解群. 

( II )证明：如果 / IG -/ C 是满同态，則对 一切“ 

/( G 40 ) = K U} . 

运用命题 5. 59可知珂解群的每个商群也是可解群. _ 

( HI ) 对每个群用双重们纳法证明 

C mM = (G'-' )«*'. 

( IV )用命题5.59® 明： 如果且//和 G / H 都是 rif 解群. 则 G 是可解群. 

5.39 设 p 和9是索数. 

< I ) 证明毎个/><?阶群都是可解群. 

欉示： 如果则 Gft 阿贝尔群. 如果 fi < g . 則內的 W 败 r 满足 r = lmod 9 必等于 1. 

( II )证明每个 〆 </阶群 G 是可解群. 

提示： 如果 G 不是单群，用命 «4.2<1. 如果 fi > 9 , « rBlmodp 迫使； *=1. 如果 p < q , 则 r =/>: 

且 G 中存在多于 p 2 9 个元索. 

5_40证明费特-汤膂森定理“每个奇败阶打限群《足可解群”等价于“每个非阿贝尔冇限群的阶为俏数 

提示： 对于充分性，选取 “ a 小的出界者 ••： 阶为最小奇数的非可解群 G . 由® 设， G 不是单群，从而 
它有非平凡的 真正规 子群. 

5.41 C I ) 证明无限循 Jf « Z 没冇合 成列. 

< II ) 证明阿 贝尔鮮 G 有合成列当且仅当 G 是冇限群. 

5.42 证明，如果 G ft 有限鮮 fl HOG , 则存在 G 的这样的合成列，其中有 一项是 H . 

提示：用晻 赖埃尔定理. 

5- 43 ( 丨 ） 证明 ：如果 S 和丁是群 G 的可解子群. aSOG , MS 7 ■也是 G 的可解子群. 

提示： 子群 ST 是 SXT 的间态象. 

( II >如* G 是有限群.定义 5(0 为由 G 的一切 E 规可解子群生成的 G 的子 群. 证明 5(0:10 的唯 
一的极大正规可解 f « RG /5( G ) 没冇非平凡的正规可解了-群. 

5.44 ( I ) 证明二面体群1^,是可解群. 

( li ) 求 D :, 的一个合成列 • 

5.45 ( RosseO 设 G 是群.它包含元素 id 使得 x , _ y 和的阶两两 互*. 证明 G 不是可 解群. 

5.46 ( I ) 如果 G 是有限群，定义它的弗拉*尼子轉为 G 的一切极大子群的交，记为 4>( G ). 证明 < f >( G ) 是 

—个特征子群， W 此它 SG 的正规子群. 

< II ) 证明：如果/>是索败 AG 是有限阿 W 尔 p - 群 . M < P ( G ) = pC . 伯 想赛德 （ Burnside 〉 基定 S 说， 

如果 G 是任意（不必是阿贝 尔群〉 有限群，則 G /« I >( G ) 是 F , 上的向董空间，它的维败是 G 的 
生成兀的 ft 少个数.（见罗特曼所著的 < An Introduction lo the Theory of Groups } 124 页 >• 

5.47 ( 丨）如果 G 是幂零群.证明它的中心 2：( G )5 t < l }. 

<( i > 如果 G 是群且 G / Z ( G > 是幂芩群，证明 G 是幂零群. 

(01) 如果 G 是幂零群，证明 G 的每个子群和商群也都是幂零群. _ 

( IV ) 设 C ； 是群且举出一个例子使得 H 和 G / H 都是幂零群两 G 不是幂零群. 

( V ) 如果 G 是有限/■-群 且只<0, 证明 f / DZ ( G )^{]>. (将这个结果推广到有限幂零群也成立 




204 


第 5 聿 


5. 48用级表示一切阿贝尔群的类，用贸表示一切幂零群的类，用©表示一切可解群的类. 

( I 〉证明 

( II )证明（丨）中的每个包含关系都是严格的，即存在不是阿贝尔群的幂零群，并且存在不是幂零群 
的可解群. 

5,49如果 G 是群且记 〆 = x 容: T 1 . 

( I > 证明对一切 x 9 y*z 6 G t [ x . yr ] = [ x ， y ][ u ]’ 和 [ x _ y , *]■[，，*]*[>，:]• 

( ii )( 濉可比 ( Jacobi ) 恒等式）设 id ,* € G 是群 G 的元索，定义 
[ x . Jf ,*] = 

证明 

[ WLv , 厂 1 . xiTI ：*,，*,# = i . 

5. 50如果是群 G 的子屏，定义 

[H.K.L] = <{[>,*, tithe H,ke K t t € L)>. 

(I ) 证明：如果■⑴- [ K , L f H ]， W [ L f H , K ]- ⑴. 

(II > (三子鬌引 通〉 如果 N < JG 且 [/ f , K , L ][ fC , L ，《]< N ， tt 明 
[ L ，《， K ]< N . 

( HI ) 证明： 如果 G 是 » 且 G = G \ 用 G / Z (⑺无中心. 

提示： 如果； r*G«-G/Z(G) 是白然映射，定义 f*(G) »/(之⑷/忍⑺》〉.用三子群引理以及 
L = f*(G> 和 H_ /C = G. 

( IV )证明对一切“ 

5.4 射彩幺模群 

若尔当-麴尔德定理把一个单群族和每个有限群联系起来，它可以把许多关于有限群的问题简 
化为有限单群的问题.这一经验事实说明了解单群是十分有 用的. 至今我们知道的单群只有索数阶 
循环群和对 的交错群 A „, 我们现在要证明某种矩阵的有限群是单群，一开始先考虑某些矩 
_阵，它们在 2 X 2 线性群中扮演的角色如同交错群中3-轮换扮演的角色 • 

定义城 A 上的一个平琏6是栺形如 

B ,*00 = [: ;] ★ B zl Cr)=[ l r °] 

的矩阵，其中 / 且;■关 0. 

设 A 是 2 X 2 矩阵.易知 B 12 ( r ) A 是把 A 的 Row ( l ) 换成 Row ( l ) + r Row (2) 得到的矩阵， 
B 2 ,( r ) A 是把 A 的 Row (2) 换成 Row (2) + rRow ( l ) 得到的矩阵. 

引《 5. 60设 A 是域 JL A € GL (2, t ) • « 

A = UD, 

其中 1/ 是平延的积， D = diagUd > =P 0" j , 其中 d = det ( A ). 


㊀多数 》 论学家定义 2X2 平 g 是相似于8„(»")或8 2 ,(|">的矩阵[8»8 |1 ( 1 ">或8„(「>在 GL(2,4> 中的共 轅]. Tnms- 
vection (平 g) 这个宇 ftuimsporting (传送 > 的同 义词， 它在这个上下文中的用法 _»了 能厲于阿廷 <E.Artin ), 他在 
他的书 <Geomctric Algebra} 中给出下面的定义，“》果V•是”嬝向置空网，称一个元索 r e GL(V> 为一个平誕， 
如果它保持某个超平面 H 的毎个向置 不变， 两任一肉量 x€V**H 的某个向量移动， Wr(*)-:te «•* 在我们 
的情形中， B 18 <r0 两定 B„<rO 固定 




证明设 



可以假设#0, 否则/ >尹0 (因为 A 是非奇异的），把 Row (2) 换成 Row (2) + Row ( l > 就把/»放到了 21 
位置. 接下来，把 Row ( l ) 换成 Row ( l > + r 一 — p > Row (2)， 从而1在左上角.现在继续乘以 平延： 

[:: H: :K:]. 

于是 1VA = D , 其中 W 是平延的积且 D = diag { l , i «. 因平延的行列式为 1 ,所以 det(WO = l , 从而 
det ( A ) = det ( D ) = d . 

W 平延的逆也是平延，所以有 A = W -» D , 它就是我们要找 的因子 分解. ■ 

回忆 SL (2, A )* GL (2,^ 的子群，它由一切行列式为1的矩阵组成如果★是冇限域，则是兰 
其中*/= 〆 且 p 是素数，可以记 GL (2, F ,> 为 GL (2,9>， 同样，可以记 SU 2， F ,) 为 SL (2，0 • _ 

命题 5. 61 (丨）如果 * 是城，« SL (24) 由平延生成. 

( II ) 如果々是域 • 則 GL (2, 灰〉 / SL (2 J > ,其中 P 是是的朴零元素的乘法稃. 

( III ) 如果灸=匕，則 

I SL (2» F ,) I = ( g + 1)9( V — 1>. 

证明（丨）如果 A € SL (2,« ，則 引理 5. 60给出因子分解 A = l / D , 其中 I ；是平延的积 ，D = 
diag { l , 山，其中 d = dei ( A ). W A € SU 2,«, 因此有 det ( A > = 1 ,所以 A = U . 

( ii ) 如果 ! l « 矩阵 diagU , a > 的行列式为 a , 因此是非奇异的，从而映射 det i GL (2,« 

是满射 . SL (2, t ) 的定义表明它是 det 的核，因此由第-同构定理可得结果 • 

Cili ) 如果 H 是有限群 G 的正规子群， W 拉格朗 H 定理给出 I H | = I C | / | C/H | . 特別地， 

I SL (2. F ,) | = | GL (2. F ,) I / I F, x |. 

而由定理 5.46, I GL (2, F ,) I = (^ - IX? 2 - q ). 又 I F, x |= 9 - 1 , W 此 .| SL (2. F , ) | = 
( q + l ) q ( q - l ). ■ 

我们现在计算这些矩阵群的中心.如果 V 是*上的二维向讀空间，则在命埋 3. 108中已经证明 
TGL (2,*)^ GL ( V ). 它是 V 上一切非奇异线性变换组成的群.此外.命题3.109< I >把中心和标 
最变换等同起来. 

命題5.62 SL (2.4) 的申心由一切满足 《 i 2 = l 的标量铥眸1组成，记为 SZ (2» . 

注这置我们看到 SZ = SLO Z ( GL > ，但在一般情形下， 命超 “如果 H < G , 14 Z ( H ) = 
HnZ ( G )” 不成立（确实，即使 H 是正規子鮮.这个等式也可能不成 立）. 我们忸有 
H 0 2( G ) < Z ( H ) ,但包含可以是严格的•例如，如果 G = Sa 和 H = A 3 兰 I 3 , M 2( A ,) 

= A 3 而 A 3 D 2( S 3 > =⑴. 

证明这里用线性变换比用矩阵更方便 • ® 定： T € SL ( 2 ,« F 是标童变换，于是存在非琴向量 
使得 7 V 不是 u 的标量倍，由此 k , Tt / 线性无关，因 dimOO » 2 , 所以 tnTt ； 是 V 的一组基.定 
义 S : V — V 为 S ( t »> = »和 S (7 V ) = 0 +7 V «. 注意 S 关于基 bTv 有矩阵⑴，从而 det ( S > = 1. 

㊀ GL 是 general linear (一彀线性〉的蠊写 • SL 是 special linear (特殊线性）的 镲写. 
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现在因为: TS ( t ») = 7 V 而 ST < w > = v + TV , 所以了和 S 不交换.由此中心必由标里变换组成.用矩 
|291|阵的话说，中心由标量矩阵 A = diag { a ， a > 組成，其中 a 2 = det ( A ) = 1. ■ 

定义射彩幺模是推商鮮 

PSLC 2,*) = SL (2,*)/ SZ (2,«. 

注意，如果 c 2 = l , 其中 c 在一个域 A 中，則0=士1.如果 A = F ,, 其中9是2的幂，脚匕有特 
征2,从而 c 2 = l 蕴涵 c = l . 所以在这种情形下， SZ (2, F ,) = <7}，从而？51^(2，&0 = 31(2{ 2 ->. 
命 115. 63 


<9+1)«(9-1) 


如果9= />"且 P 是奇素数； 
如果9= 2*. 


证明命埋 5.61( li ) 给出 | PSL (2, F ,) |= («+1)«( 9 -1)/ | SZ (2, F ,) | ,命题 5. 62给出 
I SZ (2, F ,) |-| {a 6 F f < a * = 1) I . 

现在根据定理 3.30, F, x 是 9 —1 阶循环群.如果《?是奇数，则 9一1 是偶数，循环群 F 7 x 有唯一的 2 
阶子群 > 如果 v 是 2 的幂，則我们注意到 剛才在 这个命題陈述之前，有 SZ (2, F ( ) = {/}. 所以 ，如 
果<?是竒素败的幂，则 I SZ (2, 9 ) |-2 ,如果 9 是 2 的幕，則丨 SZ (2,,) |= 1. ■ 


现在要证明对一切索数碁9多4,群 PSU 2, F ,) 都是单群.如同我们早先说的，平延扮演了 3- 
轮换的角色（见习理2.91> . 


引理 5.64 如果 H 是 SL (2, F ,> 的正规子群，且 包含一 个乎延 B 12 ( r ) 或 B n ( r ) ,則《 = 


SL (2, F ,). 

证明首先注意到，如果 


- [: -：]• 

则 deta /> = l , 从而 l /€ SL (2, F ,). 是正规子鮮 .【/ ButrHT 1 也在 H 中.而1；月 12 (幻1/—= 

B 2 l (— r ), 因此 H 包含形如 B l 2 ( r ) 的平延当且仅当它包含形如 B 21 (— 》■) 的平延.因 SL 是由平延 
生成的，所以只需证明每个平延都在 H 中. 

因 H 是正规子群，所以 B u ( r > 的如下共軛在 H 中， 

[: H 7 K 丫 ]— . 

定义 

國 g= w u ue f, : b 12 (“> e w. 

刚才已经证明对一切 o e F , ,阳 2 € G . 容易验 ffi G 是加法群 F , 的子群，因此它包含 形如“ = r (« 2 _ 
的一切元素，其中我们断言0=匕，从而完成证明. 

如果9是奇数，則每个 《/6 F , 都是一个平 方差： 

«<= [■!•(«>+1>] - [ j ( w -1)]. 

因此，如果 《 eF , ,則存在 a ,/ se f , 使得广从而“ = k 0 *_/ j 2 ) ec , 所以 g = f ,. 
如果9=2"，则函数是单射 F ,— F , (因为如果《 2 = 1；,則0 = = (« — I ；) 2 ，从而 


© 行列式为丨的矩哞称为 C 模矩阵.加上形容 W 衡#是因为这个鬌由射彩平面的自同构组成. 
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u = v \ 根据习题 1.58 (从一个有限集到它自身的单射必是双射），这个函数是满射，因此每个元素 
«都有一个平方根在 F , 中，特别是存在 a € F 9 使得 rHusa 2 , 从而 tt = ra 2 e G . ■ 

在给出主要结果之前，我们还需要一个短的技术性引理. 

引理 5. 65设 H 是 SL (2, F ,) 的正规子群.如果 A 6 H 相似于 

R = [;:]， 

其中 /?6 GL (2, F ,)， 則存在使得 H 包含 

[:? ]. 

证明由假设，存在矩阵 P ^ GLd ,) 使得 R = PAP - 1 . 根据引理 5.60, 存在矩阵 U 6 SL 和 
对角矩阵0 =出吨{1，“}使得厂 1 =1/0.所以 ， A = UDRD ~' U ~ X . 因 H < JSL , 我们有 DKD ，' 1 *" 
U - l AC / eH . (B 

— rx / i : ;.]=[； ?]• ■ 

若尔当在 1870 年对 9 是索数的情形证明了下一定理 .1893 年科尔 （ F . Cole ) 发现了一个504阶 
单群之后，穆尔认识到科尔群与 PSL (2, F 8 ) 相同，然后他对一切索数幂<?多4证明了 PSL (2, F ,> 的 
单性.对一切 m >3, 可以定义 PSL ( m , F ,> 为 SUm . Fp / SZh . F ,) ,若尔当证明了对一切 m >3 
和一切索数 P ， PSL ( m , 是单群 . 1897年，迪克森 （ LELDickson 〉 证明了对一切素数幕 9 , 
PSUm . F ,) 是单群. 

我们要用到系 3. 101,域*上的 两个” X”矩阵 A 和 B 相似（即存在非奇异矩阵 P 使得 B = 
PAP ') 当且仅当它们 是同一 线性变换 K 在的两个基下的 矩阵. 气然域*上的两个非奇 
异 nX” 矩阵 A 和 B 相似当且仅汽它们是群 GL(n,4> 中的共板元素 • 

定理 5. 66 (若尔当-穆尔） 对一切 紊教幕 < j >4, 缚 PSL (2, F ,) 都是单群. 

注 由命题 5 _ 63 ， I PSL ( 2, F 2 > 丨= 6 和 | PSU 2, F 3 ) 丨=12 , 所以这两个群没有一个是单群. 
对每个无限城 A , PSL (2,«) 是单群. 

证明只需证明 SL (2， F ,) 的一个包含不在中心 SZ (2, F ,> 中的矩阵的正规子群 H 必是整个 
SL (2, F ,). 

先假设//包含矩阵 



其中士 li 即<1 2 关1.如果 B = B 21 (1) ,則 H 包含換位子 BAB — A -1 = B 21 (1-< T 2 > ,因为1一 
a _ 2 关0,所以它是平延，从而根据引理 5.64 ,H = SL (2, F 7 >. 

为完成证明，只需证明 H 包含一个第一行是 [ a 0] 的矩阵，其中 a 关 ±1. 由假设，存在某个非 
标董矩阵令？是由？>(1»)=地给出的线性变換，其中 u 是一个 2 X 1 列向董.如果 
对一切 hWw ) ，其中«在《 2 的任意一个基下，矩阵 [?>] 都是对角 矩阵. 在这种情形 
下， M 相似于对角矩阵0 = diag {< r ,/3}, 引理 5.65 说 £)€//. 因 SZ (2, F ,) ，必有但味= 
det ( M ) = 1,从而 a #± l . 所以 D 是 H 中的一个我们想要的那种形式的矩阵. 

剩 下的情形是存在向童使得 9( w ) 不是 t ； 的标量倍，在例 3. 96( B ) 中我们看到 M 相似于形如 



208 


第 5 幸 


[: V ] 

的矩阵（所以有这种形式是因为它的行列式为1〉.现在引理 5. 65说存在某个使得 

-[: TV 

如果 T = diag{«,<TU (其中 a 将在稍后取 定）. 则换位子 


1294] 


V = (TDT-')CT 1 = 


a 2 

• a 6( a _2 - l ) 



6 H. 


如果 0 2 关士 h 即如果存在某个使得 (^#1, 证明已经 完成. 如果^>5,則因为多项式 
在一个域中最多有四个根，所以这样的元素 0 是存在的.如果 9 =4,則每个 0 € F 4 都是方程 P—x 


的根，从而0^1蕴涵 <^#1. 


只剩下7=5的情形 ■ D 中的元索 A 出现在换位子 V 的左下角 v = «6( a - 2 一 1>之中•分6尹0和 
6=0两种 情形. 在第一种情形中，选取 a =2, 从而 2 =4= a * ft v =(4 — 1) 泌 = 3 u 6 关 0. 现在 H 
包含7 2 = 3 2 1(-20，因为一21>=-6«6 = 4泌#0,所以\^是平延.最后，如果6=0,則 D 形如 



对：)《€1 ? 5 用8 12 (； ) 0作 D 的共轭.得矩阵 B l 2 ( y > DB 12 (— y ) 6 H , 它的第一行是 
[“y uy z — m -1 ]. 

如果选取 则第 一行为 [2 0], 证明完成. 

下面是这些单群中起先几个 的阶： 


I PSLC 2 

p 4> 

|= 60 j 

1 PSL (2 

F 5 ) 

1-60, 

1 PSLC 2 

f 7 ) 

|«168» 

PSLC 2 

Fs > 

1 =504: 

PSL (2 

F „) 

1=360； 

PSL (2， F ") 

1 =660. 


可以证明没有阶在60和168之间的非阿贝尔单群.其实，这些就是所有阶小于1 000的非阿贝尔单 
群. 


表中的有些阶（即60和 360) 和交错群的阶一样.存在阶相同而不同构的单群，例如八 8 和 
PSL (3， F 4 > 就是阶为+8! = 20 160的不同构的单群.下一结果证明任意两个60阶单群同构[习题 


5. 53证明 PSL (2, F 9 ) S As ]. 

命題5.67如果 G 是60阶单鮮 ， W G 兰 A s . 


证明只要证明 G 有指数为5的子群，因为由定理 2.88, 在 H 的陪集上的表示给出 同态？ 

S s 使得 kert »< H . 因 G 是单群，真正规子群 kerP 等于 {1} ,从而 G 同构于 S 5 的60阶子群.根据习 
题 2.94( S s 的60阶子群只有 A s , 所以 G 主 A s . 

假设 P 和 Q 是 G 的西罗2-子群满足 PRC ? 尹选取•1弓戶(10且1#1.现在 P 的阶为4, 
因此是阿贝尔群，由拉格朗日定理，4 |丨 C c ( x ) I . 事实上，因 P 和 Q 两个都是阿贝尔群，子集 
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PU Q 包含在 CtjOr ) 中，从而所以 I C c (: r ) 丨是4的真倍数，它也是60 
的 因数： 或者 |Ci ； (*)|=i2, 或者 ic e (: c)| = 2o, 或者 icddlseo. 第二种情形不可能发生，否 
»J C G (. x ) 的指数为3, G 在它的陪集上的表示证明 G 同构于 S 3 的子群.第三种情形也不可能发生， 
否则€ Z ( G > = {11. 因此 C G (: r ) 是 G 的指数为5的子群，且在这种情形下，我们的证明已经完 
成.现在可以假定 G 的每一对西罗2-子群交于 {1}. 

G 的一个西罗2-子群个共轭.其中 r =3,5 或15_现在 r #3 ( G 没有指数 
为3的子 群〉. 我们用计算元素个数的方法证明 r =15 是不可能的.每个西罗2 -子群包含三个非幺元 
元索.因任两个西罗2 -子群的交是平凡子群（有如我们在上面看到 的）， 它们的并包含 15 X 3 = 45 个 
非幺元 元索. 现在 G 的一个西罗5-子群必有6个共柅（它们的个数 r s 是60的因数且满足 q = 
lmod 5). 而西罗5 -子群是5阶循环群，所以它们任一对的交为 U > ，从而它们的并包含 6 X 4 = 24 个 
非幺元 元索. 我们算出的败 EJ 已经超过了 G 元素的个数，所以这种情形不可能发生. ■ 

系 5. 6 B PSL (2, F 4 ) S A s ^ PSL (2, F s ). 

证明个群都是单群 a 阶都是 6 o . ■ 

还有其他单矩阵群的无限族（除了索数阶循环群、交错群和射影么模群之外），以及26个零星 
单群《于非无限的族，最大的一个是阶近似+ 8.08父10 53 的“怪 物”. 对感兴趣的读者我们推荐 
E . A « in ， R . Carter 和 J . Die U d 0 tm 6 的书. 亊实上，20世纪80年代给出了一切有限单群的分类，对 
于这个分类的一个极好的记述可以在 Conway 等所著的< ATLAS of Finite Groups > 中找到. 


习题 

5.51 纷出 GU 2, F S > 的合成列，并列出它的因子群. 

5. 52 ( I ) it 明 PSL (2, F ,) ^ S ,. 

U > 证明 PSL (2, F ,) SA ,. 

5. 53证明 PSL (2, F ,> S >»«. 

提示： 设 J 和^ [: 1 | M ]* 其中“尽 F 9 满足“* = 一1.如果 A 和 B 表示 PSU 2, F ,> 中 

的元素 a 和证明劝的阶为5且丨<«,6> |= 60. 

5. 54 (丨 > 证明 SU 2, F s > 不是可解群 • 

( II ) 证明 SL (2, F s ) 的一个西罗2 -子群同构于四元数群 Q . 

( lil ) 证明： 如果/>是奇素败，«义(2名> 的内罗 p - 子群是循 环群. 由此推出，对每个整除 | SU 2， F s ) 丨的 
索数 p , SL (2, F s > 的一切西罗/»-子群冇唯一的/»阶子群 • 

5. 55证明 GL (2, F ,> 不是可解群. 

5.56 (丨）证明对一切素败幕 9>4， SU 2, F ；> 是 GL (2, F ,) 的換位/•群. 

( B >当9=2和 g =3 时， GL (2, F ,) 的换位子群是什么？ 

5.57 设死是匕的本原元. 

( > ) 作为 GL (2, F *) 的元素时，它的阶是多少？ 


-re 0 0' 

1 1 T 0 

S> 1 7T- 


作为 GU 3， F ,) 的元素时，它的阶是多少？ 



t ) o on ro o o ~ 

提示： 证明如果 N = 1 0 0 •則 0 0 0 • N s =0. 再用二项式定理证明 A " = n m J + 

S ) 1 OJ LI 0 0. 

5.5 表现 

怎样描述一个群？根据凯莱定理，有限群 G 同构于对称群 S ， 的子群，其中 n = | G |， 从而群 G 
恒可定义为由某种置换生成的 S a 的子群.这种构造的一例出现在卡迈克尔 （ Carmichael ) 的群论 
书 e 中下面的练 习中： 

设 G 是由下面的置換生成的的 子群： 

(ac)(bd)i(eg)(fh)i 
(ik)(j t)i(mo)inp) 

Ca c)ie g)(i k) i(a b)(c d)(.m o) i 
(ef)(gh)(mn)(op) t Uj)(k t). 

证明丨 G | - 256, I C * |- 16. 

o ■ (i t )(m o)(n p) ^ C !i 

但《不是换位子. 

描述•个群的第二种方法是对某个 ”>2和某个域々，用 GLCn .*) 代 tf SJ 回忆一切 nXn 置换 
矩阵形成 GL (»«, A ) 的同构于 S » 的子群，从而毎个"阶群可以嵌人 GL ( n ，《] • 我们已经用矩阵描 
述了几个群， 例如. 用这种方法定义了四元数群 Q . 对于相对较小的群用置换或矩阵来描述是有效 
的，然而对于大的〜这种描述是笨拙的. 

也可以把群描述为由受制于某种关系的元索生成的，例如二面体群 D 2 „ 可以描述为这样的 2 n 
IM1 阶群，它是由 满足， =1 =沪和的两个元索和6 生成 的. 考虑下面的定义. 

定义广义四元数 》(}«, 其中 n >3, 是指由满足 

a 2 = 1 %bab~ x = a 1 和6 2 = a 2 " Z 
的两个元素 u 和 A 生成的 2 " 阶鮮. 

当； * = 3时，就是8阶群 Q . 该定义的一个簋然的鋏点是这种鮮的存在性留有疑问，例如16阶 
的这种群存在吗？注意，找到一个缚 G = < a ,6> 瀉足 1 和还是不够的.例 
如，有^ 2 =1和6=1的缚 G = < fl ,6>( 当然，它是2 吩循 环群）就瀉足一切等式. 

为了使这个描述变得严格，迪克 （ W . vonDyck ) 在19世纪80年代创造了自由群. 

下面是 A 由群的现代定义. 

定义设 X 是群 F 的子集，如果对每个縟 G 和每个函数/ : 存在唯一的同态 F — G 

使得对一切 6 Xt 9( x ) = fix) » 



0卡迈克尔于 20 世纪 30 年代提出这个练习.在离速计算机时代之前.他能够手算出来. 



則称 F 是以； 1： 为基的自由群. 

这个定义模仿了线性代数中的一个基本结果，即定理3.92,它是为什么可以用矩阵来描述线 
性变换的理由. 

定理设 Xeq ，…， !；„是向量空间 V 的一个基.如果 W 是一个向量空间且 M ，•••，《„ 是 W 中 
的一个表，則存在唯一的线性变換* T: V—W 使得对一切 《、 T(v,) = 叫 . 

我们注意到给定 W 中的向置表… ，…，、 和给定满足/(%) = u, 的函数/ : X —W 是同一件事， 
由此我们可 H 出上面这个定理的图，毕竞一个函数/: X — W 由它在 Vi 6X 上的值所 确定. 



如果知道自山群是存在的，則可以如下定义 Q„. 设 F 是以X = ix 9 y ) 为基的自由群，是由 
^生成的 F •的正规子群，定义<2« = /7尺.显然 F/J? 是由两个元索 a =xK 和 
6=_y/? 生成的群，它满足定义中的关系.不淸楚的是 F/R 的阶为 2", 这是裔要证明的（见命题 
5.80). 

第一个问题是自由群是否存在.这个构造的思想是简单而自然的.但详细验证有点繁琐.我们 
先来描述自由群的成分. 

设X是-•个非空集合，并设； T 1 是X的不相交的复制，即X和；不相交且存在双射 X- 
X-',记为 _rl-_r \定义； f 上的字母表为 

X U X~ l . 

如果《是正供数.定义； f 上的长度为 ”>1 的宇是函败《»: <1,2, …， W-XUX— 1 . 习惯上.我们记 
长度"的宇 如下， 如果 《;(;)» 彳，则 

w = x^ 1 •••z**. 

其中 A e =±1. 字 u； 的长度 n 记为 |w |. 例如 Ixr— 1 1=2. 空字记为丨，是一个新符号，空 
宇的长度定义为 0. 

确数相等的定义在这里是如下的 意义. 如果 n = <•和…: y ；^ 都足宇，其中对一切 

有 A 6 X，则 u = V 当且仅当 m = ” 且对一切 i，i, = 乂, f, =木；于是每个宇的拼写法唯一. 
定义宇切二文彳 1 …*!：；•的子字不是空字就是形如 m = 的字，其中 l < r < s < n . 字切= 

x ]' …工 *:的逆是 uT 1 » xi tm — x 7 r, . 

由此对每个字 wJuT 1 )- 1 = tt；. 

最重要的字是既 约字. 

定义 X 上的字称为既约的，如果 切=1 或 it ; 没有形如工 r 一 1 或 j 一 1 z 的子字，其中 ： reX . 

X上的任意两个字可以相乘. 

定义如果 《 = … x : •和…<•是 X 上的字，則它们的并置是指字 

uv = … •••☆ • 

如果1是空字，則 1 V = T ； 和 = 

我们尝试定义自由群为X上的一切字的集合，它的运算为并置，幺元为空字1,切=衅… 

的逆为™ T 1 . 有一个问睡：如果 o：eX, 則我们要求1_4 = 1 ,而这是不能成立的， 
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的长度为2,不是 0. 我们可以尝试限制 F 的元索为 X 上的既约字以弥补这个缺陷，但是即使 
“和”都是既约的，它们的并置抓也未必是既约的.当然，可以用消去的方法把 UV 改变为既约宇， 
但此时证明结合性是棘 手的. 我们解决这个问理如下.举例来说，因为像 zr 一 1 和 gear 1 这 
_样的宇必须恒等，所以利用 X 上一切宇的集合上的一个等价关系是有道理的.如果定义 f 的元索 
为等价类，則结合性的证明不会很困难，且在每个等价类中有唯一的既约宇.所以可以把 F 的元素 
看作既约字，而把两个元索的乘积看作是它们并置后再约化 e . 

不经意的读者可以像刚才描述的那样接受自由群的存在性，从而跳过下面一段到命题 5. 73.下 
面是对其他那些读者的详细论证. 

定义设 A 和 B 是 X 上的字，可以是空字，并设—个初等运算是栺一个插入，它把 
w=AB 变成其中 aeXUX ” 1 , 或者是把 w 的形如 aa - 1 的子字消去，它把 
变成 AB . 

定义用 

w IV 

表示 比经 _ 个初等运算得到 U；'. 对于 X 上的两个字 U 和 1；, 如果存在字 u= Wl ,U；2 •… tVU m = V 和 
初等运算 


M — Wl - U ；„ ■» V , 

則称 M 和 V 等价，记为 tt 〜 V . 记字 U » 的等价类为 [«；]• 

注意 U - 1 〜 1 和 JT -’ J ■〜 1 ,即 [ XT - 1 ] = [1] = lx~ l xl 
我们分两步构造 fl 由群. 

定义 半群 是指有 tt 合运算的集合 i 幺半 屏是相有幺元1的半鮮 S . 即 对一切 J 6 = 

儿如果 S 和 S ' 是半蛘，則称满足/(町） =/(： r >/( y ) 的函教 / IS - S ' 为间态•如果 S 和 S ， 是幺+ 
群，則同态/« S — S ' 必须满足/<1> = 1. 

当然，每个群都是么半群，群之 间的同 态是它们作为么半群的同态 • 

例 5.69 ( 丨 ）A 然数 N 的集合是加法下的交换幺半群. 

< H >幺半群的直积也是幺半群（运算为坐标状态的运算）.特别是 ft 然败的一切"元组的集合 
N " 是加法交换么 半群. _ 

下面是非交换幺半群的例子. 

引理 5.70 设 X 是集合，并设 VV ( X ) 是 X 上一切字的集合[如果 X =0， 則 W ( X ) 只由一个 
空字组 成]. 

國 （I > VV (； f ) 在并置运算下是半群. 

( II ) 如果 K 〜 M 和 V 〜 W ， JH MV 〜 II ' l /. 

(») 如果 G 是群，/: X — G 是兵数，則存在扩张/的同态/: W ( X ) — G 使得 u ； 〜《/薤涵 G 中 

的 芝 /( w ). 

证明 （ i > 一旦注意到 W ( X > 中没有消去发生，并置的结合性就显而 易见. 

( ii ) 若干初等运算把 M 变到当应用到字 《 X ； 上时，得到一个链把 MX ； 变到 lA /. 若干初等运 

0在集合 X上构造阿贝尔群的另一种方法 ft 使用苗徳瓦尔蹙 (van der Waerden ) 技巧： 设是 X 上所有约化字的集 
合’证明对称群的某个子鮮是以 X为基的自由群•（见罗特曼所著的 {An Introduction to the Theory of Groups》 
344—345 K .) 
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算把„变到当应用到宇 u ' t ; 时，得到一个链把变到 u ' v '. 因此 uv - u ' v '. 

( iii ) 如果 u >= y … xl , 则定义 

/(«;> = /(々>*■ /(^)*« … 

w 的拼写法唯一说明/是合理定义的函败，显然/ | VV (；0- G 是同态 • 

设 ti ； 〜我们对从也变到比'的链中初等运算的个败用归纳法证明 G 中有 /( w ) = /(«>'). 

考虑消去 w >= A a <T j — Afl , 其中 A 和 B 都是 w 的子宇 •/ 是同态给出 
/( Aaa ~ l B ) = /( A ) /( a ) /( a ) -1 / CB ). 

但在群 G 中有消去，所以在 G 中 

/ CA )/( a ) /< a )- l /( B > =/( A )/( B ), 

从而 /( Aw _ l B ) =/< AB >. 对于插人可类似地论证. ■ 

下一命题用来证明 Cl 由群中的每个 元素都 有一个范式. 

命 H 5.71 集合 X 上的每个字等价于唯一的一个 *1 约字. 

证明如果 X =0, 则 X 上只有一个宇，就是空字1, 1是既约的. 

如果我们先证明存在既约字等价于 w . 如果 tt . 没有形如如 1 的子宇，其中 a 6 XU 
X -1 ,则是既 约的. 否则，消 * 第一个这样的对产生一个新宇 WM 满足丨|<丨边丨，它可能是 
空字. 现在重复下述 过程： 如果是既约的，停止 i 如采存在形如 aa 1 的子字，则消去它， 

产生5短的宇 u >2. W 长度严格递减 . 该过程终止于一个既约宇.它和 U « 等价. 

为证明唯一性.假设存在不間的既约宇《和《以及初等运算的链 
K = tl；j -► W 2 *•* W m = VI 

可以假定 《 是极 小的. 《«和^都是既约的，第一个初等运算必是插人，而 a 后一个初等运算必是 
消去， W 此必有第一个消去， 比如叫 + 于 M , 初等运算插人 aa 1 . 而初等运算_ 
丨消去敁 _1 ,其中 

有：种情形.如果叫的子宇 aa — 1 和 WT 1 相同，则 tt ., W 为 u >, n 是从叫 .丨 先插人 

atT 1 再消去它得到的，由此链 

U » W 1 -► U>,_1 = W i+1 一 … 一 W„ = V 

比顷始的最短链还短.第二种情形，的子字如… 1 和 W 1 14,出现这种情形有两种方式，一种 
方式是 

Wj = Aaa l b ~ l C , 

其中 A , C 是叫的子宇，因此 a = 、且 

Wj = Aia _ l aC . 

因为插人所以又因为消去 W 所以 tti j+ l = AaC . 于是 TKi -丨 =«>(+， ， 

移 去叫得 到较短的链.重叠出现的第二种方式是其中61=1和第一种方式 
— 样导出 «；(_[ = w i+1 . 

最后，假设子字^^ 1 和 WT 1 不重 *: 

vui = A ' aa~ l A " bb ~ l C , Wj+i = A ' aa~ l A * C . 

现在 66— 1 成为 w , 的子字，这由先前把 66— 1 或插人某个字™(其中 j _< i > 来实现； 

即 丨 - 岣， 其中叼或 = 在第一种场合中，子链…一 Wi+ 丨有如 
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XY— Xbb~ l Y-» - - Abb~ l C-^ A’oa 一 1 A"bb~ l C-^ A'aa~ l A"C, 

其中 A = A ' A ". 但我们可以不插人从而缩短这 个链： 

XV … —AC — A'aa^A'C. 

在第二种场合中，要使 wr 1 的消去能够发生，只能是在中有或如 
果 x = x ' b , 则 uv — i = x > y 且(子宇 wr 1 就是要被初等 运算叫 ~*叫 +1 消去的字）. 
和第一种可能性一样，我们不需要插人.更详细地说，链 

X ’ bY — X ' bb 1 *y — …—似 — 1 C — A'aa 1 A " bb ~' C -* A ' aa ~' A"C 
(其 中过程 X '- A 和 6 Y — C 只涉及插人）可以移去6 _1 6的插人而 缩短： 

X'bY — - - AC-* A'aa~'A m C. 

第二种悄形 • 可以同样 处理. 因此在所有情形中，我们都可以缩短最短的链，从而这样 

dM ) 的链不存在. ■ 

定理 5.72 如果； f 是集合，則； f 上字的一切等价类的集合 F 连同运算[«]|>] = [1«0是以 
< Cx ] > X 6 X }为基的自由縳. 

此外， F 中的每个元索都有 范式： 对每个 [“] eF , 存在既约字 W 使得 [ M ] = [»]• 

证明如果 x =0, 脷 VV (0> 只由一个空字组成，从而 F = U >, 读者可以证明这确实是0 
上的自由群. 

现在假定在引理 5.7( i | ) 中已经看到并置与等价关系相容.从而 F 上的运算是合理定 
义的.由于 W ( X > 中的结合性， 

[“] ( WO ]) ■ [“] [ w ] 

= [“( w )] 

= [(bv)ui] 

= [ iw ][ w ] 

= ([«][ w ])[ w ]. 

这个运算是结 合的. 幺元是类[1],[«;]的逆是 [ uT 1 ] ,从而 f •是群 • 

如果1>] € F , 则 

M = Lx\< …= [xJOCx? >.[<•], 

其中对一切,因此 F 由 X 生成（如果把每个 _ r € X 等同于 (>]>• 根据命 H 5. 71,对每个 
[ W ]， 存在唯一的一个既约宇1/使得 [ W ] = [“] • 

为证明 F 是 fi 由的且具有基；1：,假设/> X — G 是函数，其中 G 是群.定义？ > iF - G 为 
V ' ]0? ]H-/(x,)*. /(xj)*. … /U'. , 

其中4<•是既约的.宇的既约表达式的唯一性表明¥>是合理定义的函数（它显然是/的扩张> • 
注意到引理5.70中？和同态/«州(；0—0之间的关系 ： 当 w 是既约宇时， 

W [ n »]> = 

_下的是证明9是同态（如果是同态，它就是扩张/的唯一同态，因为子集； f 生成 F ). 设 
[«]，!>] € F , 其中是既约字， 并设抑 ~边，其中也是既 约字. 现在因为是既约字，所以 
?>([“])[»]> = ?>([«>]) =/( w ). 


又因为 V 是既约宇，所以 



W[a])?>([»]) = /(«) /(w). 

最后，由引理 5.70( (H >,/(“>/(«) =/(«»> •因此 《[«][>]> = 9([«] W [»]>. ■ 

注对于以给定集合 A ■为基的自由群 F 的存在性，有一个不太繁確的证明，它属于 
M . Barr (见 Montgomery - Ralston , (Selected Papers in Algebra )). 这里没有给出这个证 
明，因为它没 有椹述 F 的元素.而这个福述在用到自由禅时常常是*要的. 

我们已经证明对每个集合 X ,存在以 X 为基的自由群.此外， X 上的自由群 F 的元索可以看 
作既约宇，而运算可以看作并置再 约化. 括号不再使用. F 的元索 [«;] 写作 w . 

我们刚刚构造的以 X 为基的自由群 F 是由 X 生成的.基是同一 X 的两个自由群同构吗？ 

命) ■ 5. 73 ( I ) 设&是自由縟&的基，是自由縳 F 2 的基.如果存在双射 / il — 

則存在扩张/的同构¥> ■ F ! - F 2 . 

(ii ) 如果 F 是基■为 X 的6由群， 《 F •由 X 生成. 

证明 （ 丨 > 下面的图将帮助读者理解证明，其中垂直箭头是包含函数. 





因为 X2Q &， 我们可以把/的目标域看作.因 h 是以 X ,为基的自由群，所以存在同态 
— F 2 扩张 /. 同样，存在同态？> 2 • Fz — 厂 扩张厂 1 .因此复合9» 2 巧 * F , -* F , 是扩张 l x 的同态. 
而恒等函数 1 K | 也扩张 lx , 从而扩张的唯一性给出 9 2 ^ = 1 F ,. 用同样的方法可以知道另一个复合 
V1V2 = l Fl . 所以朽是同构 • 

( II ) 设对于某个集合& ,存在双射如果厂是定理 5. 72中构造出来的以&为基 
的 fl 由群，则无！生成 F \. 根据（丨>,存在同构 f : 使得刊&> = X . 而如果&生成匕， 

则舛生成 im ¥>, 即 X 生成 F . ■ 

A 由群有秩的概念，但我们必须首先验 UE —个自由群中的一切基所含元索的个数相同. 

引理 5.74 如果 F 是以 X = *! ，…，: r , 为基的自由鮮，《^广是以；^=^ 1 广，》.,0' 11 广为基的 
自由阿贝尔群，其中 F 7 是 F 的換位子解. 

证明首先注意到 X '生成 F / 〆 ， 这是根据命題 5.73( S ), 它说 X 生成我们用命® 5. 12中 
的准则证明 F / F " 是以 X '为基的自由阿贝尔群.考虑下面的图. 


S •/ 


XX 


这里 g 是任意阿贝尔群，/ ■和， 是包含函数，汉是自然映 射，！ 是函数•令犮 ■ 
是自由群的定义给出的满足的唯一同态（因外： X - G 是函数〉，定义为 
是合理定义的，因为 G 是阿贝尔群迫使〆 < kew > ). 现在因为 
g'p'v = g'np = gp = yv 
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且 v 是满射，所以 〆〆 = /.最后， 〆 是满足 〆〆 = 7的唯一映射，这是因为如果 /〆 = /,則 〆 和 
g 〃在生成集 X '上 一致， 因此 相等. ■ 

命埋 5.75 设 F 是以； f 为基的自 由群. 如果 | X | = n ，《 F 的每个基都有 n 个元索 • 

证明根据引理， F /^是秩为； I 的自由阿贝尔群•另一方面，如果: yj 是 f 的另一组基， 
则 F / F ' 是秩为 m 的自由阿贝尔群，根据命 S 5.9, 有 m = m ■ 

下面的定义现在有意义了. 

定义 &由群 F 的秩是指一组基中元素的个教，记为 ran k ( F >. 

命题 5. 73( 丨）现在可以重新陈 述为： 秩有限的两个自由群同构当且仅当它们有相同的秩. 

命题 5.76 每个鮮 G 都是一个自由群的 离鮮. 

证明设 X 是存在双射/> X — G 的一个集合(例如，可取 X 为 G 的底集和 /=1 G ), 并设 F 是以 
X 为蓽的 (1 由群，存在扩* /的同态？>> F -- G , 因为/是满射，所以 V 也是满射.因此 GSF / kerf >. ■ 
H 2 U 我们回到群的描述. 

定义群 G 的表现是指有序对 

G - (X I R ), 

其中 X 是集合， K 是 X 上字的一个集合， iG = F 7/ V , 其中 F 是以； f 为基的自由群，/ V 是 K 生成 
的正规 子群；即 K 中元素的一切共轭生成的子群.我们称集合 X 为 生成元 e . 集合 J ? 为 关系. 

命埋 5. 76说每个群都有表现. 

定义如果蜉 G 有一个表现 （X I R >, 其中 X 是有限集，則称群 G 是有限 生成的 .如果鮮 G 有 
一个表现（ X 丨 K ), 其中 X 和/?都是有 限的. 到称解 G 是有 《表 现的. 

易知群 G 是有限生成的当且仅当存在有限集 AGG 使得 G = ( A ). 确实存在不是有限表现的有 
限生成群（见 《An Introduction to the Theory of Groups )®417 jtf ). 

注 蜉论和 代教拓扑之间存在*要的 联系. 如果 X 是一个拓扑空间，則它的基本縟 TT ^ X ) 

定义为连读函教的一切同伦类的集合，其中 S 1 是单 位明. 一个有限单纯复形是一 
个可剖分的拓扑空间，所谓可剖分是指这 个空闽 是有限个顶点，边，三角形，四面体等的 
并. 我们可以证明一个群 G 是有限表现的当且仅当存在有限单純复形 X 使得 G 兰 Wl (；0. 
对于一个群，经常只知道它的某个 表现. 例如 • 假设 X 是一个单純复形，它包含子复形 
y ! 和7 2 满足 = X 和是连通的， 則范坎彭 （ vanKampen ) 定理说，如果知 
道和 jr “ y 2 ) 的表现就可以给出 ir ,( X ) 的表现. 

例 5. 77 ( I ) 一个群有许多表现.例如， G = 1 6 有表现 


(ci，6 | a 3 ， 6 2 ，tAa -'bT 1 、. 

一个基本问题是如何确定两个表现是否给出同构群.可以证明不存在解该问题的算法（见罗特曼所 
著的 《An Introduction to the Theory of Groups 》，469 页）. 

(») 以 X 为基的自由群有表现 

(X | 0). 


© 这里的术语 生成元 ft 广义用法.因为 X 不 ftG 的子集.在通常意义下 • G = F / N 的子集才生成 G . 
㊁ 该书是本书作者所著的另一本书. 嫡辑注 
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自由群所以有这个准确的名称正因为它有无关系的表现. ■ _ 

关于记号说一句话.我们时常把表现中的关系写作等式.于是1 6 第二个表现中的关系 
a 3 . bi 2 , aba - l b~ l 

可以写作 

a 3 = 1 .6* = 1 ,ab = ba. 

如果 》 •是々 ，― , i „ 上的宇，可以记 r = Karp . 如果 H 是群且\，…， A , 6 則 r (~ 

A „) 表示在 r 中把每个^,换成/>,得到的 H 中的元素. 

下一个基本结果十分 有用. 我们只叙述它是有 限牛成 的情形 • 

定理 5. 78 (von Dyck 定理1 设群 G 有表现 

G = (.xi ，…， I r f ,j 6 J)i 

即 G = F 7 N ， 其中 f ■是 ，… ，: r ,} 上的自由解. A / 是由一切 r ) = r/jTi 生成的 f •的正规子 

群.如果 H = <\ ，…， A ,> 是稃且在 H 中对 一切） 6■/有 r / A 〗，.. •，/ !■> = 1,則对一切 I •存在满足 
XiN h - A , 的满同态 G — H . 

证明如果 F 是以为基的 fl 由群，則存在同态 fF - H 使得对一切:•有？>(々> = 
h i - W 在 H 中对 -• 切 ）6 •/有 ^( A , = 1,从而对一切 >6 J 有 € kert ®, 由此 kerP . 所 

以炉铎出一个（合理定义的）同态 G = F / A /— H , 它对一切 i 满足 ■ 

下一命 S 将表明 von Dyck 定理如何分析表现，但我们先构造一个具体的矩阵群 • 

例 5. 79我们要构造一个群 H „， 它是298页定义的广义四元数群的一个好的候选者，其 
中 n >3. 考虑复数矩阵 

A ■[: :…] 和 B= U ， 

其中出是？" — 1 次单位原根，并设 H ” = < A . B > < GL (2, C ). 我们断言 A 和 B 满足广义四元数群定 
义中的关系.对一切《•>】， 


从而 A 2, 


= 



=/；铒实上， A 的阶为此外， 



B ^[ 0 - 0 l] =A^ ' ， ' 贈 , « 

注意， A 和 B 不交换， W 此 BC < A > ，从而陪集 <八>和 B < A > 不同. W A 的阶为 2*- 1 , 从而导出 
I H m |>| < A > U B < A > |= 2" -1 +2* _, = 2". 


下一定理将证明 I H , I =2". 

命题 5. 80 对每个存在广义四元數缛 Q „. 
证明设 G „ 是由表现 


网 


G , = (. a,b | a 2 = 1 , tab~ l = aT l = a 2 " * ) 

定义的群.群6„满足广义四元数群定义中的一切要求，只有一个可能的例外：我们尚不知道它的 
阶是2”_根据 von Dyck 定理，存在满同态 G > — H „, 其中 H , 是刚在例 5. 79中构造 的群. 因此 
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\ G n \> 2". 

另一 方面， G , 中的循环子群 U > 的阶最多为 2 "— 1 ,这是因为关系 1 = a d 蕴涵 
从而是由 6 的象生成的.最后，关系表明丨 G «/< a 〉|< 2 . 因此 
I G m |<| < a > || G ,/ U > |<2--> • 2 = 2". 

所以 I G , |= 2 *, 从而 G , 兰 A . ■ 

现在可知例 5 . 79 中的群 H „ 同构于 

在 4 埋 2 . 57 中给出了二面体群 D 2 ，的一个具体构造，我们可以用刚才证明中给出的那种群得 
到这个群的一个表现. 

命题 5. 81二面体群 D 2lt 有表现 

D 2h = ia,b I a ' = l . fr * = 1 ,bab = a -1 ). 

证明令 c 2 „ 表示命埋中的表现定义的群，并令 D 2 » 是习題 2. 57 中构造的 2» 阶群. 根据 von 
Dyck 定理，存在满同态 / iC ^ — Di •，从而 | C 2ll |>2 n . 为证明/是同构，我们证明反过来的不等 
式 . C 2 •中的循环子鮮 < a 〉 的阶最多为这是因为 a - = l . 关系 — 1 蕴涵 < a >< C 2ll = 

从而 C 2 ,/<“〉 是由 6 的象生成的.最后.关系# =丨表明丨 Cj ./( a > |< 2 . 因此 

I Q . Kl < a > || C ,./< a > |<2 n . 

所以丨 Cj , I = 2 ", 从而 C 2 ■兰 D 2ll . ■ 

在第 2 章中，我们对 7 阶或小于 7 阶的群进行了 分类. 因素数阶群都是循环群，所以只有 4 阶 
_群和 6 阶群的分类有问題•命埋 2 . 90 中给出的每个 6 阶非阿贝尔群同构于 S 3 的证明相当复杂，它 
IM 1 分析了群在一个循环子群的陏集上的 表示. 下面是在现在水平上的一个证明. 

命题 5.82 如果 G 是6价非阿《尔鮮，《 G 兰 S 3 . 

证明和命题 2.90 的证明一样， G 必包含3阶元素^和2阶元素 6. 现在因为 < a > 的指数为2, 
所以 < a 〉<] G ， 从而或者或者因为 G 不是阿贝尔群，第一种情形不可能发 
生. 所以 G 满足 D »^ S 3 的表现中的条件，于是 von Dyck 定理给出满同态 D S ^ G . 因两个群的阶相 
同，这个映射必是同构. ■ 

我们现在对 8 阶群进行分类. 

定理 5 . 83 每个 8 阶蛘同构于 

Dg ， Q ， Ig ， I < @ I2 成 I2 ㊉ ㊉ I *. 

此外，列出 的任两个群不同构. 

证明如果 G 是阿贝尔群，则基定理表明 G 是循环群的直和，而基本定理证明这种群只有列 
出的那几种.所以可以假定 G 不是阿贝尔群. 

现在 G 不可能有 8 阶元索，否则它就是循环群，因此是阿贝 尔群. 此外每个非幺元元索的阶不 
为 2 ，否则根据习® 2 . 26 , G 是阿贝 尔群. 由此可知， G 必有一个 4 阶元素 a , 因此 < a > 的指数为 2 , 
从而 < a ><] G •选取 66G 満足 6 € <«>• 注意，因为 〈“ >的指败为 2 ,因此它必是一个极大子群，从而 
G =< a ， 6 >. 现在由于 G /< a > 是 2 阶群，所以€ < a > ，从而 6 2 = a ，' ,其中 0 < i < 3 . 不可能有 6 2 =< 1 或 
b z -= a 3 = a ~ l , 否則 6 的阶为 8 . 所以 

A * = «* 或 ft 2 = 1. 

此外，由正规性， 6 a6 _1 6 <«>，从而 6 a6 _1 = a 或6«6 _1 = a _1 (因为 6 a6 _1 和 a 有相同的阶）.现在 
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6 a 6 _1 = “说明 a 和6可交换，这蕴涵 G 是阿贝尔群.由此可知 = a _1 . 所以只有两种可 能性： 
a * = 1.6 2 = a 2 , bab~ l = a -1 
或 

a * = l , b 2 — 1 , bab~ l = a ~ l . 

根据引理，第一组等式给出 Q 的表现中的关系，而命埋 5.81 表明第二组等式给出 D 8 的表现中的 
关系.根据 von Dyck 定理，存在满同态 Q - G 或 D 8 — G . 然而丨 G 丨= 8,这个同态必是 同构. 

最后，习埋 2.61 证明 Q 和 Dg 不同构（例如， Q 的2阶元素唯一，而 D 8 有好几个2阶元索）. 

■ 

读者可以对小阶群 G 继续进行分类，比方说， | G |<15. 这里是分类的 结果. 根据系 2. 104, 

每个/阶群是阿贝尔群，其中/>是素数，所以每个9阶群是阿贝尔群，根据有限群的基本定理， 

只有两个这样 的群： I 9 * I S XI 3 . 如果/ •是 索数.则毎个2/>阶群或者是循环群，或者是一.面体群 HO ?] 
(见 习题 5.63) • 于是10阶群只有两个，14阶群也只有两个 .12 阶群有5个，其中两个是阿贝尔 
群，12阶非阿贝尔群是0 12 主 S 3 和一个表现为 

T = ( a , 6 | a * = 1.6 2 = a 3 = ( a 6) 2 ) 

的群了：见习题 5. 64, 该题中把 T 理解为一个矩 阵群. 群 ㊀ 了是丰亶枳的例子，这种构造将在第10 
章中讨论.如果都是*数且羊 lmod /), 则 p <? 阶群必是循环群，因此15阶群只有一个[见习 
题 10. 11( B )] •有14个不同构的16阶群，因而在这里停止是恰当的. 

习题 

5.58 设 F 是以 X 为基的自由群且 AGX . tt 明： 如果 N 是由 A 生成的 F 的正规子群， WF // V 是自由群. 

5.59 设 F * 自由群. 

< I ) 证明 f 没有有限阶元索（除丨 外〉. 

( II ) 证明自由群 Fft 阿贝尔鮮当且仅当 r » n lUF )< l . 

提亲： 把秩>2的自由群映 射到一 个非阿贝尔 R l ；. 

( III ) 证明，如果 r » nk ( F ) >2,则 Z ( F > =⑴，其中 ft f 的 中心. 

5- 60证明自由群是可解的当且仅当它是无限循环群（见286 页）. 

5.61 ( I >如果 G 是有限生成群且„是正 整败. 证明 G 只有有限个指败为 n 的子群. 

提示：考成间态 

(B ) 设 H 和 K 是群 G 中指败有限的子 «. 证明 HAIC 也是 （； 中指数有限的子群. 

5.62 ( 丨 > 证明每个广义四元数群 Q . 有唯一的2阶子群.就是 <夕>，且这个子群是中心 
<» ) 证明 a / Z ( Q ,)^£>,.- i . 

5.63 如果/>是*数，证明每个 2 p 阶群或者是循环群，或畚同构于 D :,. 

撝示： 根据柯西定理， G 必包含一个阶元索 a . «为<<|>的指数为2,所以 
5. 64设 G 是由 

□ A ] 

生成的 GL (2, C ) 的子群，其中<„ = 是三次单位 原根. 


㊀ 在 Coxeter 和 Moser 所著的 {Generators and Relations for Discrete Groups 》 中 • 把界 了 叫做 （2，2, 3> 费双循坏 
隳.但这个术语没有被广泛接受. 
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第 5 幸 


_ ( I ) 证明 G 是不同构于 A 4 也不同构于 D 12 的12阶群. 

( II >证明 G 同构于310页上的群 r . 

5.65 证明每个有限群都是有限表现群. 

5. 66计算具有表现 

G = (.CfbfCfd | bab~ l = a 1 t bdb^ 1 = t c~ l ac = b 1 t dcd~ x = c 2 9 bd = db) 

的群 G 的阶. 

5. 67 如果 X 是一个非空集合，定义 fl ( JO 为 X 上一切正字 w 的集合：即 （ KX ) 是由一切满足所有 e , = l 的 
x；i - X ? 组成的 mx ) 的子集.定义自由幺半屏，并证明 n ( X ) 是以 x 为基的自由幺半群. 

5.6 尼尔森- 施輳埃 尔定理 


我们现在要证明关于自由群的最基本的结果之一，自由群的每个子群也是自由的.这个定理首 
先于192〗年由尼尔森 （ J . Nielsen ) 对有限生成子群进行了证明，1926年施赖埃尔取消了有限性的 
假设，所以这个定理现在称为尼尔森-施赣埃尔定理.尼尔森的方法实际上绝出了一个算法，类似 
于线性代数中的高斯消元法，它用 < A > 的基代替自由群 F 的生成集 A ®. 特别地，如果 S 是自由群 
F 的有限生成子群，则尼尔森算法把 S 的任 一生成 集换成 S 的基，由此证明 S 是自由的.关于这个 
证明的详情，读者可参考 Lyndon 和 Schupp 的书4〜〗3页 • 

第二种类型的证明于1933年由白尔 （ RBaer ) 和莱维 （ F . Levi ) 发现. 该证明运用了拓扑空 
间 X 的覆羞空间戈和它的 基本群 *,( X ) 的子群之间的一种联系，它类似于伽罗瓦群和中间域之间 
的对应.特别地，如果； f 是® (由边和顶点构成的空 间）， 则可以证明每个覆盖空间也 是图. 由此 
^ i ( X ) 同构于 jt ^ X ) 的-个子群.反之，铪定任意一个子群存在 X 的覆盖空间文 s 满 
足^(文 s > 同构于 S . 此外，当 Xfi 图时，>^(；0是自由群.所有这些亊实一旦建立后，证明进行 
如下. 给定 A 由群 F , 存在图 X (—个 “圆束”） 满& 绝定一个子群我们知道 

S ^ ir ,( X s ). 伹 X s 也是围，从而 ^( Xs ) 且因此 S 是自 由的. 有几种邂开拓扑的证明，例如在 
t An Introduction to the Theory of Groups ) —书中 377—384 页就展示了一个这种证明.这一思想的 
重要变异厲丁-塞尔 ( J .- P . Serre ), 在他的书 < Trees » 中用自由群在树（作为连通图的某种通用覆盖 
空间产 牛树〉 上的作用刻 W 了自由群，而 P . J . Higgins 使用了群胚. 

我们给出子群定理的 A . J . Weir 的证明 [“The Reidemeister-Schreier and Kuros Subgroup Theo - 
rems w , Mathematika 3 (1956), 47-55], W 为它比其他证明*要的預备知识少.该思想来自赖德 
_迈斯特-施赖埃尔 （ Reidemeister - Schreier ) 定理的证明，这个定理用群 G 的给定的表现给出 G 的子 
群的表现. 

定义设 S 是群 G 的子蜱， S 在 G 中的一个»集代表系<是《匸的这样一个子集，它由每个珐 
集 S 6 中恰好取出的一个元素 《 S 6) 6 S 6 组成，且满足 <( S > = 1. 

设 F 是以 X 为基的自由群，并设 S 是 F 的子群.给定 S 在 F 中的一个陪集代表系《 ,则对每 
个; t € X , <( S 6 )_r 和 <( Sfcr > 都在陏集 S&r 中，从而 

t».x = <( S 6) x <( S 6 x )-' 

在 S 中. 我们要证明如果谨慎地选取陪集代表系/ ,則不等于1的一切的臬合形成 S 的一组 


© 这个理论算法已《发展为 SchreierSims 算法.当 S, 的子鮮 H 的生成集给出后，它是计算子孵 H 的阶的一个有效 
方法，它也可以判定一个特定的■狭是否在 H 中. 
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基，因此 S 是自由的. 

设<長自由群 F 的子群 S 的一个陪集代表系，元素如上，定义 y 为符号; vs *.， 上的自由群， 
从而： ys 4,： rh ^*. I 是双射.定义? >« y — S 为 

f = t(Sb)x HSbx)~ l 

的 同态. 我们先定义*集函数 F - Y , 对每个陏集 S 6 定义一个，记为 Ut - Ii 54 . 这些函数不是同态，我 
们对丨《|>0用归纳法同时定义它们，其中《是太上的约化字.对一切 X 6 X 和一切陪集 S 6, 定义 
I st = l . x 8 * = yi 和 （: r h 5 * = ) '. 

如果 u =_ r « t ; 是长度为 n + 1 的约化宇，其中《=士1和丨 v |= »• ,定义 
u s * = 

引理 5.84 ( I ) 对一切 F, 除集函 数满足（助） 84 = u sb v sln, . 


(|j ) 对一切 u e F.(u-') st = ' )-«. 


(in> 如果 y —s 是同态 y 1 yst.xy* <s*.x = nsb)xnsbxy 1 . 則对一切 《e F,«« Si )= 
l(.Sb)u t(Sbur l . 

(Iv) 由心 “ 卜 ^ 给出的函 数沒： S—y 是同态，且 0=l s . 

证明 （ 丨 > 对 UI 用 归纳法证明，其中 U 是约 化字. 如果 I «| = 0 , 则 U =1 和 ! 
另一方面 ， l s * v 划 =#• 

关于归纳步，记则 


(.uv) 5 * =■ ( j *) S 4 ( xw-) w (陏集 闲数的 定义） 


( il ) 结论山 




- {j*w-> sb v s>m 


(归纳 假设） 


得到. 


1 - I s * = ( tt -' ll ) 5 * = (“ -1 ) 5 *“ 5 *“.. 


國 


(« i ) 注意到 y 是以一切 y s » .，为基的自由群，从而？>定义了一个同态.也对丨 U |>0用归纳法 
证明.首先 fd 5 *) = ?>(i) = 1 ,而 /(sn <(si) _, = i. 

关于归纳步，记《 = /1>,其中《是约化字•则 
Wu*) = 9ax , v) Sh ) = 

= 9<( x , ) st )1 > ( v stx ') 


=^(( x *) 5 *) HSbx ' ivKSbx ' v )- 1 , 

其中最后一个等式来自归纳假设.现在关于*的符号有两种情形.如果 £ =+1，則 
Wm 5 *) = HSb)x l(Sbx)-' liSbxiv tCSbxv)-' 



= tCSb)u(iSbu)~ l . 



如果 e =_ l ， 则 


•pu 5 *) = f((>s»x' .^r 1 ) tiSbx- l )vnsbx~ l v)- 1 

=( t(.Sbx~ l )xlCSbx~ l x)~ l ) -1 <(S6x _, )t»<(S6x _1 t/) _1 
=<(S6)x _, <(S6i~ 1 )- 1 1 

=«(S6)jt -, v«S6x -l t.) -1 
- tiSb-)ul(.Sbur l . 

(IV) 对 “€S, 定义心 S~*Y 为 

6 1 uh^ u s 

(当然， 5 是 6 = 1 时陪集函数的限 制〉. 现在，如果 S, 則当 S 时， 因为 Su= 
S , 从而 

0(101) = (uv) s = « S XI &, = u s v s = 0(u)d(v) • 

所以 <? 是同态.此外，如果 u € S , 則 （_ i 〉给出 

96 W ) = 9> Cm s ) = <( S 1) ii <( S 1 u ) -1 = u . _ 

系 5.85 如果 S 是自由群 F 的子群，并 且/是 S 在 F t 的 珐集代 表系，則不等于1的一切 
的集合生成 S . 

证明因复合 w - 1 S , 所以函数 y - s 是满射，因此 y 的生成元的象生成 
itnf = S .当然，可以劚去生成集中出现的 1. _ 

下一引理证明 S 有表现 

s= ( 乂 》.,, —切: rex, — 切陏集 S6 |<(S6> s ，- 切陏集 S6). 

引理 5.86 如果<是5在 F 中的 tt •集代表系，《 kerf 是由一切 <( S 6) s 生成的 y 的正规子蛘. 
证明设 N 由一切 《 S 6> s 生成的 Y 的正规子群，并设 K = ker ?> .根据引理 5.84(| V>,(?i S —y 
是 同态且 满足砰 = l s (其中和幻根据习題 5.72( ii >, K 是由{厂 1 〆 ^ | 

:生成的 Y 的正规子群，其中 P = 件. 根据引理 5.84( |>, 

y ». xii >(> s *. x ) = t(Sb)xUSbx)~ l ) s 

= yli. x <(S6) s j ： s *( 

= < y»'.x <( S 6) s > s 6. x >< /( S 6 x )-')^, 

其中是 K 集函败定义中的一个 等式. 由于引理5.84(|>给出（<(5&«：)- | ) 5 ^ = 
( tlSbx) s r ', 所以 

yi*.^(>s*.x) = <(S6x) s ) (l) 

由等式 n ).^ i *'.^(> s 4 . x ) e n , 从而 k < n . 关于反包含，等式 （ l ) 说明 <( S 6 ) s e k 当且仅当 
<( S & r) s 6 K. 因此所要的包含关系可以对丨 HSb) | 用归纳法证明，从而 K=N. ■ 

我们现在选择一个特定的 陏集代 表系. 

定义设 F 是以 X 为基的自由蜉，并设 S 是 F 的 子解.一 个施赣埃尔*集代表系是指满足下 
列性质的陪集代表系如果 《 S 6> =是约化字，《每个初始段:衿…； rl * 也在 I * 集 
代表系中，其中1<灸<». 

引理 5.87 对 F 的每个子群存在施赖埃尔陷集代表系. 

_ 证明定义陪集 S6 的长度为元索访 eS6 的最小长度，记为 |S6|. 我们对 |SH 用归纳法证明 
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存在代表元 <( s*)e st 使得它的一切初始段都是长度较短的陪集的代表元.一开始定义 <( s ) = 1 . 
关于归纳步，设丨&丨= ”+1 和 UI * e & ,其中 e =± l 和丨丨 = n + 1. 现在如果丨 Su 丨= m < 
n , 就会有一个长度为 m 的代表元!》,且 wz * 将是 S * 的代表元，但 V〆 的长度 < n + l , 所以必有 
I Su |= n . 由归纳假设，存在6= «(&> 使得它的每个初始段也是代 表元. 定义 <(&> =& r ‘. ■ 

下面是我们一直所寻求的结果. 

定理 5.88 (尼尔森-施赖埃尔）自由群 F •的每个子# S 都是自由的.事实上， 如果 X 是 F 的 
基，<是5在 F 中的施軺埃尔 味集代 表系，《 S 的一个基由一切不等于1的 t Sb ,, = 
USb)x HSbxr ' 组成 • 

证明回忆 S 兰! 7 fC , 其中7是以一切符号>»^为基的自由群，且尺=1«州；根据引理5.86, 
K 等于由一切 <( S 6> s 生成的正蚬 子群. 根据习题 5. 58,只需证明 K 等于由-切特定的;生成的 
y 的正规子群 T ; 即满足 Wys *._ r > = »»., = 1的那些： vst . i . 显然. T<K = kerp , 因此只 证明反 
包含•我们对 I 用归纳法证明 <( S «) s 是特定的; ys *„ 上 的字. 如果丨 <(&> 丨= 0,则彳 (&) = 

« s ) = 1 ,它是特定的; y s »„ 上 的宇. 如果丨 nsv ) i > o , m asi >) - ««•*, 其中 t =± i 和丨 u 丨< 
I HSv ) | . 因< 是施赖埃尔 K 集代表系，所以《也是一个代表元= HSu ). 根据引理 5.84( i ), 
HSv) s = « s ( x *) s ". 

由归纳假设， u s 是特定上的宇，因此 u s er . 

剩下的是证明（: r *) 41 是特定上 的宇. 如果€=士1•則（^) 5 * = X s * - y & ， z . 但«为1<= 
«工且< 是施赖埃尔陪集代表系， 所以有 t ( Sux ) _ ur ,从而 

= < a,. x = HSu)x l ( Suj：)~ l = ur ( itr ) -1 ■* 1. 

所以;特定: vst . i 中的一个且 I s ■在 7 •中.如果 e =_ l , 则陪集函数的定义给出 

因此， 

WCx-')®-) »- «s„ = [^Sur-hj^Suj^x)]- 1 = [^Sux-Mx^Sm)]- 1 . 

因< 是施赖埃尔陪集代表系，所以有 <(&*>=! /和 (( Sux ~ l ) = (( Su ) = V = MT-*. 由此， 
WCx- 1 )* 1 ) = [(iu ：- 1 = 1. 

所以 yw . x 是特定的: vsu 中的一个，从而（* _1 > & e T , 证明完成. ■ 

下面是尼尔森-施赖埃尔定理的一个很好的应用. 

系 5. 89设 F 是自由群 F ,« u , T ； 可交换当 A 仅当存在 *6 F 使得 tt , v 6 <*>. 

证明充分性显然成立，如果 <*>, 則它们都在一个阿贝尔群中， 因此 它们可交换. 

反之，尼尔森-施輳埃尔定理说子群是自由的.另一方面，可交换的条件说 <«, v > 是 
阿贝尔群.但根据习理 5.59( B ),-- 个阿贝尔自由群必是循环群，所以正如要证的， < u , v > 兰 Z . 

. ■ 

下一结果表明，和阿贝尔群相反，有限生成群的子群未必是有限生成的. 

系 5.90 如果 F 是秩为2的自由群. W 它的換位子鮮 〆 是秩为无限的自由群. 

证明设是 F 的基.根据引理5.74，』7矿是以为基的自由阿贝尔群，因此每个 
陪集有唯一的形如: r "： y " 的代表元，其中 Z •因为 i - y ■的每个子宇是有同样形式的字，所 
以选取的陪集代表系是施赖埃尔陪集代 表系. 如果 n>0, m 而 


HI] 
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« FVx ) =耵"关 yx . 所以有无限个元素= l(.F'y-)x l(.F'y-xr l 关1,于是从尼尔森施赖埃 
尔定理可得结论. _ 

即使有限生成自由群的任一子群未必是有限生成的，但指数有限的子群必是有限生成的. 

系 5.91 如果 F 是有有限秩 n 的自由群，《 f •的每个具有有限《数_/的子鮮 S 也是有限生成 
的. 事实上， rank ( S ) — jn — j + I. 

证明设无= { x : ，…, orj 是 F 的基，并设< = { HSb)) 是施賴埃尔陪集代表系.根据定理 
5.88, S 的一组基由不等于1的那些元素组成，其中 X . Sb 有 j 种取法， x 有 n 种取法， 
所以 S 的基中 S 多有扣个元索，因此 rank ( S ) <扣，从而 S 是有限生成的 ■ 

有序对 （ Sft ,: r > 称为平凡的.如果^^ = 1,即 t(.Sb-)x= tiSbx). 我们要证明在陪集族 < S 6# 


S } 和平凡有序对之间存在双射从而有 i 一 1个平凡有序对.由此可知 
rank ( S ) = jn — (j — 1) = jn — j + 1. 


msb 关 S, 有 t(Sb)=b = ur*. 是施赖埃尔陪集代表系，有 


必 ( Suj > 


CSu,x) 
CSuj -1 , i ) 


如果 £ =+ l | 
如果 e =_1. 


t. 定义如 S 6) 如下， 


注意火 Sb /) 是 平凡有 序对. 如果 e = + l , 则 aSux) = #( S 6> = 6= or , 从而 <( Sik = ur 和 
tfm.s = !• 如果 e = _ 1 .则 t(,Sbx) = f ( Setr — 1 ， ar > = i(.Su) ~ u, 从而 USb)x = bcc = ux 1 x = u 


_ 和 = 


为证明 4 是单射.假设火 S 6> = 其中 6=!^ 和 f = vy f , 我们假定: r ,： y 在 F 的给定基中 


且*=±1, A = ± l . 根据€和>?的符号有四种可能性. 

(Sutx) = (Su».y) j(Su ,x) = (.Svy 1 ,ji) iCSuj -1 .x) = {Sv,y) i(Su >x) = (Sny -1 ,y). 

在每种情形中，有序对的相等给出; r = y . 如果 （ S /, x > = (&,•!■), W 〗 S tt = S «, 闪此正如所要的 
Sux= Svx~Sc. 如果 (Su ij ~) = ( Swr -1 ,x) > III Su = Svjt 1 = Sc . 从而 HSu) = (CSc) = c . 但因 
( S «，《 r ) 是平凡有序对，所以有 HSu)x = t(.Sux) =6. W 此 6 = M & Ojracrsurix ， 与 6 是约 
化字（和施赖埃尔陪集代表系中的任一元素一样）矛盾.同样的矛盾表明不可能有 （ SujT ^ j :〉 == 
(.Sv,x). 最后，如果 ( Sux -1 , x ) = ( Si;x -1 ij :) ，则 S 6 = Suj ' 1 = Str -1 * Sc. 


为证明 4 是满射，取一个平凡有序对 （ S *>，_ r ) ，即 HSw)x= xuz = HSwx). 现在 w =«_ r *， 其中 
<， e =± l . 8口果*= + 1，則 w 不以 — 1 结尾，从而 'P(Swx) = (,Sw,x). 如果 e = — 1，则 w 以 
结尾，从而 l ^( Su ) = ( S «_ r _1 ， j ：> = ( Su »， j :>. ■ 

系 5.92 存在不 R 构的有限生成蜉 G 和 //, 它们的每一个同构于另_个的子蜱 • 

证明如果 G 是秩为2的 ft 由群， H 是秩为3的 fi 由群.则 G 0 H . M 然 G 与 ff 的一个子群 
同构. 另一方面，换位子群 G ' 是秩无限的自由群，从而 G ' 包含秩为3的自由子群，因此 G 也包含 
秩为3的0由子群，即//与 G 的子群同构. _ 

我们处在一个叫做组合群论的内容丰窗的主题的起始点上，它研究对于给定的群表现能说出多 
少关于这个群的 亊情. 最值得注意的结果之一是字问题的不可解性.如果群 G 有表现 G = (XI 
它存在判定 X 上的任意字 u ； 是否等于 G 中幺元元素的算法（如果； f 和 K 都是有限的，可以证明这 
个性质不依赖于表现的选取），則称群 G 有可解的字问题 .20 世纪50年代末，诺维科夫 
( P . S . Novikov ) 和布恩 （ W . W . Boone ) 独立地证明了存在没有可解字问理的有限表现群 G (见罗 
特曼所著的< An Introduction to the Theory of Groups > 第 12 聿〉.其他问题牵涉到寻找已知群的表 


群 


n 
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现， 如同我们对 Q „ 和 D 2 n 所做的 那样； 这些问题的一本极好的参考书是 Coxeter - Moser 所著的 
《Generators and Relations for Discrete Groups ). 另一个问题是由表现定义的一个群是有限的还是无 
限的.例如，伯恩赛徳问题问具有有限指数 m 的有限生成群是否必定 有限. 所谓一个群有指数 m 
是指对一切 *r € G 有: r ” = l [伯恩赛德已经 证明： 如果这样的群 G 对某个 W . GL ( n , X ) 的子群， 

则 G 有 限]. 然而 般 的回答是否 定的； 这样的群可以是无 限的. 对大奇数 m , 首先由诺维科夫和 
& I . Adyan 在一篇长而复杂的论文中予以证明.运用涉及 范坎彭图的几 何技巧（关于这个课题的一 
个导引可见 Lyndon-Schupp 所著的 《Combinatorial Group Theory 》〉 ， A . Yu . Ol ' shanskii 给出一个简 |317| 
短得多的证明.最后伊万诺夫 （& V . Ivanov ) 通过证明当 m 是大偶数时，表现群可以是无限的完成 
了这个问題的解.另一个几何技巧涉及有限生成群 G 的凯菜图，这是一个依赖于给定的有限生成集 
的图；可以证明 G 是 H 由的当且仅当它有作为树的凯莱图（见塞尔所著的 《 Trees 》). 最后，表现 
和算法之间的相互关系具有理论和应用两方面的意义.希格曼 （ G . Higman ) 的-个 定理（见 Rot 
man 所著的 《An Introduction to the Theory of Groups 》 第 12 章）称一个有限生成鮮 G 可以作为一 
个有限表现群 H 的子群嵌人（即 H 具有有限个生成元和有限个关系的 表现〉 当且仅当 G 是递 归表现 
的： G 有这样的表现，它的关系可以由一个算法给出.在应用方面，解决群论问题的许多有效算法巳 
经实现，见 Sims 所著的 《Computation with Finitely Presented Groups 》• 第一个算法是 18 集计数（见 
Lyndorr Schupp 所著的 《Combinatorial Group Theory 》163 〜 167 页），它计算了当 I G | 有限时 • 由表现 
定义的群 G 的阶（不幸的是，可能没有算法可以预先判定 C ； 是否有 限）. 

习题 


5. 68设 G 是有限生成群，蛀设有冇限指败.证明 H 是有限生成的. 

5. 69 证明： 如果 F 是有有限秩 i «>2 的自 由群. W 它的換 位子群 广是有无限秩的自由群. 

5. 70设 C ；®# 循环群的冇限群.如果 G 其中 F 是秩有限的 ft 由群，证明 nmk ( S )> ra nk ( F ). 

5.71 (丨） 证明： 如果 G 是由两个2阶元索《和6生成的冇限群，涮对某个有 G 兰 D 2 ,. 

( II )设 G < GL (2, Q >, 其中 

-[: >-['：!]• 

证明 = 但的阶 无限. （« 群给出群的另•个例子，其中两个冇限阶元索之积的阶 

无限 .） 这个通常记为£).、.•叫做无限二面体群. 

5. 72设 y 和 S 是群，并设 f : »S 和 s-y 是同态满足郏 = l s . 

( I ) 如果 〆 Y — y 定义为证明外>=<«>以及对每个 a € = a . (同态 p 叫做收缩 .） 

(li ) 如果 K 是 y 的正规子群，它由一切: V 1 〆 /生成，其中3^6 证明 K ^ ker ^. 

提示： 注意，因为❼是单射 • 所以对一切用等式 : y 


國 



第 6 章交换环 I 


本章我们主要的兴趣是研究多元多项式.照例.在涉及多项式环之前，先考虑更一般的设置 
(在这里就是交换环）比较简单.交换环中理想的本性十分 重要： 例如我们已经看到在 PID 中存在 
gcd , 而且它们是线性组合，但在其他环中未必享有这些性质.三个特殊类型的理想一素理想、 
极大理想和有限生成理想——是最重 要的. 称一个交换环为诺特环，如果每个理想都是有限生成 
的，希尔伯特基定理证明 》[〜，••• 是诺特环，其中*是域.其次，我们收集了佐恩引理（在附 
录中讨论）的几种重要应用，例如极大理想的存在性（这是科思 （ L & Cohen ) 的一个定理，该定 
理说一个交换环是诺特环当且仅当每个索理想是有限生成 的〉， 域的代数闭包的存在性和唯一性， 
超越基的存在性（以及 吕罗特定理〉 和极大可分扩张的存在性.其后，介绍一种几何观点，其中理 
想对应于某种叫做篇的仿射子集，这一讨论牵涉零点定理和准素分解.最后.在末尾一节介绍格罗 
布纳基的概念，它把带余除法从 *[>] 扩张到*[々 ，…, xj ,并由此产生一个实用算法，它可以解 
决许多能翮译成多元多项式语言的问埋. 

6. 1索理想和极大理想 


我们已经呈示的数论的大 ft 内容牵涉到* 除性： 给定两个整数^和^,什么时候“|6,即什么 
时候 a 是6的丙数？这个问理可以转化为有关主理想的 问®, 因为当且仅当 （《 e ( a ). 我们现 
在引人理想的两个特别重要的类 Sh 索攻想（它与欧几里得引理 相关） 和极大理想. 

_ 我们先从类似于群的对应定理即定理 2. 76的一个定理开始. 


命题 6.1 (环的对应定理）如果7是交换坏 R 的一个真《想.《在包含 f 
的一切中间理想_/(即的集合到 尺 /f 中的一切 * 想的集合之间，存 
在保持包含关系的双 射穿， 该 *1 射由 

9 1 J jt(/) = J// = (a + / 1 a ^ J) 

给出，其中 tt : 尺― 尺 / J 是自然映射. 

证明如果忘记它的乘法，交换环/?只是一个加法阿贝尔群，而它的理想 
/是一个（正规）子群.现在运用群的对应定理，即定理 2. 76,可以给出一个 
保持包含关系的双射 

包含 J 的一切子群 } — {及 / J 的一切子群 
其中 4 KJ ) = nil) = ///. 



如果 ■/ 是理想，則 ®( J ) 也是理想，这是因为如果 K 和 a 6 J , 则 ra 弓_/，从而 


(.r+IHa+I) = m + 16 ///• 


令？ 是少在中间理想的集合上的限制，因为$是双射.所以？>是单射.为证明¥>是满射，设 J •是 
R " 中的 理想. 现在(厂〉是/?中的中间理想[它包含 J =，…（川})],根据命题 1.50( ii >， 
¥>(w(J' )) = (J * )) = J *. ■ 

实际应用中，把商环 R // 中的每个理想说成有 _/// 的形式，其中 J 是满足 fGJGK 的某个唯 
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一确定的理想，就是默默地调用了对应定理 • 

例 6.2 设是 Z 中的非零 理想. 如果 J 是 Z 中包含 J 的一个理想，则有某个 flGZ 使得 
J = (. a ) ,这是因为 Z 是一个 PID , 且 （ m ) S ( a > 当且仅当 aU . 因为 J / J =([ a ])， 其中 a 是 m 的 
某个因数，对应定理现在表明环1„中的每个理想都形如 ■ _ 
定女 交換坏 R 中的理想 f 称为聚理想，如果它是真理想，即且 aie/ffi 涵或 66 J . 

例 6. 3 (丨）回忆非零交换环 R 是整环当且仅当在 R 中劝=0蕴涵 a =0 或 6=0. 于是， K 中 

的理想(0) = <0丨是索理想当且仅当 R 是整环. 

( II )我们断言 Z 中的索理想正好就是理想 （/>), 其中/>=0或 p 是 索数. 因 m 和 一 m 生成同一主 
理想，我们可以只关注非负生 成元. 如果 p =0, 则因为 Z 是整环，由 （丨〉 可得 结果. 如果/>>0， 

我们先证明 （ P ) 是真理想.否則，1€ (/>), 于是有整数 a 使得 a />= l , 这是一个矛盾.其次，如果 
6 (/>) • 则 P 丨此根据欧几里得引理，/> I a 或户丨6,即 ( p > 或 （/>) •所以 （ p 〉 是岽理想. 

反之，如果 m > l 不是索败.則它有因数分解 m = a 6, 其中 0< a < m 和 0<6< nt ， 于是 a 和6 
都不是 m 的倍数，从而都不在 （》>) 中. 但 a & = » ne < in ) ,所以 （ m > 不是素理想. ■ 

命題 6.4 交換环 R 的理想 J 是素理想当且仅当 K/J 是整环 • 

证明设 J 是索 理想. 因/是真理想，所以有 f ,从而在 R // 中 ，1 + J 尹0+/_如果 0 =(a 
+ /)(*+/) = aft + / . 则必6 / . W /是索理想 • 所以 ae / 或* e /， 即 a + f =0 或 6+7 = 0. 

因此 R /7 是整环.逆命题容易证明. ■ 

例 6.3( il ) 中对索败的刻 《 i 可以扩展到系败在某个域中的多项式. 

命題 6.5 如果 * 是域，則一个非零多項式 p ( x > e *[ x ] 是不可约的当且仅当 （ p ( o :)) 是索理想. 

证明假 设 〆 : r > 是不可约的.首先，（夕）是真理想，否则 A |>] = (/0, 因此1€(户>,从而存 
在多项式/( I )使得1 = / >( j )/( x ). 但 〆 : r ) 的次败至少是1,而 

0 = deg ( l ) = deg ( p /) = deg (^) + deg (/) ^ deg (^) ^ 1. 

这个矛盾表明 （/>> 是真理想.其次，如果必 e (/>> ,則/ >| a 6, 因此 *[ x ] 中的欧几里得引理给出 
/> U 或/> | 6•于是 a € ( p ) 或6 € (/>> ,由此 .（ P > 是素理想. 

反之，如果（ 〆 ■«:>)是家 理想.則众 e (户）里涵/€ (/>) 或 ge (夕），即/>1/或/>1«.所以 
欧几1得引理对/>成立，习® 3. 31证明 p 是不可约的. ■ _ 

如果/是交换环 R 中的理想.而且 f 还是 R 的真理想，我们记为 JCJ ?. 更一般地，如果/和_/ 

都是理想，我们用丨表示 / GJ 且/关 
卩面是理想的第二个重要类型. 

定义交換环 r 中的理想/称为极大 a 想. 如果它是真 a 想且不存在理想_/满足 jcj c / e . 

由此，如果/是交換环 R 中的极大理想，且/是真理想满足 / SJ , 則 J = 每个交换环 R 都 
包含极大理想吗？这个问理的（正 面〉 答案牵 涉佐恩引理， 我们将在 6.4 节中讨论 • 

例 6.6 交换环 K 中的理想<0>是极大理想当且仅当 i ? 是域. 例 3.51( B ) 证明中的每个非零理 
想 f 等于 J ? 本身当且仅当 R 中的每个非零元索都是单位，即 <0} 是极大理想当且仅当 R 是域. _ 

命題 6. 7 非零交换环 R t 的真理想 / 是极大理想当且仅当 R/J 是城 • 

证明环的对应定理表明丨是极大理想当且仅当 K " 没有除 <0} 和 R // 自身外的其他理想.例 
6. 6证明这个性质成立当且仅当 R // 是域. （注意，因在域中1^0, /必是真理想 .） ■ 

系 6.8 交換环 R 中的每个极大理想 J 都是素理想. 
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证明如果 f 是极大理想，則 R // 是域.因每个域都是整环，所以/?//是整环，因此/是素 
理想. ■ 

多项式环吒〜， •••,&] 中的索理想可能十分复杂，但当*是一个代数闭域时，定理 6. 102表明 
每个极大理想都形如（々一〜，•••，、一〜），其中（力，…, 《«) 是中的某个点，即当是代数闭域 
时， P 和域〜 ，… ，:中一切极大理想的集合之间存在双射 • 

例 6. 9系 6. 8的逆命题不 成立. 例如考虑 ZO ] 中的主理想（: r > • 根据习埋 3.83, 有 
ZCx ]/( x ) ^ Z , 

因 Z 是整环，所以 （ j ：) 是索 理想. 因 Z 不是域， 所以 （ x ) 不是极大 理想. 不难举出一个真理想_/ 
严格包含 （W . 令 

J - {/( x ) 6 ZDr ] | / Or ) 的常败项为偶数}. 

_因 ZO ]/ J ^ F z 是域，从而_/是包含 U ) 的极大理想. _ 

例 6. 10设*是域，并设 a = ( a ,, a „) ek \ 定义 it 值映射 

为 

«a*/c*l .•••.x,) h* f(a) = /(flj t •••,«„). 

在例 3.46( | V > 中我们巳经看到 e a 是满射环同态，从 fSke % 是极大 理想. 现在（々一屮 ，.••，；一<!„) 
£ k erea . 然而在习题 6.6( I ) 中我们看到(〜一〜 ，…, A — aJ 是极大理想，因此，它必等于 ke Ma . 

■ 

当 R 是 HD 时，系 6. 8的逆命晒成立. 

定理 6. 11如果是 主埋想 整冧，則每个非零素 * 想/称是极大*想. 

证明假定有一个真理想 •/ 满足 / GJ . WR 是 P 1 D , 有某个 a , 66 R 使得 / = ( a ) 和/ = (6). 
现在 a €: J 蘊涵有某个使得 a = r 6, 从而 r * e /. 但 J 是索理想， 因此 r 6 J 或如果 r 6/. 
则有某个 j € i ? 使得 r = M , 从而 “ = r 6 = M 6 •因 R 是整环，所以 1 = j 6, 并且习埋 3. 18给出_/ = 
(W = R , 与■/是真理想的假设矛盾.如果则 J £/, 从而 J = J •所以丨是极大 理想. ■ 

我们现在给出命題 3. 116的第二个证明. 

系 6. 如策 * 是城且 />( x > e *0] 是不可约多項式，則商环 *0]/(/>(: r >) 是城. 

证明 WMi ) 是不可约的，所以主理想 J =( p ( x )> 是非零素理想.因^ >] 是 PID , 因此 f 是 
极大理想，所以 *!>]" 是域. ■ 

T 面是应用索理想的几种 方式. 

命 * 6. 13设 P 是交換环 i ? 中的索 理想. 如果 J 和/都是理想鴻足 Z _/£ jP , « / CP 或 
证明假设相反，由此存在和满足 a , b 任 P , 而与 P 
是索理想矛盾. ■ 

下一结果取自卡普兰斯基 ( Kaplansky ) 所著的 (Commutative Rings ). 

命题 6. 14设 B 是交換环 i ? 的一个在加法和乘法下封闭的子集 • 

( I >设人 ，… ，人是 J ? 中的理想.其中至少有 》— 2个是素理想.如果… U 人，則 B 
_包含在某个人中. 

(ii ) 设 J 是 R 中的《想满足 f SB . 如果存在素理想尸丨，…/,使得8-7£朽1>..1)^ (其中 
B — I 是/在 B 中的集合论意义下的补集）.刻有某个 I •使得 BSP ,-. 



证明 （i >对 n > 2 用归纳法证明.关于基础步 n = 2 , 理想乃和 J 2 两者都不必是素的.如 
果 B 笫/ 2 , m 存在 heB 使得 因 必有 bi € h . 同样，如果 B 笫乃，则存在 6 2 
使得 6 2 任乃和 6 2 色/ 2 •然而，如果; ysh + h , 则 否則 ， ( W 为: y 和& 
都在乃中），这就产生矛盾 • 同样. y € Jt ， 与 BS ^ UJz 矛盾 • 

关于归纳步，假定 BQJiUmU 人 + 1 ,其中至少有"一 1 = ( n + 1 ) _ 2 个人是素理想•令 

D,- = Ji U … U U ... U Jm+f 

因口,是”个理想的并，其中至少有(«- 1 ) _l = n _ 2 个是素理想，归纳假设允许我们假定对一 
切“ B $ D ,. 因此对一切 《•, 存在 bi € B 而 bjDp 因 BSDiU 人，必有入.现在 n >3, 从而至 
少有一个人是素理想，为了记号的方便，假定乃是索理想.考虑元索 
^ +*2 V .. Vh . 

因一切 as 在加法和乘法下封闭，所以 y eB . 现在：否则 … w 
Ji 是索理想.所以有某个 he /,. 这是一个矛盾， 齿为 bjDPh . 如果£> 1 且_)|€人，则因为人 
是理想，所以从而 61 = ：y — 6263 …乂 +| 6 人，这是不可能的， 因为人. 
所以对一切 i , yiJ t , 这和 B £/ l U ... UJ lt + l 矛盾. 

(li ) 命题假设给出 BSi / UiM -. UP ,, 从而 （I ) 给出 BGf 或 BGiV W /是 fl 的真子集， 
所以第一种可能性不可能出现. ■ 

习題 

6.1 ( 丨 > 求 Z 中所有的极大理想. 

< II >求 RO ] 中所有的极大理想，即播述 （ g ) 是极大埋想的*些 g (_ r )€ R |>]. 

( ID 求 C |>] 中所有的极大瑁想. 

6 . 2 设/是交换环/?中的 理想. 如果 /• 和 L •都是 R / J 中的理想，证明存在只中包含/的理想 J 和 L 使得 
. L / i - L - h (/ ni .) //- rni /_ 由此推出，如果 rru ，=< o >, 則川 l =/. 

提示： 用对应定理. 

6.3 ( I ) 举出交换环的一个«?,它有两个索理想 P 和 Q , 而 PHQ 不是素理想. 

< II > 如果兄 …是交換环 J ? 中素理想的递威序列. a 明门/\是素理想. 

6.4 设 /> A - R 是环同态，其中 A 和 J ? 是非莩交換环.举出 A 中的素理想 P 的 ... 个例子使得 /(/>> 不是 R 中 
的索理想. 

6.5 设 / M — R 是环同态.如果 Q 是 R 中的家理想.证明厂 UQ ) 是 A 中的索理想.由此推出，如果是 
R / f 中的索理想.其中 fCJSR ， 《/是《中的索理想. 

6.6 ( I ) 设* 是域， u ,， …， a . 6*. 证明 （■ i |_ a l ， …， j ： ■一 a ,> 是* [ x , , ―, x .'] 中的极大理想. 

< H ) 证明： 如果对某个 i 有 1 .一 6 € ( j .- a ,. x .- a .>, 其中則 6 = a ,.. 

( II )证明由 

M 8 («1 *•••*<!.) h *( x , — a , ，•••，■!：• — a .) 

给 出的/ <: t ■•一 m tx ,. 中的极大理想 1 是单射，并举出域*的 -- 个例子使得户不是满射. 

6.7 证明：如果 P 是交換环 R 中的素理想，又如果有某个 reR 和使得則 
6 .8证明 QO ，： y ，*] 中的理想 （/一 2, y * + l ,*> 是真理想. 

6 - 9 < I >交换环 R 的一个非空子集 S 称为*法封闭的，如果 0 « tS 且对任意 j , j '€ S 有 《'€ S . 证明 ：如果 
理想•/在满足性质 / f | S =0 的一切理想中极大，則 J 是索理想.（习 B 6.48 中用佐思引理 ffi 明了 
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这种理想的存在性 .> 

( n 设 s 是交换环 i ? 的乘法封闭子集，并假设有一个理想 j 满足如果理想 p 在满足性质 
和的一切理想中极大 • 证明 P 是索理想. 

6.10 (丨〉 如果 J 和 J 都是交换环只中的理想，定义 

u - { 一切有限和 S :和 b , e }. 

证明 u 是尺的理想 ar / Qjru . 

( « ) 如果/=<2>=/是 z 中偶整败的理想，证明 / l = uc / ru =^. 

cm ) 设 p 是索理想， q ,, …，兑是理想. 证明： 如果 c ?, n …則有某个 * •使得 q . gp . 

6.11 设7和 J 是交换环 R 中的理想. 

( I >证明由给出的映射9>*似(川*/)•♦尺 // XU 是单射. 

(i >如果/+•/=»/?，則称 J 和 •/ 互索.证明： 如果/和 J 互素，则 （I >中的环同态 f 
IXR/J 是满射 • 

提示： 如果7和《/互素，則存在和/使得 l = a +6. 如果 ！■, 〆 €!?,证明 （ iZ + fd+Ps 
( r + f ，/+ J >€ R / JXl ?/ J , 其中 d =/ a + rb . 

( m > 推广孙子_余定理 如下. 设 R 是交換环，并设/,, …， h 是两两互素的理想 • 即对一切:»,乙 
和/, 互索证明： 如果 A , •••,〜€/?, 則存在使得对一切*•有 r + f , 

6. 12如果/和 J 是交換环 R 中互素的理想，证明 

6.13 如果/是交换环 K 中的理想，并设 S 是/?的子集，定义霣号通想 0 为 
(/ « S ) » {r € 只 ：n € /,对所有 * 6 S }. 

< I 〉证明 cns) 是理想. 

< H ) 如果 J =( s > 是由 s 生成的理想，证明 （ j : s )=(/ m ). 

(Ill >设尺是整环，且 a , 66/?. 其中6尹 0. 如果 J =( M >, J = (6), 证明 = 

6.14 (丨〉 设 f 和_/是交换环只中的理想.证明 

(«> 证明：如果 /= Q , n … na , 则 

a •/) - (q, «j) n - n id •/>. 

( iii ) 如果 / 是交换环尺中的理想， 1 U 十…+人是理想 的和. 证明 

(/»;> - a«/,) n-- n </«/.). 

6.15 布尔环是指 对-切 满足/=«的交换环/?•证明布尔环中的每个索瑪想都是极大 理想. （见习题 

8 . 21 .) 

提示： 什么时候布尔环是整环？ 

6.16 交换环/?称为用部环，如果它有曦一的极大理想. 

( I ) 如果 P 是素数，证明 ；》- 进位分数的环 

^ = ia/be Q * p \ b ) 

是砀部环. 

( ii ) 如果 R 是有唯一极大理想 m 的局部环，证明 aei ? 是单位当且仅当 fl « m . 

提示：可以偎定交换环中的每个非单位在某个极大理想中（该结果是用佐恩引理证明 的）. 


0这个理想也称为理想商. 




6.2 唯一因子分解整环 


我们已经证明了 Z 和 40] 中的唯一因子分解定理，其中々是域.现在要证明一个普逋的 结果： 
每个 P 1 D 都有唯一因子分解定理.然后证明高斯的一个 定理： 如果 / f 有唯一因子分解.则 RO ] 也 
有.一个推论是域 t 的一切多元多项式的环 ，… ，: r «] 中有唯一因子分解.随后立刻导出任两 
个多元多项式有 gcd . 

我们先推广某些早先的定义. 

定义称交換坏 K 中的元素 a 和6是相伴的.如果存在单位使得 6 = iia . 

例如， Z 中的单位是±1,所以整数 m 的相伴元素 只有士 中的单位是非零常数， 其中走 
是域，所以多项式 /( ： c> 云4[>]的相伴元索只有多项 式《 /( ； 1：), 其中且 14 关 0. Z[ X ] 中的单位 
只有±1 (见习题 6. 19), 所以多项式 /( x ) € ZLr ] 的相伴元索只有土 

在任一交换环 K 中，相伴元素<> 和6生成同一主理想.如果 R 不是整环，逆命题可能不成立. 

命題 6. 15 设 R 是整环且 a ,6€ R . 

( I ) a 丨6且6 U 当且仅省 a 和 b 是相伴的. 

(ii ) 主理想 （ a ) 和 （ W 相等当且仅去 a 和6是相伴的. 

证明 （ I >如果“丨6且6 I a ， 則有 r ， i € R 使得 6= ra 和 a — sb , 从而 b - ra = rsb . 如果6=0, 
则《| = 0 (因为 6| a ) i 如果6^0,则可以捎去它 （/? 是 整环） 得到因此 r •和 5 是单位，从 |flf 
a 和6是相伴的.逆命埋显然成立. 

< li ) 如果 （ a > = (W , SM a 6 (« . 因此有某个 R 使得 a = 吐， 从而 6| a . 同样，<»6 ( a > 蕴 
涵 <J 16,于是 （ 丨 > 证明 a 和 A 是相伴的. 

反之，如果 a = U 6, 其中“是单位，则 a e <6> 且 （ a ) S (W . 同样， b = u ~' a 蘊涵 （6) S ( a ) ， 
所以 （ a > = ( W . ■ 

岡忆》环尺中的元索/>是不可约的，如果它既不是0也不是单位，而且它的因子只有单位 
或/ •的 相伴 元索. 例如. Z 中不可约元*是败士户，其中/ ■是索数. 是|>]中的不可约元素（其中 
友是域）是不可约多项式 〆I ),即如8(户>>1且户(1>没有因式分解；>(_1：)=/(：1')发(1>,其中 
和 d eg ( g > < deg ( p > • 当 K 不是域时，不可约多项式的这个特征没有在环 
KO ] 中保持下来.例如在 ZO ] 中，多项式 /(： t ) = 2 jc +2 不能够分解成两个次数都低于 deg (/> 
=1的多项式，但是 /( z ) 不是不可约的， W 为在因式分解 2: r +2 = 2(; r + l > 中，2和 _ r + l 两者都 
不是单位. 

系 6. 16 如果 R 是 PID , 且 />€ i ? 是不可約的，則 （/>) 是素理想. 

证明令/是一个理想满足 </>)£/. 因 R 是 PID , 有某个使得 / = <</>. 因此/ >€(?>, 从而 
有某个使得/ »= q . p 的不可约性说 9 或者是/»的相伴，或者是单位.第一种情形，根据命题 6.15, 
</>) = ( q ) » 第二种情形， （9) = K . 由此， （；>> 是极大理想，因此根据系 6.8, (,p) 是素理想. ■ 

下面是我们一直在探索的定义. 

定义整环 R 称为 _一因子分 解整环 （ UFD ), 如果 

( I ) 每个 既不是0 也 不是单位的/都是不可约元素的乘积 © ; 

(ii ) 如果“/>1…/ >„ = W 91 •••9 m »其中 U ， 是单位，所有 九和1 都是不可约元素，則 m = 


0为*免句子太长，我们允许一个不可约元索的乘积 R 有一个因子，即钯一个不可约元索也看作不可约元索的乘积. 




并存在置换使得对一切 i , A 和相伴 • 

当我们证明 Z 和 iDc ] (其中 * 是域）有分解为不可约元素乘积的唯一因子分解时，并没有提到 
相伴，因为在每种情形中，总是选取中意的那个相伴元索来代替不可约 元索. 在 Z 中，选取正不可 
约元索（即索数>> 在 40] 中，选取首一不可约多项式.例如，读者应该知道 “ Z 是一个 UFD ” 这 
样的陈述就是算术基本定理的重述. 

命题 6. 17设 K 是整环，其中每个既不是0也不是单位的 r €/? 却是不可约元素的乘积，則/? 
是 ufd 当且仅当对每个不可约元素 peR , ( p > 是/?中的素 a 想 . e 
证明假定 i ? 是 UFIX 如果 a , 且幼6 (/>> ,則有使得 
ab = rp . 

把 a , 6和 r 的毎一个都分解为不可约元索的乘积，根据噍 一 H 子分解，等式的左端必含有 p 的相 
伴.这个相伴元索作为<1或6的因子产生，因此0 6 (/>> 或 A6 (^). 

逆命題的证明仅仅是算术基本定理的证明的修改.假定 
uPi—Pm = vq t — q m , 

其中和是不可约元索， u , i ; 是单位.对 max { m ， n }> l 用归纳法证明 n = m 且各个 g 可以重新 
标号使得对一切 i ，9. •和 Pi 相伴.如果 max { m ， n } = 1 ， M up \ = vqi , “灼 = v 或 14 = 1 ^. 后两种悄 
形不可能发生，因为不可约元索不是单位，因此基础步为真.关于归纳步，给出的等式表明 
/>1 I 9)-^. 根据假设是*理想（类似于欧几里得引理），因此存在某个使得 Ai I < lj - 而％ 
是不可约元*,除了单位和相伴外没有其他的因子，所以％和心 相伴： 有某个单位 “使得 9 ,= 
u Pl - 两端消去 Pi 得 P2 … = …毛…由扫纳假设， 1 = ”一 1 (从而 m = n ), 且经过重新 
标号，对一切《 有 《，和/>，相伴 . ■ 

我们已经给出的 Z 和 *[ x ] (其中4是域）是 UFD 的证明涉及带余除法，因此，不难将其推广以 
证明每个欧几里得环是 UFD . 我们现在证明每个 PID 亊 实上部 是一个 UFD , 证明用到了一个新概 
_念：理想的链. 

引理 6.18 (丨） 如果 K 是交換环且 

/, £ / 2 S … G /■ £ Ui G … 

是 R 中理想的升健，« J = [J L 是尺中的《 想. 

»» 

(ii ) 如果 K 是 PID , 則 不存在埋想的无限严格升被 

(Hi ) 设 i ? 是 PID . 如果不是0也不是单位， « r 是不可约元索的乘积. 

证明（丨）我们断言/是理想.如果則有某个”使得 ad . 如果 r € R , 则因为 r „ 是 
理想，有因此 ra € J . 如果 a , bej , 則存在理想 l 和使得■和 w 链是递 
升的，可以假定丨从而 a ， A € 乙. 因为 I ■是理想.所以 a + AGL ， 从而 a +6€ J . 因此 J 
是理想. 

(H ) 如果相反，存在一个无限严格升链，则定义 J = U 根据 （ 丨>,•/是理想 . 因 R 是 
PID ， 所以有某个•/使得= W ). 现在对某个 m / 取自所以必在某个/„中，因此 


© (/ ») 是非零索理想的元索/>常称为輋元索.这#元索具有 性质： 成/ 
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J = W)c/.s/. + 1 c/, 

这是一个矛盾. 

( iii ) 元素的一个因子 r 叫做 a 的真因子，如果 r 既不是单位也不是 a 的 相伴. 如果》*是<2 
的 B 子，则如果，是<2的真因子，則 （ a > C ( r ), 这是因为如果不等式不是严格的，则 
<«) = (D . 根据命埋 6. ]5,这使得 a 和 r 相伴 • 

把非零非单位的叫做好的，如果它是不可约元索的乘积，否則把它叫做坏的.我们必须 
证明没有坏元素.如果 a 是坏的， 它就不 是不可约的，从而 a = «, 其中 r •和 J 两者都是真因子•但 
好元素的乘积还是好元索，所以至少一个因子是坏的，比如 n 第一段证明了 （ a ) C ( r ). 由此，用 
归纳法可得坏元素的一个序列 a 1 = a ， a 2 = r , a 3 ,..., a lt ，…，其中每个、^是 a >1 的真因子，这个序列 
产生一个严格升链 

( a !) C ( a 2 ) C … CCa .) C ( a . +1 > C • 

与本引理的 （ II )矛盾. ■ 

定瑗 6. 19如果 R 是 PID , 則 R 是 UFD •特别地，每个欧几置得环杯是 UFD . 

证明依据上面两个结果，只要证明当 p 是不可约元索时，（夕> 是素 理想. 因 R 是 P 1 D , 命题 
6. 16表明（夕> 是索理想. _ _ 

gcd 的槪念可以在任意交换环中 定义. 例 6. 21证明存在这样的整环 R , 它包含一对没有 gcd 
的元索.如果〜，•",“„ € R ，則0,，…, a , 的公因子是鯛足对一切；有 c | fli 的元索 ceJ ?. 

的最大公因子或 gcd 是公因子《/,满足对每个公因子有 c U . 甚至在 Z 和 AO ] 这种熟悉的例子中， 

除非利用額外的条件，否则 g cd 就不唯一.例如在 40] 中，其中4是域，我们利用了非？ gcd 是首 
—多项式的 条件. 然而在一般的 PID 中，元索未必有合适的相伴. 

如果是整环，易知如果 d 和/薷是元索 a , 的 gcd , ffj d I /且 / I rf . 由此， 根据命 
题 6. 15, 和 〆 相伴，因此（《/> = ( 〆 >•于是， gcd 里然不唯一，但它们生成相同的主 理想. 

命題 1.17 中的思想可以继续证明 UFD 中存在 g«L 

命 ■ 6.20 如果 R 是 UFD , « R 中元素的任意一个有陳集合 ai \存在 gcd . 

证明只要证明两个元索 a 和<> 存在 gcd , —般结果可对元索个败用归纳法得到. 

存在单 位“和 以及不同的不可约元索/使得 


a = up \ p '{ ".片 
和 

6 = vp {> p [> .：/>{.， 

其中对一切 i , 々>0和 /,^0. 易知，如果 c 丨 a , 則把 r 分解为不可约元索的因子分解是 c = 
urpfipf * … 〆 ■，其中 w 是单位，且对一切 i , 于是，<"是 0 和6的公因子当且仅当对一切 

*• *< W |. 其中 


m , = min {^ 

显然…是 a 和6的 gcd . _ 

不难看出，如果 a ,' = “， …/»>，其中〜彡0, “■•是单位， i = l , 則 
d== ... P ? 

fiaj, •••,«. 的 gcd, 其中杓句 ，…，〜}. 

我们告诫读者我们没有证明元索，…,〜的 gcd 是它们的线性组合， 亊 实上，这有可能不成 



立（见习题 6.21). 

例 6.21 设《是域，并设 R 是 AO ] 的子环，它由一切没有线性项的多项式组成 f 
即 /( x ) = < j 0 + a 2 x 2 + …习题 3. 60中我们证明了 x s 和在 i ? 中没有 gcd . 现在由命题 
6. 20可知 R 不是 UFD . [整环不是 UFD 的另一例在习题 6. 31( II )中给出 •] ■ 

定义称 UFD 中的元索〜 ，…, a , 互棄， 如果它们的 gcd 是单位*印〜 ，…, a , 的每个公因子都 
是单位 • 

我们现在要证明如果 R 是 UFD , » JR [ x ] 也是. 回忆习题 3. 21:如果 K 是整环，則 RO ] 中的 
单位也是 R 中的单位. 

定义设 R 是 UFD , 多項式 /(■!) € RCr ] 称为本*的，如果它的系教 
互索，即\， …， a ]， a 0 的公因子只有单位 • 

当然，毎个首一多项式是本原多项式.注意，如果 /( x > 不是本原的.则存在不可约元素 
整除它的毎个 系数： 如果 gcd 是一个非单位山则9取为的任一不可约因子即可. 

例 6. 22我们现在证明，对于一个 UFDR , 每个正次败不可约多项式 〆 x ) € RO ] 都是本垠 
的.如果不是，则存在不可约元索使得/ >(■*•> = 明（ X ) . 注意，因为所以 deg ( 9 )= 0 . 
Wp (： r ) 是不可约的，它只有单位和相伴多项式是它的因子，因此《/必是的相伴.但 R [ x ] 中 
的每个单位的次数都为0 [即都是常数（因为 uv = l 遭涵 deg ( n > + deg ( v 〉= deg ( l ) =0>,因此， 
/?(>] 中的相伴多项式都有相同的 次数. 所以 9 不是 p ( z > 的相伴， W 为 〆 ; r ) 的相伴有正次数，由 
此可知 〆X ) 是本* 多项式. ■ 

我们先给出一个技术性的引理. 

引理 6.23( 离斯引 ■} 如果 R 是 UFD 且两者都是本原多項式，則它们 

的枳也是本原多項式. 

证明如果是内然映射) ria»-a + (/0 , W 命理 3. 48表明把多项式的每个系数 
r 换成 Wc ) 的函数 tRLr ] —( R /(/ 0M >] 是环 同态. 如果多项式 A ( x > e 及1>]不是本塀的，則存 
在不可约元索/>使得 >?(« 的一切系败在 R /(/»> 中为0,即在（ I ?/(/ »>(>]*«?(« =0. 由此，如果 
乘积 /(;«:)/?(■!> 不是本原的，则存在某个不可约元素 /• 使得在 （ R /(/0> O ] 中有0 = = 

. 丙 （/»> 是素理想 ， R /(/>> 是整环，从而 （ R / (/»>|>]也是 整环. 但因为/和 g 都是本原 
的，所以在 （/?/ (/ >))!>] 中 if (/) 和 if ( g ) 都不是0 ,这与 （ R /(/»)>[ x ] 是整环矛盾. ■ 

引3 6. 24设 R 是 UFD , 并设 Q = Frac ( R > 和 /( x ) 6 QO ] 非零 • 

( I ) 存在因式分解 

/( x ) = c (/)/*( x ), 

其 t £■(/) e Q . /*( x ) 6 R [ jr ] 是本原多 項式. 这个因式分解在 T 刊意义下 唯一： 如果/( X )= 
gx '( x ) ，其中 Q . g ^ Cx ) € R [ j ] 是本 原的. 則存在单位 we i ? 使得9 = wc (/) 和 g m ( x ) = 
w -' fCx ). 

(« > 如果 /( i > , € 用>] , 則 <：(/«) 和 K /) C ( 客）在 R 中相伴，（/ g > •和 /* g . 在 RO ] 

中相伴. 

( ffl ) 设 /( I ) e QO ] 有因式分解 /(： C ) =邨 * U > ,其争960，《'*(工>€充1>]是本原的，則 
f (. x ) G KO ] 当且仅当9 6 R . 
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g ' U ) I fix ). 

证明 （I ) 通分，存在 e R 使得 bf (. x ) 6 R [ x ]. 如果 d 是 6/( x ) 系败的 gcd , 则 
(6/ d )/ U ) d ?[ i ] 是本原多项式.如果定义和 /• OOsOK /) 广 Vb ), 则 /" Or ) 是本 
原的且 fix ) = c ( P /*( x ). 

为证明唯一性，價设<：(/)/•<*> = /(*〉= «•<*> ,其中 《:(/),? 〆 (：《：)€ KO ] 是 
本原的.习题6.17允许我们把 9 /< ； (/)写作既约形式 ： 9/«(/) = |*/1；,其中1*,%>是]?中的互索元索. 

在 R |>] 中等式 v 厂 U 成立，由同次项系败相等可知。是^， U 〉 的每个系数的公因子 • 

因“和 K 互索，习題 6. 18 (丨〉 给出 I * 是 〆 (*> 的系数的公因子.而 〆 (: r ) 是本原的，因此《是单位 • 

类似的推理证明《也是单位.所以 9/ c </) = 是 R 中的单位，把它叫做《<，于是正如所要的有 
ux (. f ) •= 9 和 f '( x ) = wg *( x ). 

( II ) /( ： « ： ) 度 (；|：> 在 i ?[ x ] 中有两个因式 分解： f(x)g(x) = C(/f>(/(X)g(JT>> •和 /( x ) g ( x ) = 
cC / yriMgfg ' U -} = c (/) f («)/*( x )«*( x ). 因本原多项式的积还是本 K 多项式，这两个分解都 
是 （ I ) 中的那种分解.而 （ I ) 中声称的唯一性给出 c ( fg ) AeXficig ' i 的相伴， ( JgY 是 /* g * 

的相伴. 

( II >如果 9 € R . 則显然有 /( x ) = «*( x ) e RW . 反之，如果 fix ) e R [ x ], 则没有必要 
通分，从而其中 d 是 /( d 系数的公 因子. 于是 /(*)=«// •(: c >. 根据唯一性，存 
在单位 R 使得9 = u/d e R - 

( IV )齿 bf = hfT ， 有 &(/)/•= c ( A ) A*〆 = ca)(hgr . 根据唯 一 性， /•,( 敁 >* 和 A V 都 
是相伴的，因此 I /•.而/= c (/)/ •，所以 〆 | /• _ 

定义设 K 是1^0且0=?加（尺）•如果 /( WeQO ], 刻有因 式分解 /(: c 〉= c (/)/ •(: r > , 

其中 c (. f ) 6 Q . / *( x ) 6 RCx ] 是本原的.《 c (/) 称为 fU ) 的容度，/ * Cx ) 称为 f (. x ) 的相伴本原 

多项式. 

依据引理 6.24( 丨 >,<:(/)*/•<：«•) 两者本质上都是唯一的，只不过相差 K 中的一个单位 • 

定理 6. 25 (离斯 } 如果 R 是 UFD . « RO ] 也是 UFD . 

证明先对 deg (/> 用归纳法证明每个非枣、非单位的 / Or ) € R [>] 都是不可约多项式的积. 

如采 d eg (/)=0, 则 / X : r ) 是常数，因此在 R 中. 因 K 是 UFD , 所以/是不可约多项式的乘积•如 
果 deg (/) > 0 ,則 /( x ) = c (/)/*( x ) ,其中 c (/) 6 R , f ' U ) 是本原多项式•现在，根据基础 [ IM ] 
步， 〆 /)或者是单位，或者是不可约元素的积.如果 r (_ r ) 是不可约的，证明己经完成.否则 
f '{ x ) = gU ) h ( x ) ,其中 g 和都不是 单位. 然而 /_(_ r ) 是本原的，丙此 g 和/ ■都 不是常数.所以 
它们的次败都低于 deg (/*) = deg (/) ,根据归纳假设两者都是不可约多项式的积 • 

现在应用命埋 6. 17:如果对每个不可约的 〆 ■*> e RO ] , ( p ( x » 是素 理想. 即如果 p \ fg , 

那么/> I / 或/> I 足.則 RO ] 是 UFD . 假定 pi x ->\ / U ). 

第 （ 丨 ） 种情形.假设 deg ( p > = 0 .记 

/< x ) = 和 g ( x ) = c ( g ) g '( x ), 

其中 c (/), c ( j ?> eR ,_ r ( x ), 〆 (：>：) 是本 原的. 现在/ > I 众， 从而 
P I c (/) c («)/*( x ) g *( x ). 

因 /* U )/( x ) 是本原的，引理 6. 2 4 ( ii 是 c (. fg ) 的相伴•然而，如果 p | /( x ) gU ) ,则 

/>整除/«的每个系数，即/ ■是 /«的一切系败的公因子，因此在 i ? 中，注意 J ? 是 UFD , p 整除相伴 
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的 C (_ fe ) 和 c ( f ) c (. g ). 而命题 6 . 17说 （/>> 是 R 中的素理想，因此 | K /) 或/> I cig ) •如果 /> | c (/) ， 
则/> 整除 c (/)/*( x ) = /( x ) , 产生矛盾.所以 P 丨 c ( g ) , 因此正如所要的/» I g (. x ). 

第 （ii ) 种 情形. 假设 deg (/O > 0 .令 

(. ptf ) = <5(x)/»(x) +/<x)/<x) • 5(x)>t(x) 6 

当然，（沁 /> 是包含 pu ) 和 /( or ) 的 理想. 选取 m (; c > e (/>,/) 具有极小次数.如果 Q = F rac ( l ?> 
是 K 的分式域.则 Q [ x ] 中的带余除法给出多项式 qix ), r \ x ) 6 Q [ x ] 使得 
/(• X ) = m { x ) q \ x ') + r ( x ) , 

其中 r ' Oc >= 0 或 degVXdegOiO . 通分.存在多项式 9 (: c > , r ( or > €对 >] 和常数6 € K 使得 
bf (. x ) = 9 ( x )> w ( j :) + r ( x ). 

其中 r(x) = 0或 deg(r> <deg (n.). 因； 》€ (p./). 存在多项式〆 x> ,*0c) 6 UO] 使得 m(*> = 
s ( x ) pU )+ t (. x ) f ( x ), 因此弓 （ p，/). 由于 m 在 </>,/) 中有极小次数，因此必有 r=0, 
BP bf ( x ) - m(x)9(x ), 从面 6/U> _c(m)m. <2)9(2 ). 但 m*Cc) 是本原的，且 m •(: c) 丨 6/(1), 所以 
根据引理 6.24(|V)， m '(. x ) I /U). 把 fU ) 换成 pix ) 作类似的推理（即从等式 b " p <, X ) = 
/(:Ow(:r) +〆<；!：>开始，其中 6" 是某个常 数〉， 给出； w •(: t> 丨 /»0c) • 因 p (: c) 是不可约的，因此它 
的因子只有单位和相伴■如果是 p (. x ) 的相伴.则 p (. x ) I fix ) (因为 p ( x ) | m*(i) | 

_ 与俚设 矛盾. 因此 m *(:«:> 必是一个单位，即 m (_ r > = f ( m ) € « ,从而 （/>,/) 包含非零常败 c ( m >. 
现在 c ( m ) = sp+tf ,从而 

c (. m ) g (. x ) = s ( x ) p (. x ) g ( x ) - I - l ( x )/( x ) g ( x ). 

因/ >( 1 ) I /( arkU ) ，所以有 〆 ; r ) | c ( m )*(: r ) •但因 〆 : r > 是不可约的，所以根据例 6. 22, 是 
本原的，由此引理6.24<以）给出/>(文>丨贫(:^. ■ 

系 6.26 如果 * 是域，《 *0 丨，是 UFD . 

证明对 ”>1 用归纳法 证明. 在第3章中我们已经证明一元多项式环礼_«: 1 ]是11?0.关于归 
纳步，回忆^>丨，…， I •，: 根据归纳假设 ， R 是 UFD , 
从而根据定理6.25，对>, +1 ]也是 UFD . ■ 

命题 6. 20表明，如果*是域，则40丨，…, x ,] 中存在 gcd . 

系 6. 27 (离斯 1 设 R 是 UFD , Q = Frac ( R ) ,/ U ) e /?(>]• 如果在 QO ] 中有 
/< x ) = G ( x ) H ( j ), 

«在 R |>] 中有因式分解 

/( x ) = gCr ) hCx )， 

其中 deg ( g ) = deg ( G ) 和 deg = deg ( H ). 事实上， G ( a :> 是 *(•!) 的常 教依， HU ) 是 A (; r > 的常 
數俜. 所以，如果 /( x > 在 J ?[>] 中不能分解为次数较小的多項式，則 / U > 在 QU ] 中是不可约的 • 
证明根据引理 6 . 24 ( i >, 在 QO ] 中的因式分解 /( i ) = G (; r >/ f (: c ) 给出 9 ,〆 e <3使得在 
0 O ] 中 

/ U ) = qG ' Uiq ' H ' Cx ), 

其中 （；•(；£)e RO ] 是本原多项式 • 而根据高斯引理， G * Cr > H •(: c ) 也是本原的.因 /(*> 
€ KO ] ，运用引理 6. 24(1)，等式 / Or ) = «，[ G *( x ) H . U >] 迫使 w ，e R . 所以， w ' G * Oc ) e 
对>]，从而 /<•!) 在 KO ] 中的一个因式分解是 / U ) = [ w ' G _ Cc )] Jf ， U ) . _ 

R = Z 和 Q = Q 的特殊情形当然是重要的. 
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例 6 . 28我们断言 / U , y ) 二/十/一1 e 是不可约的，其中 * 是域. 记0=*0>> = 

Frac (*[ y ]> ,并看作 /( x , y ) 6 QO ] • 现在二次多项式 g (. x ) = x 2 + (; y 2 -1) 在 QO ] 中不可约当 
且仅当它没有根在 Q ==«30 中，根据习题 3. 34,确实如此. 

闵为¥+/ — 1是由不可约多项式生成的，因此由命埋 6.17, 它是素 理想. _ 

回忆一个复败 是代数整数如 果它是 Z |>] 中的一个首一多项式 的根. 每个代数整败有一个不可 
约多项式相伴 于它. HH ) 

系 6. 29 如果 a 是一个代數整教，《 irr ( a , Q ) 在 Z O ] 中. 

证明设 p ( x ) 6 ZO ] 是以 o 为根的次败最小的首一多 项式. 如果在 QO ] 中有 p ( x ) = 
GU ) H (. x ) ,其中<1邙（0〉<(1明（/0和<1邙（《><(16 8 </»>,则《不是 G ( x > 的根就是 HU ) 的根. 

根据高斯引理，在 ZO ] 中有因式分解 p ( x ) = g (. xff ( x ) , 其中 deg Cg ) = deg ( G > 和 deg CA )= 
deg ( H ), 亊实上，存在有理数(:和^/使得 ; r (: r )=- tGU ) 和 ACc )= dH ( x ). 如果 a 是 g ( z > 的首项 
系数，6是 AU ) 的首项系数，則因 〆 是首一的， = 1. 所以由 a ,66 Z , 我们可假定 a = 1 = 6, 

即悝定和 M _ r ) 两者都是首 一的. 因 0 是《(: r ) 或 / iU > 的根，这和/ ■(•!) 是 Z [*] 中以 0 为根次 
数最小的首一多项式 矛盾. 因 irr ( a , Q > 是 Q [>] 中唯一的以 0 为根的首一不可约多项式，所以 
p (, x ) = irr ( a , Q ) . _ 

定义如果 a 是代教整教，它的极小多項式是 《 Z [ jc ] 中以 a 为根次數最小的 If 一多項式. 
系6.29表明每个代数整数 0 都有唯一的极小多项式《(太）6 2[>],即 mU ) = i rr ( a , Q ), 且 
mU ) 在 QO ] 中不可约. 

注我们定义 0 的（代 数〉 共軛为 irr ( a , Q ) 的根，并定义 a 的范败 为 0 的共 fc 之积的绝对值 • 

当然，<»的范教正是 irr ( a , Q ) 的常教項的绝对值，因此它是一个（常规） 整教. 范教在代数 
教论中非常有用，我们已经在费马二乎方和定《,即定 * 3.66 的证明中看到过.在希尔伯 
特定理90的征明中也考虑过它们，在釋！用来 tf 明如果多項式 /(： r > e *[ x ] 的伽罗瓦群是 
可解的，其中4有特征0,則 /(■!) 运用根式可解 • 

下一判别法用了整数 modp . 

定理 6. 30设 /(•!>= a 0 +00 + 02^* + …6 Z [ i ] 是書一的，并设户是素數 •如果 / Xx ) 
mod 户不可约，即如果 

/(• r ) — [< 10 ] + ^]*+[ a :] j : + … + x " € F ，0] 

是不可约的.到 /( x ) 在 Q [ x ] 中不可约 • 

证明根据命埋 3. 48,自然映射？ ■: Z — 1%定义了一个同态乡 | ZO ] ―匕 [ X ]为 
V(b 0 + b\x + bix 2 + … ） = [ft 0 3 + C^i 3x + + ■…， 

即用 mod /. 约化所有系败•如果 g ( x ) € Z [ x ] ,剡记它的象 Wg ( x )> 6匕 [ x ] 为 g (, x ). 假设 /( x ) 

在 Z [ x ] 中可分解，比如 / U > = *(_ r ) M : t ) ,其中 deg(0 < deg (/) 和 deg ( A > < deg (/) ,当然， 
deg (/) = deg ( g ) + deg ( fc ). 现在 W 为孕是环同态，从而 /(; r > = g (: r > SU > , 因此 deg (/〉= 
degig )+ deg ( h ). W/(d 是首一的， /(;«:> 也是首一的，所以 deg (/> = deg (/). 由此，蒼和 _ 
的次数都小于 deg (/> ,与 /( J ：) 的不可约性矛盾.所以/( X )在 ZO ] 中不可约，又根据高 
斯定理，即系 6. 27, /( or ) 在 QO ] 中不可约. _ 

例 6 . 31定理6_30的逆不成立.容易找到一个不可约多项式 /( x > 色 Z |>] SQ |>]， 使得 
/(： r > 对某个索数/>， modp 可因式分解，但现在我们证明 /( z > = /+ l 是 ZO ] 中的不可约多项式， 
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它对每个索数 P , modp 可因式分解. 

首先， /(: c ) 在 Q [>] 中不可约.根据系 3.44,/( d 没有有理根，所以在 Q O ] 中唯一可能的因 
式分解形如 

X 4 + 1 = (x 2 +ai + 6KX 2 — or +c). 

展开右端乘积，由同次项系败相等得 

c+b— a 2 =0 


a(e— W =0 


6 c =1. 

第二个方程迫使 <2 = 0或 C = b, 由此立刻可以看到无论*种情形都导出矛盾. 

我们现在证明对一切索 败户 ， P + 1 在 F ；[>] 中不是不可 约的. 如果 fi =2, 则4+1 = (*+1) 4 , 
所以可以假定/>是奇索数•和在例 1.21( 丨 ） 中看到的一样，毎个平方数和0, 1或 4 mod 8 同余.因 
/>是奇数.必有 /> 2 = lmod 8. 所以 I ( F /) x |= p *- l 被8整除.但 （ F /〉 x 是循环群.根据引理 
2. 85,它有8阶（循环）子群.由此， F〆 包含一切8次单位根.特别地. F〆 包含 / + 1 的一切 
根. W 此 P + 1 在1%上的分裂域 E , 是 IV ,从而 [ E " F >] = 2 •但如果 /+1 在1%|>]中不可约， 
则由系 4.9, 4 | [ E " F /1 •所以 P + 1 对每个索数 p 在！ ^ O ] 中 可因式分解. ■ 

定理 6. 30说，如果能够找到一个索败/>使得/■(: r > 在！％ O ] 中不可约，则/( I )在 QO ] 中不 
可约.在此之前，有限域1%是古怪的，它只是作为一种好奇的、人为的构造物出现的，现在匕的 
有限性是一种真正的好处，因为在 FpO ] 中任意给定次数的多项式只有有 限个. 在例 3.35( I >和 
3.35( _>中，我们列出了 F 2 和匕上次数<3的一切首一不可约多 项式.庳 則上，我们可以测试一 
个 n 次多项式在 F ,[>] 中是否不可约，这可以通过者它的一切可能的 W 式分解来实现 • 

例 6. 32 ( | ) 我们证明 /( j ：> = z 4 - SP+Zx + S - QO ] 中的不可约多项式. 

根据系 3. 44, /(■!•> 的有理根的候选者只有1, 一〗，3, _3,读者可以验证它们都不 是根. 因 /( x ) 
_是四次多项式，我们还不能下结论说 /(：«■> 不可约，它也许是（不可约）二次多项式的乘积. 

我们来试试定理 6. 30的判别法.根据例 3. 35( 丨），因 /( j ) =/+/ + 1在 F 2 |>]中不可约， 
由此 /(•!> 在 QO ] 中不 可约. [不必猃证 /( x > 没有有理根， /(■«：> 的不可约性足以导出 / U ) 的不 
可约性 .] 

(ii ) 设屯（1) *=1： 4 +1 3 +/+•*+ 1€ Q [ x ]. 

在例 3. 35( I >中我们看到 屯 （ X ) = x 4 + X 3 + x l + j + 1在 F 2 O ] 中不可约，因此 ® s (: r > 在 
QO ] 中不可约. ■ 

问忆如果 n 是正整数，则 n 阶分圚多 項式是 

4>,,( x ) = II ( x -{：), 

其中 f 遍历一切^次单位原根. 

根据命题 1.37, 对每个整数 

x"-l = - 

dim 

其中 d 遍历”的一切因数丄现在釣 （ x )=： r — l . 当户是素数时， 

x p — I = ^( x )^ A ( x ) = ( x — l )^( x ). 


从而 
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0 f ( x ) = (x^-D/fx-l) = / _1 +:r 卜 2 + … +i + l. 

和任意线性多项式一样， < Pz ( x ) = JT+ 1在 Q Dr] 中不可约,分圆多项式 <P3(X> = / +:c+ 1在 
QO] 中不可约是因为它没有有理根> 我们明才已经知道％ (_r) 在 Q|>] 中不 可约. 为证明对一切 
素数沁 ^(x) 在 QO] 中不可约，我们介结另一个不可约性的判别法. 

引理 6. 33设度 (x) € Z[*] •如果存在 c6Z 使得度 (x+c) 在 Z[ jt ] 中不可约，則 g(:r) 在 Q[ j :] 
中不可约. 

证明根据习埋 3.43, 由 /(x> 卜 /(i+c) 给出的函败 Z[x]—ZO] 是同构•如果 g(x) = 
s(j：)t (: c> ，则 g ( x + c ) = VigCx )) = f ( st ) = 9 ( s ') 9 (. 1 ) 是一个不允许的分解.所以 g(x) 在 Z[:r] 中 
不可约，因此，根据高斯定理，即系 6.27,g (: t> 在 QDt] 中不 可约. ■ 

下一结果由艾森斯坦发现.下面的艾森斯坦准則的优美证明是1969年 R.Sin ger 的论文，见 
Montgomery-Ralston，{Selected Papers in Algebra, • 

定理 6.34 (艾森斯坦准則 1 设 R 是1^0且<3=1^«:(«> ,并设 /(x) =«(>+«> Z+ … +a„x” 
e /?[>]. 如果存在不可约元素 p e R 使得对一切: •<”， p \ a ,, 钽 Pta„ 和〆 ho, « /(：r> 在 
QO] 中不可灼. 

证明设 — 是用 modp 约化系数的环同态，并设 /(x) 表示 #(/U)). 如果 

/(i> 在 Fmc (]?)|>]中不是不可约的，则离斯 定理. 即系6.27给出多项式《(：^,方(： 1 ：>6»|>]使得 
fix ') = g ( x ) h (. x ) ,其中 *(x) = + hi + …+ 和 A(j) = c 0 +c,j：+ •- 4- c k x k . 于是在 

■R/ (户) D«0 中有等式 /(■*) = g ( x ) h ( x ). 

因/•不能整除所以有 /(x> 关 0, 寧实上有某个单位 《 €J?/(P) 使得 /(x> = ur" ,这是 W 
为除了 /( Jr > 的首项系数外，其他一切系数都是 0. 根据定理 3.42, R/(p)[x] 中的唯 一因子 分解， 
必有 = 其中 v 是中的单位，这是因为 g (_ r ) 的任一不可约因式也是 /( t > 的不可 

约因式.同样 dk) = tur 1 ,其中是 R/(/0 中的 单位. 由此， f(x> 和 /i(x) 的常败项都是 0| 即 
在 R /< p ) 中 O 0 ] = 0 = [ c 0 ] ，等价地 ， p U 。 和 p U 0 . 但 a 0 = Vo , 从而 P 2 I flo , 产生矛盾.所 
以 fU ) 在 Frac (们 O ] 中不可约. _ 

当然. 艾森斯坦准则对 ZDc] 中的多项式成立，可立即从 Z 推广到 P1D. 

系 6.35 (离斯 } 对每个素數/>, />阶分圖多項式 《J^(x) 在 Q[x] 中不可约. 

证明 因少 〆 jt > = (〆一 1)/(4：- 1〉，所以有 

*,(x+l) =[<>r+l”一l]Ar 

=，■ + (f )， 2 + (!)，〜.. + />• 

因 P 是索数，命题 1. 12表明艾森斯坦准則适用，由此可知1>在 Q[>] 中不可约.根据引理 
6.33, 4v>(_r) 在 QO] 中不 可约. _ 

我们没有说当”不是素数时，; r*y+x"4 + … +JT+1 是不可约的，例如 J： 3 +/+：!：+ 1 = 

(x+lX^ + l). 

多元多项式的不可约性比一元多项式的不可约性更难判定，伹这里有一个判别法 • 

命题 6. 36设*是域，并设/(々，…，: c,) 是 JJCiJ 中的本原多項式，其中尺二紅而 
如果/不能因式分解为 JJCx.] 中的两个较低次數的多項式，則/在 itOi ，…, ；] 中不可约. 

证明如果想把/看作 /?[;] 中的多项式，我们记/(而，...,:^) = FG,)( 当然， F 的系数是 
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矸々，…,心-丨]中的多项式> • 假定 Ho :,〉 ,根据假设， G 和 H 的次数（关于％)不 
能够都小于 deg(F), 从而它们中的一个（比如 G) 次数为 0. 因为 F 是本原的，从而 G 是^：&，•••， 
Xn - il 中的一个 单位. 所以 /(xi ，…， a:,〉 在 /?[>•] = klxit ^ tX H 3 中不 可约. ■ 

当然，这个命題可以应用到任意一个变量: r, •上，而不只是& . 

系 6. 37 如果* 是城且 g ( j ： i ，…，:^〉，，•••，工,〉 € 灸 [ xi ，…，心 ]X 素，則 /( ii ， …， = 
tX 9 } +hix\ ，一， 々） 在 k[_xi ，… 中不可约. 

证明设/? = «々， •••,々]• 注意/在及 [ y ] 中是本原的，这是由于（震,/0 = 1迫使/的系数尽， 
A 的任一因子都是 单位. 因/关于: y 是线性的，它不是 J ? [: y ] 中两个次数较小的多项式的乘积，因 
此命题 6. 36证明了 /在/?[: y ] = 4[ x , ，…, aoO 中不 可约. _ 

例如 a 2 + z 是本原多项式，它关于: r 是线性的，所以它是中的不可约多项式. 


习题 


6.17 设/?是1^0且0=& 8 (：(1?)是它的分式域.证明每个非零元索<1/6€0都有一个既约表达式；即和6 
互索 • 

6.18 设 R 是 UFD . 

( I >如果 a , 6, <•€/? 且 a 和6互索，证明 a 丨遒涵 a | c >. 

( _〉如果 < i ， C | ，…， c _ 6尺且对一切 * •有 c , | fl • 证_ r | a » 其中 c « 1 cm {q . 

6.19 如果 I ? 是整环，证明/?[工,，"％ 0 ：,]中的单位部是 R 中的单位.另一方面，证明 2 x + l 是 LO ] 中的 单位. 
6. 20证明一个 UFD K 是 PID 当且仅当每个非零索理想都 ft 极大理想. 

6. 21 ( I ) 证明 I 和: y 在是[>00中互索，其中▲是域. 

( II ) 证明在 klx , y 2 中1不 ft z 和： y 的线性组合. 

6. 22 ( I ) 证明对一切”彡 1 • ZO "".,: c ( l ] JftUFD . 

( II ) 如果尺是域，诬明无限元多項式的环 /?=- A [ x ,, x ,,*", x ,,".]& ftUFD . 

提示：我们还没有绝出的正式定义（这个定义将在第8聿中给 出）， 但对于 本习® 可把及看作 
升链 * Oi ] ，: r*]G … G *0, , jt * •••• • a]G …的并 • 

6.23 « 定下列多项式在 Q |>] 中是否不 可约. 

(I ) fix ) = 3 x * -7 x -5. 

(H ) fix ) =* 2 x a - x -6. 

(III ) /( x ) - 8 x J -6 x - l . 

( IV ) fix ) = x * + 6 x * + 5 x + 25. 

< V ) /( x ) - x 4 +8 x +12. 

提示：在1^0]中， /( x ) = ( x + DgU ) , 其中 gU ) 是不可约的. 

< Vl )/( x ) = x s -4 x +2. 

( Vll ) fix ') = x 4 + x 2 + x + l . 

提示： 证明 /(or) 在 F , 中没有 根， 而因系数的限制， / Cr > 不可能分解成二次多项式的 乘积. 

( Viil ) /( x ) = x 4 - 10 x * + 1. 

提示： 证明 /( x > 没有有理根，而因系数的 隈期， /( d 不可能分解成二次多项式的乘积 • 

6. 24 P + i + l 在1^|>：1中不可约吗？ 

提示： 用例 3.35( j >. 

6.25 设 /( x > = ( 分一 l >/( a ： — 1>,其中户是索数.用恒等式 
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/( x + l > = 〆 ■ + pq ( x )， 

其中 9 ( x ) e z [ x ] 的常败项为 i , 证明对一切”彡 o ，十…十 〆 + 1 在 qo ] 中不 可约. 

6. 26 (丨）如果 a 是一个无平方因数的整数， a 明对每个》>1 一 a 在 QO ] 中不可约.由此推出在 Ql >] 

中对每个》>1存在 n 次不可约多项式. 

提示：用艾森斯坦准則. 

( II )如果 a 是一个无平方因败的整败，证明对一切■都是无理数 • 

6. 27设*是域，并设 /(■*：> … e «>] 有次败”和非零常数项 a 。• 证明： 如果 / Cr > 是不 

可约的，则… + Oo ： r •也是不可约的 • 

6. 28设是是域，并设 /( x , j ：,] 是中的本廉多项式 • 其中尺 = 4[ j：i . 如 

果/关于 A 是二次或三次多项式，证明/在 xj 中不可约当且仅当/在 ★(〜，•••,*,_,> 中没 
有根. 

6. 29 设尺是 1^卩且 Q=Frac ( R ) • 如果 /( x ) €用 >] ,证明 /( d 在 ！?[>] 中不可约当且仅当 fix ) 是本原 
的且 /( x ) 在 QO ] 中不可约. 

6.30 证明 

/( x . y ) = xy * -\- x t y t — x*y + x * + 1 
是 R [ x ,： y ] 中的一个不可约多项式. 

6.31 设 D » det ( j ^ 5])，从而 £) 在多项式环 ZO , y ，： c ， W ；3 + . 

( I >证明 （ D ) 是 ZO , y ,*, w ] 中的索理想. 

提示：证明 D 是一个不可约元索 • 

( II ) 证明 Z w ]/( D ) 不是 UFD . 例 6. 21中给出另一个螫环不是 UFD 的例子. 


6.3 诺特环 

当务是域时， xj 的最重要的性质之一是它的每个理想都可以由有限个元素生成.这 
个性质和理想的链密切相关，在证明 P 1 D 是 UFI ) 的课《中我们已经看到过它. 

定义称交換环/?满足 ACC ， 即升链条件，如果理想的每个升鍵 

A G / 2 e … Q /” S … 

都有终止；即从某点开始序列变成 常量： 存在整敫 N 使得 
引理 6. 18( B >表明每个 P 1 D 满足 ACC 
下面是理想的一个重要类型. 

定义如果 X 是交換环 R 的子集，則由 X 生成的理想是指一切有限线性组合的集合 

/ = ( X ) = {Sam e 且 a , e x }. 

如果 Ui ，…， 心}，我们说 J 是有限生成的，常縮写为 f . g . ;即 J 中的每个元索杯是 a , •的 /?- 线 
性组合.记 

I = ( a s ，…， a ,>， 

并称 f 为 0| ，…， a „ 生成的理想. 

理想 J 的生成 元〜 ，…， a , 的集合有时 - I 做/的基 （尽 管和向量空间的基相比这是一个较弱的 
概念，这里我们没有假定表达式 <:= 2 r ifli 中的系数〜被 c 唯一碗定> • 

当然， PID 中的每个理想都是有限生成的，因为它能够由一个元索生成. 
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命题 6. 38 对交换环及，下列条件 等价. 

(i ) R 有 ACC 

(jj ) 满足极大 条件： R 中理想的每个非空族7有极大元索，即存在对于它没有 J6 
JT 能够满足 I 0 ^ I . 

( li ) 尺中的 每个理想都是有限生成的. 

证明 (i ) =>⑴:设7是尺中理想的族，并俚定，中没有极大元素.选取，，因 h 
不是极大元索，存在夕使得现在/ 2 不是，中的极大元素，从而存在使得 7 2 S 
Is - 如此继续，我们可以构造出一个没有终止的 K 中理想的升链，与 ACC 矛盾. 

(H ) => ( ill ): 设 J 是尺的理想，并定义7为包含在 J 中的一切有限生成的理想族 • 当然， 
: F 竽0 (因为{0}€尸> • 根据假设，存在极大元索 Me ，. 现在因为 Af 6，， 所以 MG 7. 如果 
Md , 则存在 cieJ 而理想 

J = + 和 

是有限生成的， W 此分，而 MCJ ， 这便和 M 的极大性 矛盾. 所以 JVf = J , /是有限生成的. 
( Hi ) ( I )* 假定及中的每个理想都是有限生成的，并设 

國 G G £…£ L G … 

是 r 中理想的 升链. 根据引理 6.18( i ), 该升链的并 ；= y /. 是理想. 

由假设.存在元索使得■/ =(& ，…, a ,). 现在 a , 取自必有某个 n , 使得如果 
N 是〜中 最大的一个，則对一切因此对 一切“ a< e/ N , 从而 
J = (a, . — . a ,) ^ I N £ J. 

山此，如果 ” W / = / n Q /. Q ；, W 此 J ,= J . 所以链终止. R 有 ACC * _ 

我们现在对满足命理中三个等价条件中任意一个的交换环给予一个名称. 

定义如果交換环 R 中的每个 a 想都是有限生成的，《称交换坏/?为谱特环 e. 

我们马上会看到当 it 是域时•4|> 1 ，•••,■«:»]是诺特环.另一方面，下面是非诺特交换环的一个 
例子. 

例 6.39 设 J ?=，( R ) 是实败域上一切实值函数的环，其运算为点态运算（见例3.7> . 易知， 
对每个正整数 n , 

« R—R > f ( x ) =0,对一切 ■!>”} 

是理想，并对一切 n 有 hCl + i . 所以 R 不满足 ACC , 从而 R 不是诺特环. ■ 

下面是极大条件的应用. 

系 6. 40如果 J 是诺特环 R 中的真理想， W 存在 R 中包含I的极大理想 M. 特别地，每个诺特 
坏都有极大理想 .e 

证明设7是 R 中包含丨的一切真理想的族.注意，因为所以 7^0. 因 尺是诺 特环， 
极大条件给出，中的极大元索 M . 我们还需证明 M 是 R 中的极大理想（即 M 是 K 中一切真理想组 
成的更大族只'中的极大元 素〉. 假定存在真理想 J 满足 Mej , M / G /, 从而因而由 M 的 
极大性得 M = J , 所以 M 是 R 中的极大理想. ■ 


© 这个名称是为纪念诺特 （Emmy Noether, 1882—1935), 嬙于1921年引人链条件. 

© 这个系没有 r 是诺特环的 g 设也成立，但一* a 果的 a 明要用》佐思引理,见定理 6.46. 
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6. 34设 K 是诺特整环使得每个 a ， 尺有 gcd , 而且这个8<^是^和6的 R - 线性组合.证明 J ? 是 PID •(诺 
特环的假设是必要的，因为存在非诺特整环，叫做贝祖 （ B 6* oia ) 环，其中每个有限生成的理想都是主 
理想.> 

提示：对一个理想的生成元的个数用归纳法. 

6. 35不用命埋 6. 38证明 PID 1?中理想的每个非空族有极大元素. 

6.36 例 6. 39证明了只=7 00 ， 即 R 上的一切函数在点态运算下的环不满足 ACC 1 
( I >证明在例 6. 39中理想的族» «> 1} 没有极大元索. 

( II >定义 

(1 如果 : r<»i 

/.( x ) - 

'0 如果 x ^ n 9 

并 定义入 》 (/,,••••/•). 证明厂= IJ 入是理想但不是有限生成的 • 

*>| 

6. 37如果是交换环，归纳定义多元形式幂级数的环为 

R [[ x , •••••〜]]■ ACCx ^.,]], 

其中 A = ，…， jt _]] • 

证明： 如果 尺是诺 特环， 嬲对：1>,,“*,怎 <| ]]也是诺特环. 

提示： 如果 ”-1， 則用习 *3.54( 丨 >• 当 ”>1时， 用希尔伯特基定理的证明，但用幂级败的阶替换多 
项式的次败（一个非零幂级数 2 c〆 1 的价是满足 c . 关0的最小 :•> . 

6.38 设 

S * = {( a . b . c ) € R * * a *+6* +€•*«= 1} 

是 R 3 中的单位球面 • 并设 

J * (/( x , y **) 6 R [ x , y ,*] I 对一切6 S * ,/( a , fr t c ) - 0). 

证明 I 是 R [ x , y ,*] 中有限生成的理想. 

6. 39如果和 S 都是诺特环， i £ 明它们的 fi 积 J ? XS 也是诺特环. 

6.40 如果 i ? 是交换环，而且它也是域 ♦上 的向童空间，則称尺为交换 4- 代数，如果对一切和“， V 6 
尺有 

( au)v *= a ( uv ) = u (« tv ). 

证明*上每个有限维交換 * - 代数镩是诺特环. 

6.4 佐思引理的应用 

处理无限集合需要一些集合论的适当的工具. 

定义如果 A 是集合，记它的一切砟空子集的族为 P ( A > *. 选择公理声称，如果 A 是非空集 
合，则存在函數卢 ' V ( A ) * — A 使得对 A 的每个非空子集 S ，/ KS ) e S . 这样的*数/?叫做选 

择函数. 

非正式地说，选择公理看起来是一个无关 K 要的陈述，它说我们可以从一个集合的每个子集中 
同时选取一个元素. 

选择公理是容易接受的，而且它是集合论的标准公理之 一• 事实上/选择公理和非空集合的笛 
卡儿积非空的说法是等价的（见附录，命理 A * l > • 然而，公理的原来形式用起来是不方便的•存 
在各种更有用的等价形式，最流行的是佐忍引*和良序原則. 

回忆如果在集合 X 上定义了一个自反的、反对称的、传递的关系 ir ^ y , 則称 X 为僱序集. 
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下面介绍几个定义使我们能够陈述良序原則. 

定义僞序集 X 称为良序的，如果 X 的每个非空子集 S 包含最小元*,即存在勿 €S 使得 
对一切 s 各 S.io < s . 

自然数 N 的集合是良序的（这正是第1章中最小整数公理所陈述的），但一切整数的集合 Z 不 
是良序的，因为 Z 自身是子集，它没有最小元索. 

良序原则每个集合 X 都有它的元素的某个良序. 

如果 X 是一个偏序集， 则 由良序原则，必存在一个良序，这个良序可_ 不是派 来的偏序也可 
能就是原来的偏序.例如 Z 可以排成 良序： 

0 < 1 <-1 < 2 <-2 ^ 

在下面的定义之后，我们可以陈述佐恩引理. 

定义偏序集 X 中的元素》»称为极大元豪，如果不存在满足即 
如果； 》< i，W m = X . 

回忆偏序集 X 的非空子集 y 的上界是指元索 1 0 6 尤滴足对毎个; V6Y 有; y <： c 0 , 但并不要求这 
个而在 y 中. 

例 6. 44 C I ) —个偏序集可以没有极大元索.例如 R 在常序下没有极大元素. 

< II > 一个偏序集可以有许多极大 元索. 例如 X 是集合 Lf 的一切真子集组成的偏序集，则子集 
S 是极大元当且仅当 S = U — ,其中 “ eu , 即 S 是一点的补集 • 

(«1)如果 X 是交换环 R 中的一切真理想的族，偏序为包含，則； f 中的极大元索就是极大 
理想. _ 

佐思引理给出了一个保证极大元索存在的条件. 

定义称偏序集 X 为键，如果对一切 I, yex, 不是就是: xS*. 

实数 R 的集合是链 • 如果取为通常的不等性 i <； y . 

佐恩引理如果； f 是非空值序集.其中的每个糙在 x 中都有上界，則； f 有极大元索 • 

定理下列陈述 等价： 

( I ) 佐患引理. 

( II ) 良序原則 • 

(_ i > 选择公理. 

证明见 附录. ■ 

今后我们将毫无顾忌地«定所有这些陈述都是真的，并在需要的时候使用它们 • 

下一命題经常用来验证佐恩引理的假设成立. 

命題 6. 45如果 C 是鍵且 S = Ui . xj EC , «存在某个 x ,., 其中使得对一 

切 Xj€S 有 ij<Xi. 

证明对用归纳法 证明. 基础步显然为真.设5 = {々，…，心+丨}，并定义皮= { x ,,-, 
I ,}.归纳假设给出七，其中”，使得对一切巧它文有巧 因 C 是链，所以: TiSXxM 或 
x ,+ i 两种情形都给出了 S 的极大元素. ■ 

下面是佐恩引理的第一个应用. 

定理 6.46 如果 R 是非零交換环， WR 有极大理想 • 事实上， R 中的每个真理想 J 都包含在一 
个极大理 想中. 
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证明第二个陈述蕴涵了第一个，因为 R 是非零环，所以理想 {0} 是真理想，从而存在 R 中的 
极大理想包含它. 

设 X 是包含 J 的一切真理想的族（注意，因为 J 6 X , 所以 X 关用包含作为 X 的偏序.易 
知 X 的极大元素是 K 中的极大 理想： 不存在真理想严格包 含它. 

设 C 是 X 的一个链，于是给定 J , J 6 C . 或我们断言厂=)^/是 C 的一个上界•显 
然对一切 iec . /£/• ,所以剩下的只要证明 /• 是真理想 ./• 是理想的论证现在已经熟悉.最后 
我们证明 厂是真 理想.如果 /•=]?, 则1€厂.1取自/•必有某个 76 C 使得 16 J , 这与 J 是真理 
想矛盾. 

我们巳经验证了 X 的每个链有上界，因此佐恩引理给出所要的极大元素. ■ 

注如果环 R 的定义中不强调 K 必需包含1,則定 a 6.46 不成立.这种“没有单位的环” 
的例子是任一加法阿《尔縟 G , 在其上定义乘法为对一切 a , bee , ab = 0 . 理想的通常定 
义有意义，且易知 g 中的理想是它的 子鮮. 于是一个极大 a 想 j 怜是一个极大子群，由对 
应定理，这意味着 G / J 没有其子样.于是 G / J 是阿 H 尔单群，印 G / J 是素數阶有限* f . 特 
别地，馭 G = Q 作为加法阿贝尔縛，并 fc 里零 乘法. 读者可以征明 Q 没有胙零的有限商群， 

因此它没有极大子群.所以这个“没有单位的环”没有极大理想 • 

对一个偏序集 X 运用佐恩引理时，我们 强两必 需验证 X 非空.例如，一个粗心人会断言佐恩 
引理可用来证明存在 z 的极大不可数子集.定义； f 为 Z 的一切不可数子集的集合，并用包含作为 X 

的偏序.如果 C 是 X 中的链.则 M 然不可数子集 S ，= ys 是 C 的一个上界，这是因为对每个 S 6 
C 有 SGS ' 所以佐恩引理给出； C 的极大元索，它必是 Z 的极大不可数 子集. 当然，其破绽是 ； f = 
_ 0 (因为可数集的每个子集也是可数 集）. 

下面是佐恩引理的第二个应用.我们先把向貴空间的基的通常定义加以推广，使它适用于一切 
向量空间，而不必限于有限维的. 

定义设 v 是某个城 * 上的向量空间，并设 yev 是一个无限子集 .e 
( I )称 y 线性无关，如果 y 的每个有限子集玫性无关. 

( II >称 y 张成 V . 如果每个是 y 中有限 © 个元素的线性组合.当 v 由 y 张成时，记为 

V = ( Y ). 

( iii ) 向量空《 v 的一个基是栺一个张成 v 的战性无关的子集 • 

由此，一个无限子集线性 无关， 如果一旦 = o ( 其中只有有限个 a <：5 60), 
则对一切；有61,=0. 

例 6.47 设 i 是域，并把看作★上的向量空间.我们断言 
Y = {l*x,x 2 — } 

是 v 的基.因为任意一个 d 次多项式是1, J ：， x 2 , …， /的灸 - 线性组合，所以 y 张成 v . 因为不 
存在不全为0的标量 a 。， ai ，…，满足 i + x 1 、0( —个多项式只有在所有系数都为0时才是零 
多项式），所以 Y 也线性无关.因此 y 是^ 的基. ■ 

© 涉及无限基的 时候. 用子集替代表较方便. 

㊁ 只有 V 中元索的有限和是允 许的. 没有极限，无穷绂数的收敛性便没有意义，因此无限个非零项的和没有 定义. 



i 捵环 II 


247 


定理 6.48 域 F 上的每个向量空间 V 部有基.事实上， V 的任一线性无关的子集 B 都包含在 
V 的一个 基之中 t 即存在子集 B ' 使得的基. 

证明注意第一个陈述可由第二个得出，因为 B =0 是一个线性无关的子集，它包含在一个基 
之中. 

设 X 是 V 的一切包含 fl 的线性无关的子 集族. 因为 B € X , 所以族 X 非空.用包含作为 X 的 
偏序. 我们用佐恩引理证明 X 中存在极大 元索. 设6= { B , 是 X 的链. 于是每个都是包 

含 B 的线性无关的子集，且对一切 i , jej , 或如果 B >, ，…，坧.是这些年的任一 

有限族，则由命® 6.«,其中一个包含所有其他各个子集. 

令 fT = \ JBj . 显然包含 B , 且对一切 _;•€•/. . 由此，如果 B * 屑予 X /即如果 

B •是 V 的线性无关子集，则 fT 就是 S 的一个上界.如果 B •不是线性无关的，则它有线性相关的 
有限子集: V ,, , • yL . 九怎么放进 B •的？答案是有某个指标火 满足; ^ •因只有有限个; y ,, , 

所以存在民。包含一切即;但根据假设， B ,。 是线性无关的，这是一个矛盾._ 
所以 B •是全序子集 S 的-个上界.我们已经验证了 X 的每个链有上界，因此运用佐恩引理可知 X 
中存在极大元索. 

设 M 是 X 中的极大 元索. 因 M 线性无关，只要证明它张成 V (因为只要 M 张成 V ,它就是 V 
的包食 B 的基） . 如果 M 不能张成 V . 则存在满足€ ( M ) , ( M ) 是由 Af 张成的子 空间. 

考虑子集 - MU <^.1 • M 然现在 M •是线性无 关的： 如果 a 0 邱+ 2««,1=0,其中 
yi € M , 且 a 0 , 不全为0, »l a^O (否則出现在等式中的那些； y , 的集合将是线性相关的，产 

生矛盾）.但如果 a 8 尹0,則 《„ = — aySu ,', 与叫任 （ M ) 矛盾•所以 M 是 V 的基.最后的陈述 
只要定义 = 即可. ■ 

回忆一个向貴空间 V 的子空间 W 称为一个直和项，如果存在 V 的子空间满足 <0> = W n 
(即每个 x » ev 可以写成《»»+«/,其中和 u / ew '). 我们说 v 是 w 和 
W ' 的直和，并记为 v = w ㊉ W '. 

系 6. 49 向量空间 V 的每个子空间 W 都是一个直和項. 

证明设 B 是 W 的基.根据定理.存在了.集吖使得 8 UH ' 是 V 的基.容易验证 V = W ㊉ 
< Bl , 其中 < B '> 表示张成的子空间. ■ 

实数 R 的环是 Q 上的向童空间，常称它的一个基为哈梅尔 （ Hamd ) 基， 它在构造分析反例中有用 • 

例如我们可以用哈梅尔基证明存在滿足函数方程 /(x + y ) = /( x ) + /( y ) 的不连 续函数 /• R - R .© 

例 6. 50域4上向量空间 V 上的内积是指闲数 


© 这里是用无限* ««*« 明存在这神不连後函数 /. 和有 K* 情形一样，如果 B 是向量空网V的] fi, W 任一*败 
/■B-V 可以扩*为 .-个 《性变(见命 H7.49), 它*是 F(2r_i,> =2r,/ (*,). 一个 喑梅尔 基有基 
败（= I R I . 从而有，个函败/ : R-R 满足这个函数方程，这是因为每个线性变換籌是可加的.另一方面， 
R 上的毎个连读函数由它在 Q 上的值所鵪定， Q 是可数的，从两 R 上只有 c 个连续函数.所以存在不连续函败 /:R— 
R 满足函数方程 /Or 十= fix ') + f ( y ). 

我们已经证明了存在一个不连续函败 /* R ， R 对一切* tor € R 有 /(■«■ + >> = / Cx ) + /( y ). 即存在某个 a 6 R 
使得/在 a 处不 连续. 于 ft 存在某个《>0使得对每个&>0有一个 66 R 満足！ b~a ) <衣且| /(«-/( a ) 我 

们《明/在每个 c € R 处不连嫌.恒等式 6 —fl = (6+ c - fl )- c 给出 | (6 + c - a )- c |<^, 恒等式 + — 

fU ) = fib ) - /( a ) 又给出丨 /(6 + c - a )-/( c ) |>c 
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它的值记为 ( v , xp ) ,满足 

(HU ( I ) 对一切 u ， t /， w ; G V ，（ w +”’， U ») = ( v . tv ) + iv , Ul) t 
(_ ) 对一切 u ， ui^V 和 aei ， iavtiv) = a ( v ， w ) I 
(_i ) 对一切 v,w ^ V , ( v . tv ) = ( tv < v ). 

如果当 v=^ 0 时有 （ v,xO # 0 , 我们就说这个内积是鷂定的. 

我们要用哈梅尔基给出 R 上的一个确定的内积，它的一切值都是有理数.把 R 宥作<3上的向 M 
空间，并设 y 是基. 对每个 u , v€R, 存在;和有理数 a ,, 6,使得 i /= Sa i ； y , 和 W =2>,： y ,, 
必要时可用0系数（非零的《«，和非零的6,分别由^和《；唯一鴯定）.定义 
(«» w ) = 2 afij I 

注意这个和只有有限个非 零项. 容易验证我们定义了一个碥定的内积. ■ 

无限维向■空间有维数的概念，当然现在的维数是基数.在下面的证明中，将引用几个基数的 
亊实. 我们将一个集合 X 的基数记为 1 X 1. 

事实 I 设 x 和 y 都是集合，并设 /• x — y 是函數.如果对每个: yey , / _ l (： y ) 是有限的，則 
ixi <妗 0 | y | . 因此，如果 y 是无限的，« | x | < | y | . 

见 Kaplansky 所著的 {Set Theory and Metric Spaces } 丨因 X 是不相交并 X = / _1 ( y ) ， 所以 
该结果可由该书 43 页定理16得到. 

事实 II 如果 X 是一个无限集 ， Fin ( X )是它的一切有限子集的族 ，鰂| Fin ( X ) | = | X | . 

见 Kaplansky 所著的 CSet Theory and Metric Spaces ) t 这个结果也由定理 16 得到. 

事实 I { 施罗德-伯*斯坦定 a 1 如果 x 和 y 都是集合.且滿足和 | y |< 

|X|. »'J I x | = | Y | . 

见 Birkhoff-Mac Lane 所著的 t A Survey of Modem Algebra } 387 页. 

定理 6. 51 设 * 是城且 V 是 4 上的向量空间. 

( I > V 的任意两个基有相同的元素个数（即它们有相同的基数）.这个基教做 V 的维数并记 

为 dim ( VO . 

( II ) 城 A 上的向量空间 V 和 V ' B 构当且仅当 dim ( V ) = dim ( V , ). 

证明（丨）设 B 和 B ' 都是 V 的基.如果 B 有限， WV 是有限维的，因此 B ' 也是有限的（系 
3.90> • 此外在定理 3. 85中我们已经证明丨 B | =丨 • 所以珂以假定 B 和 B ' 都是无限的 • 

每个有唯一的形如的表达式，其中 o 4 €4 且几乎一切 at =0. 定义 t ; 的支撺（关 
于 B 的〉为 

supp ( v ) = {b 6 B > o * 9 * 0} » 

于是对每个 i < eV , suppU ) 是 B 的有限子集.定义 /« 皮― Fin ( B ) 为/(夕） = SUPP (6') • 注意. 
如果 supp (6’> = {知, W 6' 6 <*i . — = < supp ( b ')) , 它是由 supp (6’） 张成的子空间. 

因 < supp (6'>> 的维数是 n , 而 f 是无关的，所以 < su |> p (6')> 最多包含的个元素（系 3. 88> . 
因此对 B 的每个有限子集 T , f ~ HT ) 是有限的[当然，有可能 /->( T ) =0]. 根据亊实1 ,有 
I B ' | < | Fin ( B ) | ,再根据事实 n ，有 I B 7 |<| B | . 交换 B 和 B ' 的 角色得 相反的不等式| B | 
< 丨 f 丨，从而亊实 m 给出丨 = IB 丨 . 
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(») 只要修改系 3.105 对有限维情形的证明 即可. ■ 

下一个应用是用诺特环的素理想来刻画诺 特环. 

引理 6.52 设 R 是交換环，并设7是 R 中一切非有限生成的理想的族.如果，关0,則又有极 
大 元素. 

证明用包含作为7的 偏序. 根据佐恩引理，只要证明，如果 C 是，中的链，则厂不是 
有限生成的.如果相反， /• =( ai ,™, o , 則有某个使得而 c 是链，因此根据命题 
6.45, 理想 …， h 中有一个 （比 如叫它 J 0 > 包含其他 各个.从而厂 =( a l ,-, a .) Cl 0 . 因为 
对所有的 / ec 有 /£/* ,所以反包含 /«£'/• 是显然的.于是 = 是有限生成的，与 h€：T 
矛盾. ■ 

定理 6.53 (科思1 交换坏 J ? 是诺特环当且仅当 R 中的每个素理想都是有限生成的 • 

证明只箝证明充分性.假定每个索理想都是有限生 成的. 令7是 R 中一切非有限生成的理想 
的族.如果炙乒0,則引理给出一个非有限生成的理想它是非有限生成的理想中的极大的一个 • 
我们要证明/是素理想，从而和假设每个索理想都是有限生成的矛盾，因此分=0,即 K 是 
诺特环. 

假设以€/而0€/且因理想严格大于 h 从而 J + Ra 是有限生成的.于是 
可以假定 

J + Rta = < 1*1 + q a •“•，*•_ + r „ a ). 

其中对一切*,€ 了 ,0 € R •考虑 •/ = = { x € K : au € «•现在 l ^ rRb^J ! «6任厂所 

以有 / C ； ,从而 J 是有限生成的.我们断言/= (& ，…,因为每个& € / 和知 G / ,显然 
I . 关于反包含，如果 l^I + Ra ,则有 tu € K 使得 z = 乏 + 于是 

砉 

(2 u * r *) a = z ~ 6 l . 从而 2 tt * r * ^ J • 因此 *= (2 u * r * ) a ^ — 

由此， /= (»_ M …， 是有限生成的，产生矛盾，因此 f 是索理想. _ 

克鲁尔 （ W . Knill > 证明毎个诺特环有索3想上的 DCC (见系 11.163). 

下一个应用涉及域的代数 闭包. 回忆一个域扩张 K / i 是代教扩张，如果每个 a €/ C 都是某个非 
零多项式 /<： r > € «[>] 的根； 即 K / A 是代败扩张，如果毎个元索 aeK 都是* 上的代数元索 • 

我们已经在命题 3. 117中讨论过代败扩张，下面的命埋再扩充一点. 

命題 6. 54 设 K / A 是一个扩张. 

( I ) 如果 z 6 K , 則2是*上的代教元素当且仅当是有限的. 

( » >如果 Zl , * 2 ,…， *, 6 K 是 A 上的代教元素，則分，… ，*,>/* 是有限扩张. 

( iii ) 如果: y , z € if 是*上的代教元素，« y + z , : y * 和； y _l (对: y 祥 0) 也是 * 上的代教元素 • 
( IV )定义 

K . i , = {*€ K : 2 是 * 上的代教元素 

則尺砌是 K 的子域 • 

证明 （ 丨 > 如果是有限的，则命题 3. 117( 丨 ） 表明*是*上的代败 元索. 反之，如果 
* 是*上的代数元索，则命题 3. 117( V > 表明 4 U )/4 是有限的. 

( II ) 对 »>1 用归纳法证明.基础步是 （ 丨 ）. 关于归纳步，存在域塔 
k ^ kizx ') c A (*1 •*2> G … G 是 （*1 *•••»**) Q k ( zi ，― 


國 





现在 [> u a +1 )«« 是有限的，并根据归纳假设 ，0( Zl , •••,%):«是有限的.事实上，1>(% +1 ):« = 
d , 其中是 AO ] 中以 z n +1 为根的首一不可约多项式的次数（根据命 S 3. 117) • 但如果、 H 满足 
灸上的 c / 次多项式，則它在更大域 /=*=«& ，•••,％)上满足次多项式.由此可知 
lk ( z Y ,•••,«„+,) * k ( z l ,••••*.)] = [ F ( z „ +1 ) * F ] < ) * *]. 

所以 

Lkizi ，— ,2„ + i ) * k 2 = [ F ( z h+1 ) * 4] = [ F (2 Vh ) * F][F * k "] 

是有限的. 

( III ) 现在根据 （ ll )， A (： y ，*>/ 々是有限的.因为有限维向 童空间 的任一子空间也是有限维的 
[系3.90(|)],所以以3^+«：)5*(> 2 )和*(：>«)5*(> 2 )也是有限的.根据 （ I >, y^zy ：yz 和 
: y _1 都是 A 上的代数元索. 

_ ( IV )立刻从 （》) 得出. ■ 

定义 給定扩张 C / Q , 定义代数数为 

A = C,i g . 

于是， A 由成为 QO ] 中非零多项式根的那些复数组成，命题表明 A 是 C 的子域，它是 Q 上代 
数扩张. 

例 6.55 我们断言 A / Q 是代数扩张，但不是有 限的. 假设有某个整数 n 使得 [ A « Q ] = n .现 
在存在 ”+1 次不可约多项式 p (; c ) € QO ] •例如取/ >(：«•> ■ x _ +1 -2 .如果 a . p (_ r ) 的根，则 
a 6 A , 从而 Q ( a )£ A * 于是， A 是 Q 上的一个包含 U + l > 维子空间的 n 维向*空间，这是一个 
矛盾. ■ 

引理 6.56 ( 丨〉如果灰£；«££是 城塔. 且 E / fC 和 f (/ it 都是代教扩张，則 E / A 也是代數扩张 • 
⑴设 

K 0 S K, C - CK. S K.+, C ... 

是城的 升塔. 如果对一切 ”>0, K m + l / K m 都是代數扩张 • W K * = (J K „ 是城，它在上是代 

">0 

教扩张. 

(III >设 K = k ( A ) ,即 K 是通过在 ♦ 中添加集合 A 的元素得到的.如果每个 < i€A 都是*上的 
代数元索， WKA 是代教扩张. 

证明 （ i > 设《^£,丙 E / K 是代数扩张，存在某个 /(■!■>= ta / eKO ] 以 e 为根. 如果 
F = k (, b 0 ,-, a n ) , Wij e 是 F 上的代败元索，从而 《 a 0 , …, a ,,< r ) = F («> 是 F 的有限扩张，即 
有限. 因 fCM 是代数扩张.每个 a ; »是*上的代数元索，命题 6. 54( II ) 表明中间域 F 在 
* 上是有限维的.即有限. 

[ A ( ao [ F («) « *] = [ F («) ■ F][F • *] 

有限，根据命题 6. 54( I ), «• 是 A 上的代败元素.由此可知 K /4 是代败扩张 • 

(H ) 如果; y , Z 6 K " ,則它们在 K ■中， 因为： V 6 K ™ 和 ze / f ,, 可以假定 m < n ， 从而; y , 
K , CK *. « K , 是域，它包含; y +*， ： yz 和 ; y — 1 (如 果： y #0> .所以 K •是域. 

如果 Z € K - , 则必 有某个 n 使得 r 在中•而由 （ 丨 ） 的一个显然的归纳推广可知 
是代数扩张，从而 z 是 K 0 上的代数 元索. 因 K •的每个元索都是 K 0 上的代数元素，所以 /^/Ko 
是代数扩张. 
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ciii ) 设 zet ( A ), 由习题 3.95, 对 z 存在一个涉及*和 A 中有限个元素的扩张，比如 A 的这 
有限个元素为 <»1 ，…， a m • 因此*： 6 • 根据命题 6. 54( B )， 4( z )/ A 是有限的，因此 z 是是 

上的代数元索. ■ 

定义城 K 称为代数闭的，如果每个非常数的 /<■!：> e KO ] 在 K 中有根.城 A 的一个代数闭 
包是的一个代教扩张石，且 i 是代数闭的. 

Q 的代败闭包是代 数数： Q = A . 代数基本定理说 C 是代数闭的，此外 C 是 R 的代数闭包.对于 
代败基本定理我们已经给出了一个代数证明，即定理 4. 49,但是这个定理的最简单的证明也许是 
运用复变霣的刘维尔 （ LiouviHe ) 定理： 每个有界整函数都是常数.如果 /( or ) € C [ i ] 没有根，则 
l //( x ) 将是一个非常败的有界整函数. 

这里有两个主要的结果，第一，每个域都有一个代败闭包；第二，一个域的任意两个代数闭 
包同构.我们要用一个“大”多项式环来证明存 在性： 傕定 A 是域且了是一个无限集合，则存在 
多项式环 *[71, 其中每个<€ T 是一个变#.(当 T 有限时，我们已经构造过* [ T ], 无限的情 
形本质上是 *[ U ] 的并，其中 U 遍历丁的一切有限 子集. 对无限集丁构造 t [ T ] 将在习 H 9. 93中 
给出> • 

引理 6.57 设*是域，并设 it [ T ] 是以集合 丁为变 量的多項式环•如果 h ,.",*, € T 是不用元 
素 JL / ih ) € 是非常數多項式， * U [ T ] 中的理想 f = 山…, /„(!,)) 是真 * 想. 

注如果 n =2, «和 / 2 ( t t > 互素，该引理说1不是它们的线性组合. 

证明如果 I 不是 a [ t ] 中的真理想，则存在 /^( r ) e t [ r ] 使得 
1 = A 1 (T)/i(* 1 > + … +fc«(T)/,(0. 

考虑域扩张 *(〜，•••, a , > . 其中对丨‘=丨，… ，”, ai 是的根 （/,. 不是常 数）. 记 MT ) 中涉及的 
<1，•••,&之外的变撤为_ 賦值： i < r « 时，令 i _> n + l 时.令<,.=0 (賦值 是环同 
态 K [ T ]-*( 0 l ,"，, ail )) ,右埔为0,得出矛盾 1=0. ■ 

定理 6.58 给定城《，存在 * 的代数闭包 

证明设 T 是集合，它和 *0] 中的非常败多项式的族构成一一对应•设 R = / l [ T ] 是大多项式 
环，并设/是 K 中由一切形如/( V )的元索生成的理想，其中//色了,即如果 
fix) = x"+ a,_| I *- 1 + …+ a 0 , 

其中则 

/( 々 >-= + … +a 0 . 

我们断言理想/是真 理想. 如果不是真理想，則]€/,并存在不同的元索 A ，…， € T 和多项 
式/ ^( T )，•”,<( T ) e *[了]使得1 = A l ( T >/ i ( t 1 ) + …，与引理 矛盾. 因此根据定 
理 6. 46,存在 R 中的极大理想 M 包含 /. 定义 K = R / M . 现在分几步完成证明 • 

(i ) K /4 是城 扩张. 

我们知道闶为 M 是极大理想，所以 K = R / M 是域. 此外，由复合 
k -* ^ CT 3 = R - ———— *- R/M = K 

(其中是包含映射）构成的环映射不恒为0,这是因为1卜丨，因此根据系 3.53, (? 是 单射. 我们 
把走等同于 imfl CK . 

( I ) 每个非常數多項式 / Or ) 6*0] 在 K [>] 中分裂 • 

根据定义，存在使得且陪集 / y + AfeR / Msi (是 / U ) 的根. 现在对次 
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数用归纳法可导出 /(: r ) 在 K 上分裂 • 

( iii ) K /4 是代教扩张. 

根据引理6.56(||>,只要证明每个是 * 上的代数元素[因为尺=*(—切《 / + *0],而 
这是显然的，因为"是八*〉6 的根 • 

显然 K 是代数闭的，但证明富于技巧[见 I . M . Isaacs “Roots of Polynomials in Algebraic Ex ¬ 
tensions of Fields ." American Mathematical Monthly 87 (1980) • 543~544]. 我们通过下列构造来 
避开这一 证明. 定义 h = K 并迭 代： 按照从 * 构造 K 相同的方式，从 h 构造 h +1 . 存在一个域塔 
A = *o G 灸 1 S … S *• G G …， 

其中每一个扩张屹 + I M „ 都是代数的，且 U >] 中的每一个非常数多项式在4 >+1 中都有一个根•根 
据引理 6.56( li >, fl = U *» 是*的—个代数扩张.我们断言， fl 是代数 闭的. 如果 g ( x ) = fa •，: r ' 
e flO ] 是一个非常数 i 项式，則它只有有限个系数，叫，…，*^,因此存在某个包括所有系数的 
k q . 由此可得 / r (： E ) 6\1>],于是如所期里的 ， w ： r > 在中有一个根.因此， fl 是 A 的代数 
闭包. ■ 

系 6.59 如果 it 是可教城，刻它有可教的代数闭 &• 特别地， Q 或匕有可数的代教闭包. 

证明如果*是可数的，则因为 40] 可数，所以一切非常数的多项式的 集合丁 可数，比如 
T = {/, , t 2 ,-") ■ 因此 *[ T ]= *[«,,-.<,] 是可敫的，它的商卜（定理 6. 58证明中 的商） 也是 

可数的.对用归纳法可知每个 < 可数. 最后，可数集的可数并也是可数的，所以4的代败闭 
包是可数的. ■ 

我们现在证明代败闭包的唯一性. 

定义如果 F /4 和都是扩张，《—个 4- 峽射是指逐点明定♦的坏同 * f • F — K . 

我们注意到，如果是扩张， pifC — K 是映射，且是某个不可约多项式 〆 :的 
根，则？ 1 置换 〆 x ) 在 K 中的一切根 {“ = a !， a 2 , …， 〜} • 如果 〆 ； r ) = •!* 十〜—!；!" -1 +•••+ c 0 ，则 
0= 〆 “■-)= + c ._, of -1 + •- + c 0 • 

闪为？固 定一切 从而 

0 = [Wa,)]" +f(c._ 1 )[f(a 1 )D a - 1 + — + «c 0 ) 

=[««.)]*+ c ,_, [« a , )]•-»+... + c 0 , 

所以 P ( a ,) 是 〆 x ) 在 K 中的根.最后，因9■是单射和 < ai , a 2 ，…, a r > 有限，所以 f 是这些根的一个 
置换. 

引理 6. 60如果 K / A 是代数扩张，《每个 *- 峡射？> | fC — K 是 K 的自同构. 

证明根据系 3.53, 是-映射9>是单射.为 iE 明？ 1 是满射，设<2€«.因 KM 是代败扩张，存在 
不可约多项式 pOr > € 4|>]以《为根.如同我们前面的注记，9是映射蕴涵它置换 〆 ; t ) 在 K 中 
的那些根的 集合. 因此有某个 i 使得 a = Wa ,.) ,所以 ■ 
下一引理将通过把函数族排成偏序来运用佐思 引理. 因一个函数本质上是一个集合，就是它的 
图像，所以取函败的并以获得一个上界是合理的，下面我们给出详细讨论. 


引礓 6. 61如果是代教闭包，且 F /4 是代數扩张， H 存在单射4-峡4故 1 F — f . 
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证明如果 E 是中间域，我们把一个有序对（£，/)称为一个“逼近”，如果 /*£：_+ 

石是一个 A - 映射.在下图中，除/之外的箭头都是包含映射. 

K 

* ►£ — ►f 

定义 

兀={逼近(瓦,/)}. 

注意，因为(*,1 4 ) 6 X ,所以 X 手 0. 定义； f 上的偏序为 

( E ,/) ^ (^*/)如果 E "且/’ | E = /. 

限制/丨 E 等于/的意思是指/’扩张 A 即两个函数只要可能就是一 致的： 对一切 E ,/ U ) = 

/<«) . 

易知链 

S ={( E > ,/ i ).>6；} 

的一个上界是 （U U />) • 显然 UA 是中 间域. 可以把 4>= U /, 理解为各个/,的图像的并，但 

下面是更实际的 描述： 如果则有某个）。使得 “ eE >, ,并有“卜/}。(《> • 注意 <* •是合_ 
理定义的：如果 “ eE \, 为了简化记号，可以假定因为/ ; ,是_4的扩张，于是有 
/>,<«> -/；/«> -读者可以脸证《•是 * -映射 • 

根据佐恩引理， X 中存在极大元索 （ E ^/ o ). 我们断 UEosF , 这就完成了证明（取必=/ 0 即 
可）. 如果 & CF , 則有< 1 6戸而《 1 «£ () . 是代败扩张，所以 F / E 。 也是代败扩张，于是存在 

不可约多项式 pu ) e e 0 [ x ] 以 a 为根.因 i / t 是代数扩张且; j 是代数闭包，我们有 *[ x ] 中的因式 
分解： 


fo (p(x)) ■= JJ (j —6,). 

其中 /<； 1 诱导的映射•如果一切 6,. 都在/。(£^£石中.则对一切《_, / d *" 1 %) e 

E 0 eF , 并存在 〆I )在 Ft >] 中的因式分解.它 就是心 ）= liDt - ZT 1 %〉] •但 a « E 。 雄涵对 

一切 ha #/。- 1 %〉. 由此， T - a 是 〆 : r > 在 FU ] 中的另一个因式，这与唯一因子分解 矛盾. 由此 
可知存在某个 ACim / o . 根据定理 3. 120( H >,我们可以定义/, • E 0 ( a )4 k 为 
c 0 + citt + c 2 a 2 + … H */ 0 < c 0 > + /' 0 ( c 1 >6 i + / 0 (<^>tJ + …. 

容易验证 _ A 是（合理定义的）扩张/ 0 的卜映射.因此 ( Eo ，/ 0 ) < (£„(«),/,) ,与 （ E 。，/。） 的极 
大性矛盾.这就完成了 证明. ■ 

定理 6.62 城4的任意两个代教闭包经一个6 - 映射而同构. 

证明设 K 和 L 是域 * 的两个代数闭包.根据引理 6.61, 存在*-映射 — L 和心 L — K . 
根据引理 6.60, 两个复合#: K — K 和 — L 都是自同构•由此 0( 和扔是 卜同构. ■ 

现在可以说一个域的代数闭包了. 

本节剩下的内容是研究任意域的结构，我们从单超《扩张 4(： r ) 开始，其中 A 是域，1是 A 上的 
超越元索，即考察函数域 4 Cr ). 

定义如果？ > e *( a :>， 則存在多項式 〆 : t ), A (; c ) e *[ x ] 瀉足 （*, A ) = 1 且 9> = ^ x )/ ACr ). 定 
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义炉的次数[记为 degree (?>)] 为 

degree (W = max{deg ( g ) t deg ( A )} • 

一个有理 函数？ G 叫做线性分式变换 • 如果 

cx ~r d 

其中 a ， b ， c，d 々和 — Ac 尹 0. 

现在的次数为 0 当且仅当 P 是一个常数 （即 A ), 而习题 S .56 说 fe *( x ) 的次数 
为1当且仅当？>是线性分式 变换. 如果 D 2 eGL (2,*) ,记 < A > = ( flx +«/< cr + d ). 如 

果定义 <A ⑴ A > = { A ' A > , 则容易验证一切元素在 4 中的线性分式变换的集合 LF (« 在这个运箅 
下 是群. 习题 6. 57中，读者将 证明 LF (« ^ PGL (2,« = GL (2,«/ Z (2，《 ,其中 Z (2,4) 是一切 
2 X 2 (非 零〉 标量矩阵组成的（正规）子群. 

命通 6.63 如果沪 e « x ) 不是常數，則9>是 * 上的超越元索，且《工)/«9>> 是有限扩张且 
[*( x ) > * Cf )] = degree (9). 

此外，如果炉=且 ( g ， h ) = 1，则 

irr ( j .*(9)) = g ( y ) — < fh (. y ). 

证明设 / f ( x ) = S a , x ' 和 2 6 〆 1 6 现在 d ( y ) = g ( y ) 一热 （ y ) 是 k {9)[_ y ] 中的 

多 项式： 

0( y ) = 2 — 9 S = S ( a ;— 孙 I > y • 

如果沢: y > 是零多项式，则它的一切系数都是 0. 但如果 h 是 / Ky ) 的一个非零系数，则 q — 

给出9 = q /6,, 与 f 不是常数的偎设，即央€々矛盾 . 由此 

deg ($) —deg ( g ( y ) — Vhiy )) = max{deg ( g ) ,deg (/ i )> = degree ( f ). 

Wx 是外 y ) 的根，所以上的代数元素.如果史是 ★上 的代数元索，则走(朽/务是有限的， 
从而 [ k ( x ) * 0 = [ k ( x ) * k (< P ) Xk (9) * «有限，产生矛盾•所以 f 是 * 上的超越元素 • 

我们断言沢; y > 是 ★(9 > ) Ly ] 中的不可约多项式.如果不是，则根据高斯的系6.27,扒: y ) 在 
H 9) Ly ^ 中可分解•但 0( y ) = g ( y ) -拓 （ y ) 关于是线性的，从而系 6. 37表明 Oiy ) 是不可约的 • 
最后，因 deg (们 = degree (9) * 所以有 [ Ar ( x ) • ^(9)] = degree (^) . ■ 

系 6.64 设 9>€ iK * r >， 其中 Wx 〉 是域 A 上的有理函數域， 則是 (90 =是 (: r ) 奋且仅当史是线性 
分式变换. 

[358] 证明根据命題 6.63, = ★(: c > 当且仅当 degr 枕（9>) = 1 ,即9是线性分式 变换. ■ 

系 6.65 如果 ★(•!：) 是城 A 上的有理函數城，則 

Gal ( k ( x )/ k ) ^ LF ( k ) • 

LFU ) 是 A 上一切线性分式变換的鮮 • 

证明设 (7 : Mi )-^ U ) 是 ACr ) 的固定々的自 同构. 现在工卜^，其中/ 6 ACc ) ,因 (X 
是满射，必有 = 从而根据系 6. 64,/是一个线性分式 变换. 定义 y : GdOKoOA ) — 
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LFU > 为读者可以验证 y 是同态 » 因为广 1 是这样的函数，它把任一线性 
分式 变换？ | = (oi + W/(cr + £/> 指派给把 a * 发送到？■的4(工> 的自同构，所以 y 是 同构. ■ 

定理 6.66 { 吕罗特定理1 如果 《： r > 是一个单超越扩枨，則每个中间城 B 也是《的单超越扩 

张：存在9>€ B 使得 B = *(?>) . 

证明如果不是常数，则根据命题 6 . 63 ,[*( or >:* (炉]=[*( 2 >:8][8|«炉]是有限 
的，因此[走(工）<8]是有限的且1是8上的代数元索.命题6.63的证明表明如果？芒《工〉，则？ 
是 ijT (_ r ,« f )) 的一个系数，吕罗特 （ LUroth > 定理要证明它的逆，即证明有 irr (: r ， B > 的某个系数 
沪使得 B = *(?). 现在 

irr ( x . B ) = y + A ._, y *- 1 + ••• + /*, 6 B [ y ]. 

每个系数都是有理函数，比如说 ft = «> U 〉/ A〆 ：!：） ，其中办(文）,~<：10 6*|>],我 
们可以假定每个沿都是既约项，即（汾七 ）= 1. 用 / Cr ) 表示 lcmUo , …， 于是，对所有 
t . 有《 〆 *>€*[*]使得 /(*)■" 此外 ， gcd = 1•我们断言 

i ( x , y ) = /( x ) irr ( x . B ) = /( x)y + + ••• + i < c/?o € *0][3>] 

是本原多项式（当然， = / M >,; y ], 但我们愿意把它看作系败在 A |>] 中的关于; y 的多项式）. 
如果 i (: t ,； y ) 是非本原的,则存在一个不可约的多项式 p ( ar ) € 整除 /( x > 和每一个现在，对每 

个之有/= Ufhp 如果对某个/有/則在 40] 中根据欧几里得引理有 p | W 为(办,~)»1,从 
而 心. 但是/>丨 “ rf >( f ( x ,： y ) 的第，个系数） ，因此 由欧几里得引理可得 p | 产生矛盾.我们得到对 
所有/，沪 I ，这与 gccUK « o ) = 1 矛盾.根据引理 6.24( I ),/( x)~ l fiirr ( x . B ) 的容度. 

如果记出现在一个多项式 a ( x ， y > 中 > 的最髙抱数为 deg , ( a ) ，则 n = dcg / f ) !设 m = 

»-l 

deg r ( i ) •因 i ( x 9 y ) * /< x)y + ^ f ( x ) p e y f , 我们有 m = max / {deg (/) , deg (/^) }. 现在对一 

t-o 

切 I/(:r> ， 从而01邙（~><(^(/)<；11[因为/(：|：>是*(0：， > 0的系数之一].另外，对你 
= \cm {h 0 t^^h n -i)g t /h f = ( lcm W 0 , …，心 € *[:] •有 deg ( 足 ，> < deg(«^>)= 
deg ( fpf ) < m . 由此可知 deg ( g ( ) < m 和 deg ( h £ ) < m. 

iirCr , B ) 有某个系数 ft 不是常数，否则 j ： 是々上的代数 元素. 省略下标），记 ft = g (* r ) A (* r ) , 
并定义 

9 = Pj 篇 g (. x )/ hix ) € B . 

现在 g ( y ) -<0 Uy ) = g ( y ) - gU ) h (. xr l h ( y ) 6 BW 以 *r 为根，从而 irr UJ ) 在 B [ y ] C 
« x )[ y ] 中整除 g ( y ) -< fh ( y ). 所以存在 q ( x 9 y ) 使得 

irr ( x 9 B ) q ( x 9 y ) = g ( y ) — ^ iy ). (1) 

因 = Mx )- I ( Mx ) g ( y )-^( x ) A ( y )). 所以容度 f (器 ( y ) — 并 i ( y >) 是 《 or ) 一 1 且相伴本 

原多项式是 

^ Kx 9 y ) = h ( x ) g ( y ) — g ( x ) h ( y ). 

注意 ^>( x , y ) 6是 Dr ][ 3 »] 和少 ( y ， x ) =— ^>( x , y ). 

重写等式(1>，其中 c ( 9 ) eHo ：) 是 9(： r ,： y ) 的 容度： 

fix )~ l i ( x 9 y '> c ( q ') q (. xty ) 9 h ( x ) = <^{ x 9 y ) 

(回忆 /( x 广 1 是 iirU , B ) 的容度且 i ( x , y ) 是它的相伴本原多项 式）. 根据髙斯引理6.23,积 


«( x ,; y ) 9 (4 r ,： y ) •是本 原的.伹® Cro ») e *!>][>], 从而引理 6. 24(，） 给出 fixT 1 ciq > h (. x ) G * W . 现 
在定义 9 *•(■!， y ) = c (. q ) hix '> q (, x , y '), 从而 q ''(. x , y ) 6 *[ x , y ] 且在 *[ x , y ] 中有 

i ( x , y ) q "(. x , y ) = #< x , y ). (2) 

我们计算 (2) 式中的 次数： 左埔关于 x 的次数是 

deg z (>9 **) = deg J ( i ) + deg x ( q **) — m + deg J (^**) . (3) 

而右端关于: r 的次数是 

deg x (®) =max {deg ( g ) , deg ( A ) } ^ m . (4) 

如同上面我们知道的 那样. 由此可知 m + deg/fXm , 从而 degi ( 9 M )=0 !即9"(^)是一个 
变 ft ： y 的 函数. 但4•(: r ，; y ) 是关于: r 的本原多项式，因此对称^=一 #( u ) 表明它也是关于 ; y 
的本原多项式 • 于是 q “ 是一个常数，从而 i (; c ，; y > 和 4 K : r ，; y ) 在中相伴，因此 
deg jr « P ) = deg J («) = m . 这个等式和等式 （4) 一起给出 

m = deg z (<&) = max{deg ( g ) .deg ( h )}. 

少的 对称性又给出 de gj ,(*) = de gl (#), 从而 

n = deg y ($) = deg x (®) = m = max { deg ( g ) > deg ( A )}. 

根据定义 ， degree (.9) = max{deg (*) ,deg ( A )} = m , 因此命理 6. 63 给出 [*(; r ) •*(?>〉] = m . 最 
后，因 f € B , 有 [*( x ) « *(«] - O ( x ) « B][B « *( W ] •由于 [*( i ) . B ] = n = m , 因此 这迫使 
[B I *(«] = 1 , 即 B = *(« . _ 

对 ”>1, 有满足 •，: r «> 的中间域 B 的例子，它不 ft 这样容易描述的 • 

_ 我们现在考虑更一般的域扩张. 

定义 设 £/* 是城扩张 . E 的子集 U 称为在 * 上代数相关， 如果存在有限子集{叫，…，、}^^ 
和非零多項武 /(A .-. x .) e *[ x , ,-. x .] 使得 /<«, ，-, u K ) = 0 •称 £： 的子集 B 代敝无关， 如果 
它不是代教相关的. 

设 E /4 是域扩张，设6 E . 并设 f • *[ x,,-,xj - E 是賦值映射，即对一切 
/( x,,-.,xj 6 , ?是把 /(々 ，…, x ,) 发送到 /( II ,. 的 同态. 现在 ，… ， tt R > 

是代败相关的当且仅当 kerf 关 {0> • 如采 <叫 ，…， 《0是代败无关的，则 ？ 扩张为同构 《々，•..， 
x n ) S *(«| ，••••《-> ££,其中 k { Xl ,-, x m ) 是有理函数 Frac (*[ x ,,-, x .]) 的域. 特别地， { x , , 
-, o：J eE =*( x ,,..., x .) 是代数无关的，这 是因为 在该情形下， P 是恒等映射 • 

因代 败相关子集必须是非空的，由此空子集0是代败无 关的. 单元集是代数相关的如 
果*是4上的代数元索，即*是4上一个#常败多项式的根，而《是代败无关的，如果*是4上的一 
个超越元索，此时 

命題6.67设 EM 是城扩张，并设[/££，《1/在*上是代數相关的当且仅当存在使得 
“是 / KU — {«>) 上的代教元素. 

证明如果1/在*上代数相关，則存在代数相关的有限子集 l / sU , ，…， kJGI /•对用 
归纳法证明有某个“，是 HIT — 上的代数 元索. 如果 r > = l , 用存在某个非零多项式 / Oc ) 6 

务1>]使得/(«】> =0,即…是*上的代数 元索. 而 IT - Ui } =0,所以 Ul 是 Kl /'- Ui }) = 
«0)=«上的代数 元素. 关于归纳步，设 U ' sUi ，…,《„ +1 }是代败相 关的. 可以假定 { Ul , 

是代败无关的，否則，归纳假设给出某个〜，其中它是 u ,) 上的代败元 
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素，因此是 ■ fcO /'- U ,}〉 上的代数元岽.因 IT 是代数相关的，存在非零多项式 /( x ，； y ) 

X % , y ] 使得 f ( u , u u + i ') = 0，其中 X = (A ，… ，•!•）， y 是新变置, 5 = (ai ，—, u H ). 可以写 /( X ， y ) 
= ' Z/giCxyy , 其中真,(幻€*[欠](因为*[欠,；>>]=*[幻[：) 0 >.因 /( x , y ) 尹 o , 有某个 gi ( x ) 
垆 0, 由此从 {岣 ，…， 《,} 的代败无关性 可知沁 （3)^0- 所以 A ( J >>= 不是零 

多项式.但0 = /(3,“„ + 1 )=/!(«*»■„> , 从而“ „+, 是 4 ( Ul ，…， 《,> 上的代数元素 • 

反之，假定《是《1/—上的代数元索，可以假定 1/— U } 是有限的，比如 17—= <«:,“•， 
u „) . 其中 n >0( 如果 ” = 0 ,我们指的是 I ；一 { u } = 0> . 对 n >0 用归纳法证明 U 是代数相关 
的.如果 n = 0, 则“是4上的代数元索，因此 U ) 是代数相 关的. 关于归纳步，设 U — = 

Ui ，… ，“，丨.可以假定1/一 {〜+丨} = {“丨•…, 《„} 代数无关，否剡 U — 彳〜 +| },并因此它的超集 U 
是代数相关的.根据假设，存在非零多项式 /(_ y > = 使得 /(« Vh ) =0. 

因 /( y >9 t 0, 可以假定它有一项，比如 c ,.9&0. 现在对每个 i ，…， 《,> ,从而存在有理函 

数 c f ( Xi ， •“， X ,)使得 q (3) = c ; ，其中 ii =(岣 ，…， u ,> . 因 /( i ^+ P ^ O ， 我们可以通分.从而可 
假定毎个 C / Cx , ，•••，■!•,>■ *[ x , t —. X .] 中的多 项式. 此外， f >(2> 矣0 jg [涵 fyCx ] ，—, a :„) #0 , 从而 
g ( x , ，― , y ) = 2 C 〆 *"." •*«) 〆 _ 

非岑•所以 ，…， 《, +1 } 代败 相关. ■ 

定义城扩张 E / A 称为钝超越的.如果不是 £=* 就是£包含一个代数无关的子集 B 且 E - 
HB). 

如果 X ={&,•••, 心}是有限集，《 

k(X) = *(j ! ，— , x m ~) = Frac (*[ 々 ，…， •!：■]) 

叫做 n 个变量的函数域. 

我们要证明如果£/>是域扩张，則存在中间域 F •使得 F / t 是纯超越的以及 E / F 是代数的.亊 
实上， F=«B), 其中 B 是 E/t 的极大代数无关子集，而且任意两个这样的子集有相同的基数•这 
个证明本质上和向量空间的维败不变性的证明相同，因此我们把这个证明公理化 • 

回忆从集合 y 到集合 Z 的个关系是了集 RSYXZ . 我们写作 3*： r 代替泛 K . 特别地， 
如果是一个集合， POJ > 是它的一切子集的族， S 是从 / J 到 POJ ) 的一个关系，则我们用 

x^S 

代替 U , S ) 6^. 

定义集合上的一个相关关系 是指从 的关系它满足下列公 a , 

( I )如果；則 ■rSSi 

(«> 如果: r < s , « 存在有限子集使得 I <文》 

(«>( 传递性 1 如采 jrSS, J ■有莱个滿足对一切 * e S,s；^ T, ai x<T, 

< IV ) t 交 换公理 1 如果: r $ S 和 • r ^ S -{; y > ， « (S - {>}) U [ x ). 

传递公理说，如果 i 和集合 S 相关，且 S 的每个元索和另一个集合了相关，则 x 和了相关. 

例 6.68 如果是向量空间，則定义: rSS 为 ze < S > ,这是由 S 张成的子空间.我们断言 S 是 
相关 关系. 前彳个公理容易验证.我们验证交换 公理. 如果 ; eg S 且: r 幺 S — {>} ,则 S =^ U < y } , 
其中 y 任窆- 存在标量 A ， a 使得 I = <?y + 2 a i 5 i ，其中 s .- € S * , 因 _ r 任 < S *> ，必有 a ^ O . 所以 
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[ M ] y = a -' ( x - ^>内）€ ( S ：, x ) ，从而; y < 夂 U . ■ 

引理 6.69 如果 E / it 是域扩张，定义 <»< S 为上的代數元素， JH a ：^ S 是一个相关关系. 

证明容易验证相关关系定义中的前两条公理，现在我们验证公理 （《): 如果 _ r < S 且有某 
个 Ten 满足对一切 5 €5有 1 <7',则^:^丁.如果 f ■是一个中间域，用 F 表示 F 上一切代数元 
素组成的域.使用这个记号当且仅当此外，对一切 s € S 有* ST 就是说 
sssnr , 由此，根据引理 6.56( 丨 ）， xeirfy ,从而*幺丁. 

交换公理说，如果 “< S 且 “SS — {»> ,則 U U >. 记，于是《是 
« S ) 上的代数元索，且 u 是上的超越 元索. 现在根据命題 6.67, U , v } 在; KS 7 〉 上是代数相关 
的，从而存 在非零 多项式 / X : r ,_ y ) 使得 /(«,«) = 0. 更详细地说， /(; c , y ) = 价 (: r > + 

g i ix ) y +-+ g H (. x ) y ' ,其中 g ,(: r > 非零.因“是4(夂> 上的超趨元索，必有心 （ u )#0. 所以 
A ( y ) = /(«.>) 6 K ^. ttJCy ] 是非零多项式•但 hiv ) = f ( u . v ) = 0 ,因此 v 是*(皮,“）上的代数 

元素，即 V < s 7 u u > = ( s -{ v >> u < u ). m 

例 6. 68 引出下面的术语. 

定义设<是集合/!上的相关关系.子集 SS /3 称为相关的，如果存在 s 6 S 使得» 
称 S 是无关的，如果它不是相关的.我们说子集 S 生成 fl . 如果对一切 fl 有: c < S . fl 的一个基是 
指生成 fl 的无关子集. 

注意0是无关的，因为相关子集有 元索. 如果则 S 是无关的当且仅当对一切 j 6 S 有 
s ^ S -{*>. 由此，无关集的每个子集也是无关的.根据命 S 6. 67, 在引理 6. 69 中的相关关系下， 
刚定义的无关和前面定义的代数无关是一致的. 

引理 6.70 设 S 是集合上的相关关系.如果是无关的且有某个满足 z 幺 T ,則 
TU {*> 2 T 是严格较大的无关子集. 

证明因 zfiT, 公理 （ 丨 ） 给出 T, 从而 TCrUU> ,由此 （TU — = T. 如 

果 TU U} 是相关的，则存在 f € TU U> 使得 *<(TU {*})-{*)• 如果 f = r, 则：< TU U}_ 
{*} = T , 和•矛盾.所以 7 '•因了是无关的， t 炙:如果在交换公理中令 S = 丁 U 
<*> — {/}，《 = •*•和 y = * ,则有 (TU <*>-{<})-<*} U <<} = T, 和假设 zjSr 矛盾.所以 
了 UU> 无关. ■ 

我们现在推广交换引理，即引理 3.84 的证明和它在维数不变性上的应用（即定理 3. 85). 

定理 6. 71如果 < 是集合上的相关关系， Wfl 有基.事实上， fl 的每个无关子集 B 都是一 
个基的一部分 • 

HU 证明因空集0是无关的，所以第二个陈述蘊涵第一个陈述. 

我们用佐恩引理证明存在 n 的包含 B 的极大无关子集.设 X 是 fl 的包含 J 3 的一切无关子集的 
族，用包含作为偏序.注意 X 非空，因为 B 6 X . 假设 C 是 X 中的链.显然，如果 C * = [J C 在 X 

C€C 

中，即<：，是无关的，則<^是 C 的一个上界.如果相反 ， C . 是相关的，則存在;使得; 
c * - { y }. 根据公理 （8), 存在有限子集 U , ，…,- { y > 使得 : y •现 

在有 Q e c : 使得 ye Co , 且对每个 i ，存在 c ,. e c 使得々 e c ; • 因 c 是链，它们中有一个（把它叫 
做 cr ) 包含其他各个，且相关集合 包含在 c " 中.但因 c 7 是无关的，从而它的子集 

也是无关的，于是出现矛盾.现在佐恩引理给出 X 的极大元素 iW ,即 M 是 fl 的包含 B 的极大无关 
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子集.如果 M 不是基，则存在使得 I 么 M . 根据引理 6.70, 是严格大于 M 的无关集， 
这和 M 的极大性矛盾•所以基存在. ■ 

定理 6.72 如果是有相关关系 < 的集合，《任意两个基 B 和 C 有相同的基数. 

证明如果我们断言 C =0. 否則，存在; y € C ， 因 C 是无关的，所以; yjKC —{： y }. 
但且 0 GC — ，因此公理 (16) 给出; y<C — ^ ,于是出现 矛盾. 所以可以假定 B 和 
C 两者都非空. 

现在假定 B 是有限集，比如 B ={々，••• , x ,}. 对用归纳法证明存在{力 ，…,九 - deC 使 

得 

Bk = {>!.•••»>*-! ,x t , — ,x n \ 

是基 ： B 中元素 A ，…, Xh , 可以换成元索％ ，…，: ec 使得丑 4 成为基.定义恥= 3,基础步的 
意 思是： 如果 J 3 的元索没有被替换， WB = B 。 是基，这是显然成立的.关于归纳步，假定 J 5 t = 
是基.我们断言存在 ; y € C 满足： . 否剡对一切 ; yt C 有; 
但因 C 是基. 所以 x t <C , 从而公理 （ ili ) 给出,和珥是无关的相矛盾. 
因此可以选取; y * € C 使得: y * 备根据引理 6. 70,由 

B *+i =* U (>>*} = {>i .*••.>*.■**+) .— . x .> 

定义的集合 B * +1 是无关的.为证明 B * +) 是基，只要证明它生成 fl . 现在外 彡氏 （《为 B 4 是 基〉， 
且;彳 x *} ,交换公理给出 a ** < ( B *-{ x *)) U ( y *> = B t+l . 根据公理 （I ), B * 的其他一 
切元索和 B * + l 相关•现在 fl 的每个元素和相关，而氏的每个元索和 B 1+ l 相关，由公理（ II ), 
B *+, 生成 fl . 

如果 | C |> n -| B | ,即如果 y 的个数比: r 的个败多，则于是 C 的一个真子集生成 fj , 
和 C 的无关性 矛盾. 所以 | C |<| B |. 由此 C 是有限的，从而可以交换 B 和 C ' 的角色而重复前面的 
论证 .因此 I B |<| C | ,且由此可知，如采/7有有 限基. 刺 | B | = | Cl . 

当 B 无限时， 读者可 以修改定理 6.51 的证明来完成本 证明. 特别地，在证明中可以在相关关 
系的定义中用公理 （ii ) 来替换 siipp ( i »>. _ 

我们现在运用这个一般结果到代数相关上. • 

定义如果£/★是城扩张.則一个超越基 B 是相£：在 / fc 上的_个极大代數无关子集， E / A 的超 
越次数 定义为 

tr . deg C E / k ) = I B | . 

下一定理证明超越次数是合理定义的. 

定理 6.73 如果是域扩张，《存在超越基 B •如果 F = « B ) ,則 F / A 是纯超趄扩张且 
E / F 是代数 扩张. 此外，如果8和（：却是极大代教无关子集 • 《 | B | = | C | . 

证明在引理 6.69 中，我们知道如果定义 0 <5为 0 是《(5> 上的代败元素，则 0 ：^5是一个相 
关关系.根据定理 6. 71和 6. 72, 超越基 存在，且任两个基有相同的基数，即超越次数是合理定义 
的 • 剩下的是证明如果 B 是超越基，則 E / HB ) 是代败扩张.如果不是，则存在 a e E 使得 0 是 
上的超越元素 ■根 据引理 6.70, BU 是代数无关的，和 B 的极大性矛盾. ■ 

例 6. 74 ( i ) 如定理 6. 73中所述.中间域 F 未必唯一.例如如果 E = Q (») ,则 Q ( jt *) 和 

QOr 2 ) 都是这样的中间域. 

( II ) 如果£=«工 1 , …，: r „) 是域 * 上”个变量的有理函数域，则 tr . deg ( E /« = n ,因为{而，…， 
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七}是 E 的一个超越基. 

(IB >如果 E /* 是域扩张，是代数扩张当且仅当 tr . d 明 <£：/«= 0. ■ 

下面是超越次数的一个小应用. 

命题 6.75 存在不同构的城，其中每一 个城网 构于另一个的子域. 

证明显然， C 同构于 COc ) 的 子域. 然而，我们断言 CCr ) 同构于 C 的子域.设 B 是 C 在 Q 上的超 
越基，并丢弃 B 中一个元索，比如 6. Q ( B - U >}) 的代数闭包 F 是 C 的真子域，这是因为事实 
上，根据命题 6.67, 6是 F 上的超越 元索. 由此，根据习理 6.54, FSC , 从而 F ( W 兰 C ( x >. 所以 C 和 
C ( x > 的每一个都同构于另一个的子域.另一方面，丙为 C ( x ) 不是代数闭的，所以 CCrt 笋 CX ■ 

我们更详细地考虑可分性，以此维续域的结构的 研究. 回忆如果£/4是域扩张.則元索 
[3651 在4上可分是指<»是4上的超越元索或 i rr («,« 是可分多项式即 i rr ( a ,4) 无重根•扩张 EA 是 
可分的如果每个 a 6 E 在4上可分，否則它是不可分的. 

命题 6. 76设 /(; c >6 4|>], 其中 * 是城，并设 / U ) 是它的导教. 

(i ) /( x ) 有重根当且仅 S (/,/) ^ 1 . 

( II ) 如果* 是特杻 P >0的城， w /( X ) = 0畜且仅当 f (, x ) € *[ x ^]. 

( Ni ) 如果*是特征/>>0的城且 /(: c > = 0. «/ Cr ) 无 玄根. 反之，如果 / U ) 是 *[ x ] 中的不 
可约多項式，則 （ I >和 （ I >中的条件等价. 

证明 （ 丨 ） 如果 /( x ) 有重根 ， M 在 *0] 中 /( x ) == (x - a ) J *( x ) ,从而 fix ') = 2( x - 
a ) gCx ) + ( x - o ) 2 * < x ). 所以 i — 0 是/( 1 )和 / U ) 的公因式.因此 （/,/) 关 1. 

反之，根据系 3.41, 只需在 /( jc > 的一个分裂域上进行证明.如果 * 一 a 是 （/,/"> 的因式，则 
/(• r ) = (J ： — a>“(;r) 和/ "( j :〉 = (:r — a)w(;r) . 乘积法則给出 /*(■*> = “(: c > + (jr — ， 因此 
u ( x ) = (x — a )( v ( x ) — u ^ x )). 所以 

fix ) = (x — o ) u ( z ) = (x —«) 2 ( w ( x ) — u (. x )), 

从而 /( z > 有重根. 

(il > 假定 /( x ) = 和 /< x ) = 0 = • 如果系败 a , 关 0 ，则 ia ^-' =0 当且仅当 ii , 

■ 0 ,只有 p 丨 i 时发生这种 悄形. 所以 /( x ) A 非零系数只有满足於 I i 的那些 a , ,即 /( x ) 6 *[^]- 

如果 /( x ) 6 * O p ] ，则 fix ) = , /( x ) = ^ Pjapjx ^-' = 0. 

( I )如果 / U ) = 0 ,則 （/,/) = (/,0) = /,因此.如果 fix ) 不是常数[特别地.如果 
fU ) 是不可约的]，则 </,/) 关1 . 

反之，如果 /(*> 是不可约的 ， W (/,/) = 1或 （/,/)=/. 现在（/,/>#1 ,从而</, 
/) =/. 丙此/丨/.我们断言 /(■!> = 0. 如果相反， /( x >? t 0, 則 /( i > 有次数且 deg (/)< 
deg (/). 但/丨/苗涵 deg (/) <deg (/) ,这是一个 矛盾. 因此 / U ) = 0 • ■ 

系 6. 77如果 * 是特征/>>0的城且 /(*) 6*0] ，則存在和多項式 e *0] 使得 
g (. x ) € 和 /( x > = «( j /). 此外，如果 /( j :> 是不可约的， 《 g ( x ) 是可分的 • 

证明如果 /( x ) 珐 *[ 分],則定义 gix ) = fix ). 如果 /( x ) € * l > p ] ,則存在/丨 U ) € *0] 
使得 /( i ) =/ 〆〆 ）• 注意 d e g (/> spdegC / p . 如果 , 定义尽 ( x )=/ iU >. 否则， 


© 回忆一个不可约多項式是 T 分的.如果它没有 重根, 一个任童多项式是可分的.如果它的毎个不可约因式都没有璽根. 
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存在 f 2 U ) € *[ x ] 使得 /,( x ) = / 2 ( 〆 ）， 即 

Ax) = Zi(x^) = / 2 (x^>. 國 

因 degC / JSdegf / OSm , 这个迭代过程经有限的 e 步之后必 终止. 于是 / U ) = g (： i /) ,其中 
« Cc ) 定义为容 U > = /, Cr ) ,它不在 t [^] 中. 现在如果 /( d 是不可约的，则八^!〉也是不可约 
的，这是因为 / iCr > 的一个因式分解会产生 /( j :) 的一个因式 分解. 由此对一切 £,/,•(:«:> 都是不可 
约的•特别地，是不可约的，从而根据命埋 6.76( ili >,/,(•!) 是可分的. _ 

定义设 * 是特征/>>0的域，并设/(：1：>6是[>].如果/(工> = «( 〆 ’），其中 《( x > 6 但 
gCx ) € 々[« r A ] ，則 

deg (/) = p e deg ( g ). 

我们称 〆 为 fix ) 的不可分次数，称 deg (贫> 为 fCx ) 的约化次数. 

例 6.78 设 / U > = x »*+ P + t € F ,( t >[ jr ] •如果 *(_ r > = ：«/+ x +» . 则 g (: r > 是可分的（因 
为 〆 ( x > _ 1^0) .所以 /( a :) 的不可分次败为/>,约化次数为 〆 . _ 

如果4是特征为素败/>>0的域.则由 F : oh V 定义的弗罗贝尼乌斯 （ Frobenius ) 映射 
—* 是同态[因为 （《+ 诈，=«/+浐].和任意域同态一样， F 是单射.记 imf •为 P ,由此 P 是由 
是中一切元索的 P 次幂组成的 * 的 子域： 

k f = imF = { a # < a 6 *)• 

说 F 是满射，即 A = 等丁说 i 中每个元素有一个/•次根在 * 中. 

定义城 A 称为宪満域•如果4有特征0成4有特征；》>0且* =矽. 

* 中/>次根的存在性与可分性密切相关. 

命题 6. 79 ( I ) 城 A 是宄满的当且仅当 40] 中的每个多項式都是可 分的. 

( II )如果 A 是完满城， W 每个代数扩张£/4都是可分扩张. 

( ill ) 每个有限城4都是完满的，且每个代数扩张 E /4 郝是可分的.特别地，如果?^是卩> 的代 
数闭包，則 Pp / F > 是可分扩张 • 

证明 <1)如果*有特征0,則引理 4.4 表明 iO ] 中的每个多项式都是可分的.现在假定*有特 
征/>> 0 ,且 /(We * Dr ] 是不可分的.根据命题 6 . 76 ,/ Cr > e *!： 〆 ] ,因此 / Cr > = .如果 

是中 每个元索都有一个； •次 根，則 ai =* f , 其中 A . 因此 


/(:> = = c^y> i x i y , 

从而/(:^不是不可 约的. 换句话说，如果 4 = 則4[>]中的每个不可约多项式都是可分的，因 
此每个多项式都是可分的. 

反之，假定 40] 中的每个多项式都是可 分的. 如果 i 有特征0,则结论已经成立.如果 A 有特 
征 P >0 且则 〆 一 a 有重根.因假设说不可约多项式是可分的，因此 P — aH 分解. 现在 
命题 3. 126说 a 在 * 中有/>次根，即 a ev •所以《 =矽，因而 * 是完满的. 

( II ) 如果£7/6是代数扩张，则每个 E 有极小多项式 irr ( a ，《 ,根据（丨>, irr ( 0 ,« 是可 
分多項式，因此 o 在*上可分，从而£：/4是可分扩张 • 

(«) 和域上的任意同态一样，弗罗贝尼乌斯 — i 是单射.如果 * 是特征/>>0的有限域， 
則习理1_ 58表明 F 必定也是满射，即4 P .所以是是完满的， （ H ) 给出剩下的 陈述. ■ 






我们马上要用到另一种形式的命题 3. 126. 

引理 6. 80设 p 是素数， e >0, 并设 * 是特征/>>0的城.如果《：€*且（€ 矽， 則 /U>=〆一 
«:在 Cr] 中不可约. 

证明 对* >0用归纳法证明，基础步成立是因为每个线性多项式是不可约的.关于归纳步， 
個设该陈述不成立.设€ < M >] 是不可约的，并设(其中》|>1)是能够整除/(1>的 
g ( x ) 的最高幕 •. 

xf ' - c = g (. i ) m h ( x ), 

其中 (*(:>,*(*>> = 1 . 取导数，0 = rngU ) m - 1 g '( x ) h(.xy + g ( x ) m h '(. x ). 除以 , 

0 = mg f ( x ) h ( x ) + glx ) h '(. x ). 

因为 （《■,« = 1, 所以 A ( i > | A ' (: t ). 如果 A '( x ) 关 0, 則 deg ( A ') 有定义且 deg ( A ') < deg ( A > ， 这 
是一个矛盾.于是 k ，( x ) = 0 •命埋 6. 76给出 

hCx ) *■ h t ( x f ) ,其中 * i ( x > 6 *[*]. 

现在因为 A (; t ) 关0,所以 mg ' (: c > A ( x > = 0绝出 

mg '( x ) = 0 (5) 

这殖涵 u "( i >>' = 0. 因此命 H 6. 76 给出 

«*(■*> = 沿< 〆 ） • 其中真 i (*> 6 • 

所以， 

1 站8 | X P ' — c = gix ) m h ( x ) = g t (. x f ) hilx f ), 

用 _ r 替换 V 得 

x*' —c — gi (j)A, (x). 

根据归纳假设，因为 〆 是不可约的，所以 ft ，均之一必是常败.而如果 ft Cr ) 是常败，则 
是常数且 〆 "(: r > 是常数，这躭产生 矛盾. 所以 h ( x ) 是常数，把它吸收进 有: 和 
x *' —c = g x ( 1 声> = g ( x )*. 

如果/ > I m , 则 i〆 - c =( gU ) f) m, f , 从而所有的系数都在 V •中，和 c 任矽矛盾, 所以 ptm •现 
在 （5> 式给出 g '( x ) = 0 ,由此 6 I 比如 «< x ) = g z ix p '). 因为 * r〆 一 c = gix) m 给出 

_c = «2 (y , 这是不可约多项式 _ c 禁止的一个分解，由此迫使/» =丨. _ 

如果£74是域扩张，其中 * 有特征 p , 則 〆 ， 但我们不知道是否有 i 即丑〃也许 
不是 EA 的中间域（例如，取 E = t ). 记添加 E » ■到 t 得到的 E 的子域为 t ( E 〃）. 

命题 6. 81 < 丨 ） 设是城塔且 E/4 是代教 扩张. 如果 E/A 是可分的，则 E/B 也是可分的. 
(H >设£74是代數城扩张，其中4有特彺/>>0.如果 E/4 是可分扩张， ME=«£^) .反之， 
如果是有限的 JLE = *(EO , HE/* 是可分的. 

证明 < i >如果则 0 是8上的代败元索，且在 B |>] 中有 irr («, B ) 丨 irr ( a ,*) ,这是 
因为它们的 gcd 不是1且 iir ( a , B > 不 可约. 因 iir («,4) 无重根， irr («, B ) 也无重根，因此 irr («， B > 
是可分多 项式. 所以 E / B 是可分扩张. 

( « ) 设是可分 扩张. 现在 k ( Ef ) £ E , 从而根据（丨>, E / t ( E ” 是可分扩张.但如果 
pe E ,则矿 € E # S *( E ，> 丨比如 // = a •因此在 0 KE ，）> O ] 中有 irr (/9,* (护） >丨（ 〆 一 < r ) ,因 
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irr (兵， *(£?>) 整除 〆 一 d = ( j :- 炉 P ,所以它不是可 分的. 由此可知芦 e :即 £ = « E # > . 

反之，假设 E =«£?>. 我们先 证明： 如果角，…，爲是£：中的线性无关表（其中 E 现在只看作 
* 上的向量空间〉，则戽，…，戽也在*上线性无关•把 ft ,•••,/}, 扩展为£的基内，…，爲，其中"= 
[£：:«. 现在肖 •… ，试在 P 上张成£：々，这是因为如果76 E , W 7= $>眞，其中 a , € * ，因此 

《 =2 a ^?- 取任意元素/6 E ,因 £= k ( E f ), 有 y = ^ cjVj . 其中 e *,% € E ，. 但如同 
刚才我们已知的，存在使得7> = 2^戽，从而 y =^(； Ev ^) 对，即戽，..•，成在*上 
张成 E . w dim “£：) = ”，所以这个表是基，因此它的子表戽，必在 * 上线性 无关. _ 

WEA 是有限的，毎个 a 都是 i 上的代数 元索. 如果 irr («,« 的次数为 m . 則■在*上 
线性相关，而 …， a "— 1 线性 无关. 如果 o 是不可分的._ irr ( a » =/,( 〆 > 且 m = 〆 >• , K 中 r 
是 irr ( a ， A > 的约化 次数. ^r = m / f/<m , 所以有】 , o ,« 2 在 A 上线性无关.但 (/是 /,(； r ) 的根， 

从而在1,</ ， o 2 〆 ，•••，</»'上存在非平凡的相关关系 （ W 为 r ^== m ). 在前面一段我们已经看到，1， 0 , 
a 2 ， …， 〆 线性无关蕴 涵丨， </， a 2 〆 ，" •，一 ’线性 无关. 这个矛盾表明 a 必是4上的01分元索. ■ 

系 6. 82设 E /4 是有限可分扩张，其中 * 是特征/>的城.如果£中的表灼，…，爲在 * 上钱性无 
关，則对一切《>1,表 〆 •，•••, 〆 在*上 也战性 无关. 

证明 对《> 丨 用归纳法证明•和 命埋 6.81( 丨 ） 的证明 一样， 在 E = A ( E P > 中用可分性假设. 

■ 

系 6.83 如果 A C BS £是代教扩张塔，則 B /« 和 E 7 B 都是可分扩张当且仅当 E / i 是可 
分扩张. 

证明 W B /4 和 £/fi 是 SJ 分扩张，命 86.81( H ) 给出 B = t ( 讲）和 E = B(En . W 为， 

所以 

£= B ( E p ) = *( B ^)( E ^) = *( B ^ U E ") - *( E ^) C E . 

由此，根据命题 6. 81( |(> ， £/ A 是可分的. 

反之，如果 E 的毎个元索在4上可分，則特別有 B 的每个元素在 A 上可分， 闪此 B /* 是可分扩 
张•最后，命题 6.81( i >表明 E / B 是可分 扩张. ■ 

命题 6. 84如果 E /* 是代教扩张，龙义 

£, = {« 6 £| a 在 * 上可分> , 

則 E , 是一个中间域，它是♦的包含在£：中的唯一极大可分扩张. 

证明 可由命 《 H _38( H > 得到，因为对 A 上可分的元素 a ，/ j ， A ( 0 , 炉 A 是可分的， 因此 0 + 办岵 
和 a 1 在4上都是可 分的. ■ 

不必惊奇，如果 £ M 是代数扩张，则扩张£/£,具有特殊的 性质. 当然，只有当 A 有特征 P>0 
时 E , 才是重要的 (否则， E , = E ). 

下一类 S 的扩张是可分扩张的“补集”. _ 

定义设 E / A 是城扩张，其中*有特征/>>0. «称£74为钝 不可分扩张，如果 E /« 是代教扩 
张，且对每个 ae e , 存在使得 〆 e *. 

如果 £/ t 是纯不可分扩张且 B 是中间域 ，則 £/ B 显然也是纯不可分的. 



命题 6. 85 如果 E / A . 是代教城扩张，其有特征/ >>0, « E / E , 是纯不可分扩张，此外，如 
果 a 6 E . 則有某个 m^O 使得 irr ( atE ,) = x p ' — c . 

证明如果<>€£：，记 irr ( o , t ) =/,( 〆 >，其中和 /, U > € *0] 是可分多 项式. 由此 
a〆 在 4 上可分且€ E ,- 如果<»硭£：,,则选取极小的 m 使得•现在 a 是 V - of " 的根， 
根据引理 6.80, 这个多项式是不可约的，从而 iiT ( a , E ,) — C , 其中 C = y . _ 

定义 如果 £/A 是有限扩张， 則定 义可分次数为 [E «*], = [£：, : A ] ， 并定义 不可分次数为 
[E » *],- = [E « E ,]. 

注意£：/«是可分的当且仅当= 1•显然 

[ E « *] — [E • *]•[£• *] i . 

命题 6.86 设 E /4 是有限扩张，其中 A 是特征/>>0的域.如果 E /4 是純不可分的，则有某个 
< r >0 使得[£«*] = 〆 •因此对某个有 

CE « *], = [E « E ,] = p ". 

证明如果《6£,则 0 在*上是纯不可分的；如果 0 不是 常数， 則有某个 ce * 使得 in "( a , E ,> = 
x "'- c , 其中;》>丨.所以， 

[E I *] = [ E » *( a >][ A ( a > « *] = [ E ' *( a )] p *. 

现在 [£：，《«>] <[£>*], 因 E /««) 是纯不可分的，可以用归纳法完成证明.第二个陈述由命题 
6.85 得到.因为 E 在上是纯不可分的. ■ 

命 H 6.87 如果*是有 限扩张 的塔.其中*是特征 p >0 的城，則 

CE ' *], - [E « [E < *],- = [E « B],[B » *],. 

HZS 证明根据等式 [E . *] = [E . *],[E ■ *1 ,只要证明 [E I *], = [£ i B],[B I *],. 

记号 B , 没有歧义，但这里的记号 E , 有 歧义. 用 E , 表示由 E 的在4上可分的一切元索组成的中 
间域，并记 

E „ = {a e £：• a 在 B 上可分 >• 

我们有 ASB , S £,£ E „ GE ; 接下来证明 E , CE b . 如果£在《上可分，则 i «( o ,« 没有竄 
根. W 为在 BO ] 中 irr ( a ，扮| i rr („,« ,所以 0 在8上可分，从而 a € Eb . 使用这个记号，有 
[£•*], = [£,« *],[ E « B ], = [ E b ' B ] 和 [B : *], = [ B , I *]. 

现在 

[ E « *] 4 = [ E , « *] = [ E , « « *] = [ E , « B,][B « *],. 

因为 [£ B I B ] = [E < B ],. 于是，只要证明 

[ E , « B ,] = [_ E b : B ]. 

通过证明在 £, S E b 中的表 负，… ，尽在 B , 上线性无关必在 B 上也线性无关，从而证明 [ E , ■ 
B ,1 < [ E b * B ]. 假设 S 6也=0 ,其中6; € B 不全为 0. 对一切«>0,我们有 0 = (2 6在> 〆 = 
2 bfpf . 但因为 B / B , 是纯不可分的，所以存在*>0使得对一切:•，^ e B , , 从而表 /3 f •…，贫’ 
在 B , 上线性无关，这和系 6. 82矛盾（因为 £,/ B , 是可分扩张）.关于反过来的不等式 [ E , : J 3,] 多 
[ E fl : B ]， 取 E B 中在 B 上线性无关的表 • 因 E B /£ ，是纯不可分的（它是 E / E , 的中间域）， 
存在 e ^ 0使得对一切 i ，/ € £，•但 £,/ B 是可分扩张，因此系 6. 82给出 yf * ― , yf * 在 B 上线性 
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无关，因而 yf ‘ …在 B , 上线性 无关. 所以 [ E , : B ,] = [ E B : B ]. ■ 

关于可分性的更多结果我们仅作陈述. 

定义如果 A 和 B 都是城扩张 E / i 的中间城， WA 和 B 称 为钱性 无缘，如果 A 中的每个在4 
上线性无关的有限表 〜，"•， 〜在 B 上线性 无关. 即如果= 0 蘊滿只要一切 q € * 就有一 
切= 0 , W 2/ S . a , = 0 8涵只要一切 ft e B 就有一切灼= 0 . 

可以 a 明在 A 和 B 上的这个条件是对称即 B 中的每个有限表在♦上线性无关也在 A 上线性 
无关•在第4聿中，我们定义了两个中间域 A 和 B 线性无缘如果 AHB = l 这个新的定义比老的 
更强, 如果<»6八而 0 任则1, a 在 * 上线性 无关. 如果 aeAOB , 则一 a .l + l * a =0 是 B 上 
的一个相关关系（因为一 < r , ieB ). 然而，存在这样的例子，中间域 A 和 B 满足 A f!B = i ，但 
在这个新的意义下不是线性无缘的. HzU 

定义设 A 是特征 p 的城.对1 ,定义 

k l/ * = <«6 I « ^ 6 *). 

其中$是《的代數 闭包. 

定理一个代教城扩张 E /* 是可分的寄且仅当是钱性无缘的（作为 E /4 的中间城，其 
中 E 是 E 的代数闭 包）. 

证明见 Zariski-Samuel 所著的 (Commutative Algebra 1} 109页. _ 

如果不假定域扩张 £7* 是代敫的.则命題 6. 81( II >到 6. 85的结果仍然成立吗？ 

定义城扩张 E /4 的一个分离超越基是相使得 £74( B ) 成为可分扩张的超越基 B . 

不是每个扩张 E /4 都有分离超 越基. 例如如果 E / t 是一个不可分代败扩张，則唯一的超越基是 
0 ,伹 t( 0 ) = 4且£/*(0)是不可分的. 

定理（麦克莱》| 如果_个城扩张 E /« 有分离超越基，則£和是 E 的战性无缘的中《 

城，其中它是£：的代教闭包.反之，如果£和4 1 〜是戌性无缘的且£74是有限生成的.即£ = 

, « E /* 有分离超越基. 

证明见 Jacobson 所著的 (Basic Algebra 1 I >> 519页. _ 

下面的例子表明为什么在麦克莱恩 （ MacLaruO 定理中要假定£/4是有限生成的 • 

例 6. 88设 t 是特征 p 的完满域， Hi 〉 是函数域，并定义 
E = *({“•，”> 1 * “ f . = x }>. 

因 A 是完满的，*的每个扩张都是可分的，从而 = 然而，我们断言 E / A 没有分离超越基. 

因为任一对 z 1/A ■和 x l/<r 是代数相关的，根据习理6.52, tt.deg(£：/« = 1,设 {讲是 超 越基. 现在 
i(fi) ¥=■ E ,从而存在某个 满足“ ，任,选取极小 n. 考虑塔4(炉 £«&«„)££：. 如果{辦是分 
离超越基，则根据命题 6. 81( i ) ， E/* (办 u«) 是可 分的. 但因所以 irr (««，*(/»)■；/-〆 
的非线性因式，因此它有重根，所以 E/« 办 《») 是不可分的，产生矛盾. _ _ 
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6.41 设4是特征/>>0的域，并设 / Ct ) = x "- x»+*e 4⑺[ I ]- 
< i ) 证明 /( d 是中的不可约多 项式. 




(II ) 证明 /( x ) 是不可分的 • 

(«> 证明存在代数扩张 E 7 KO ,对于它没有中间域£,能够使得 R / A 是纯不可分的且£/氏是可分的. 
(比较系 6. 85和命題 4. 38.) 

6. 42设 m 是正整数，并设 X 是 m 的一切（正）因败的 集合. 如果定义 a < 6为 a 丨6 ,证明 X 是一个«序集. 
6.43 回忆如果 S 是偏序集 X 的子集， WS 的最小上界（如果存在）是 S 的一个上界 m 使得对 S 的每个上界 M 
有如果 X 是下面的偏序集（其中是指 a 和^/被一条线连接且比 d 高）， 

a b 

IXI 

c d 

证明子集 S == { c , d ) 有上界但没有最小上界. 

6. 44设 C ； 是阿贝尔群，并设 SGG 是子群. ^ 

( I ) 证明存在 G 的子群 H , 它在具有性质 H AS ={0} 的一切子群中 极大. 如果 G 不是阿贝尔群成立吗？ 
(n 如果 H 在漪足 ff n S - {0} 的一切子 W 中极大，证明 G /( H + S > 是挠群. 

6. 45称偏序集 X 的子集 C 为共駡的，如果对每个: r € X , 存在使得 
( I ) 证明 Q 和 Z 都是 R 的共尾子集. 

( I ) 证明每个链 X 包含一个良序共尾子集. 

提示： 在 X 的一切良序子集的族上运用佐恩引理. 

(in >证明 X 中的每个良序子集有上界当且仅当 X 中的每个链有上界. 

6.46 (|)举出一个交換环的例子，它包含两个索理想/>和 Q 但 P 门 Q 不是索理想. 

( II ) 如 果厂； 2朽2 … h 2 IV ,…是交换环尺中*理想的降链，证明 QP , 是衆理 想. 

(_) 证明每个交换环 R 有极小索瑗想，家理想/是极小索通想是指不存^索理想 P 满足 

提示： 在一切索理想的集合上用反包含作为 供序： P ^ QffiP ^ Q . 

6.47 设 V ft 向童空间，并设 S 是 V 的子空间.证明存在 V 的子空间 W , 它在具有性质取门5=0和7 = 
S ® W 的一切子空间中极大 • 

6.48 回忆交换环的子集 S 称为乘法封闭的，如果0 « S 且 s ,/ 6 S 蓮涵5/€ S . iE 明： 如果 S 是乘法封 
闭的集合满足 SA 1=0 . 則存在理想 J . 满足 J 包含/且 J ns -=0 ,并在具有这种性质的一切理 
想中极大，从而完成习® 6. 9. 

6.49 证明交換环中的任一非单位元索在某个极大理想 之中. [这个结果用来解习题 6. 16(11 >.] 

6.50 如果 p ,， …，久是三中的不 M 索数. 证明 V ^ T , …， v ^ T 是 Q 上的线性无关表. 

6.51 证明域扩张 £/★ 可能没有中间域 K 满足 KM 是代数的且 E / K 是純超 越的. 

提示：证明不存在中间域 / C 满足 QGKCC 且 C / K 是纯超越的. 

6.52 如果 E = « X ) 是域 ★的 扩域，且每对“， veX 都是代败相关的，证明 tr . deg (£ yA >< l . 由此推出，如果 

▲ Q *, G h G … 

是域堪，满足对一切”彡】有 tr . deg (*•/*> = 1 • 用 tr.dcg (*•/▲> = 1, 其中 f = (J . 

6.53 证明： 如果 A 是域 £的 素域且 , 则 E 是可数的. 

6. 54证明两个特征相同的代败闭域同构当且仅当在它们的素域上有相同的超越次败. 

提示： 用引理 6. 61. 

C I >如果 ASBeE 是域塔 • 证明 

ir . d 坏 ( E /*) = tr . deg ( E / B ) H - tr . deg ( B / k ). 


6. 55 



提示： 证明如果 X 是的超越基和的超越基，則 X UY 是的超越基. 

这个习埋是错误的，给出一个反例 # 

<睡）设是域扩张， B 和 C 是中 间域. 证明 

tr. deg (B V C) + tr. deg (B H C) = tr. deg (B) + tr. deg (C)« 

其中 BV C 是 ft 合域. 

提示： 把 BDC 的一个超越基扩张成为 B 的超越基，并扩张成为 C 的超越基. 

6. 56 证明 feiKd 的次败为 1 当且仅当是线性分式变换. 

6. 57 证明对每个域 PGL(2,^)SLFU) ,其中 PGL (24) = GL (2,«/2(2,« , 2(2, 幻是由一切（非 
零）标 童矩阵 组成的 GL (2,« 的（正 规〉 子群 [ Z(2,A) 是 GL (2.A) 的中心 ]• 

6. 58 证明：如果 £/A 是代数扩张且€£:既是可分的又是炖不可分的，則沒 

6.59 举出域扩张 E/A 的一个例子，它有两个中间域 A 和 B 满足 = 但 A 和 B 在 372 页定义的意义 

下不是线性无缘的. _ 

6.5 簇 


解析几何给出方程的 图形. 例如我们把函数，/< R—R 描闻为它的图像，图像由平面上的一切 
有序对 （a,/(a)) 组成> 即/是 

g(x 9 y) = y— fix) = 0 

的一切解 （a,« € R 2 的 集合. 我们也可以推画不是函数图偉的那种方程.例如多项式 
h(x,y) • X* + y* — 1 

的一切零点的集合是单位圆.我们还可以在 R 2 中《出几个二元多項式的共解，亊实上，我们可以 
在 R" 中画出几个”元多项式的共解_但在环 ,-,x.] = 4[；G 和紗的子集的几何学之间存在的 
密切关系远远超过这 一点. 给定”元多项式八（；0, •••,/, (X)的集合，它们的公共零点组成的子集 
称 为*. 当然，我们可以研究*,因为多项式方程组（线性方程组的明显推广）的解有它固 
有的重要性.另一方面，某些方程组会比另外一些更有趣，研究一个问題会导出一个簇，了解这个 
簇和它的性质（例如不可约性、维数.亏格、奇点等等）有助于了解通来的问 《• 例如，莱布尼茨 
提出函数的判定 问题. 即哪些函败的积分可以用“初等函数"表达出来，初等函数是指多项式、三 
角函数、反三角函数.指数函数和对数函败的代数组合 • 1694年，约翰•伯努利 （John Bernoulli〉 
猜测由椭圆弧长产生的积分不能这样求出来.求摆的周期也产生类似的积分，还有力学中的其他问 
题，所有这些问题可以简化为形如 

的积分，其中/»(»>是=次或四次多 项式； 即提出了 ROoO 中的多 项式; y 2 - P ( ： r). 类似于 



雅可比引人反函数 



他称 u ( jt ) 为 M S 兩数 .. 正如 sinx 经参数 （siar ， cosx ) 确定单位圆，椭圔函败也经参数 （ k (: c ), 
»' (工 >) 确定一条曲线，其中 7(1) 是 《Cc) 的导败.还注意到椭圆函数是用期的（和 S inx —样）|即 


[3761 
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存在某个数9使得对一切实败 I 和一切(: = 随着复变函数积分的发展，高斯 

把楠圆函数看作 



其中 P(«0 是 C(w> 中的三次或四次多项式；即提出了 中的多项式以这种方式看 

待椭圆函数，他知道它们是双周期的；即存在（复）数9和 r 使得对一切复数 Z 和一切 Z 有 

uiz+mq + nr) = u(z). 

此外，确定一条由一切 （《!(*),«/(*>) 组成的复曲线（称为橢 M 曲 线）. 一维复空间是二维实空 
间，双周期说明这条复曲线是环面：即圓环面，可能有几个洞.一个推论是椭圆函数的性状依赖于 
相伴的曲线是否是非奇异的；即它的每一点是否都有一个适当的切 空间. 在黎曼把黎曼曲面引人椭 
脚函 数和桷圆曲线研究的时候.该课题还远未完满.但从此开创了一个十分丰窗的课题 e, 确实， 
对这些问 H 更深人的研究本质上是在怀尔斯 （A* Wiles) 对费马最后定理的证明之中，他证明椭圆 
曲线具有某种成熟的性质.更一般地说， 札七，… ,〜] 和*之间的相互影响牵涉到今日所谓 的代數 
几何，本节可以看作是这一课埋的引言. 

记号设4是城，♦"表示一切 n 元 tt 的集合 

k" = {a = (aj »•••.«„) - 对一切 i.Oj 6 k) . 

多元多項式坏 T 以记为 *[ X ], 其中 X 是縮写 
X = <Xi 

特别地， /( x ,,—, x .) e * Oi ，...， x „] 可以繪骂为 nx) e *[x]. 

下面，我们把多项式/(巧, …, a ) 泛此而 ，… ，: r,] 看作”个变量 p — * 的函数，稍确定义 如下. 
定义如果 /( x > e *[ x ], 定义它的多项式函数户为赋值 函教： 如果（叫，…，則 

/* * («1 t ****<^,) h » /(«! I —* a ,). 

_ 下一命埋把系 3.28 从单变量推广到多变量. 

命题 6 . 89 设*是一个无限城，并设，…, j •:] .如果满足户=矿， 
W / Cri ，…， a ) = gixi ，•••，；>• 

证明对 n>l 用归纳法证明.基硇步是系 3. 28* 关于归纳步，记 
/(x,_y> = 2>. (X) y 和 

其中 X 表示 x ,>. 如果 /*= 矿.则对每个 a e *" 和每个/9€*有 /( fl , 炉 = «■(<!, 戽. 对固定的 

定义 F a ( y ) = 和 G.(y) = •因 F •(: y ) 和 G a (y) 两者都在 *[>] 中，基础 

步给出对一切 A " , = 9 i ( a >. 由归纳假设，对一切, • ， A ( X ) = 9 ,.(；0 ,因此正如所要的， 

/( X , y ) = ^Pi(X)y = 'T'.Qi(X)y i = giX,y). ■ 

基于上面的命题，当4无限时，我们放弃记号户，而把多项式和它们的多项式函数等同起来. 
定义如果 /< X > € *[ X ] = *[々，...,工,] ,/(<!> =0 ,其中 Wa 称为/( X )的一个零 

点. [如果 / Cr > 是一元多項式，《/( I )的零点也称为 / U > 的根 .] 

命題 6. 90如果4是代教闭域 i /( X ) € 不是常数， 《/< X > 有零点. 


㊀要从容地.详细地了 解楠國 由数的发展*見 Stillwell 所著的 《Mathematics and Its History》 第 14 和 15 章. 
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证明对用归纳法证明，其中 Xsfn ,•••,&>. 基础步可以从假设 P =* 是代数闭的立 
刻 得到. 和前面的证明一样，记 

/cx,>) = ^]gi(x)y. 

对每个•定义 /«(>> = »,( a ) y . 如果 /( X ,； y > 没有零点，则每个 /«(>> e tLv ] 都没有零 

点，于是基础步说对一切 a €*•,/«(>> 都是一 个彝零 常数.由此，对一切 
«((«) =0. 因代数闭域是无限的，运用命 a 6. 89,对一切 i >0 有 
=* o < X ). 由归纳假设 ，玢 （: r ) 是非零常数，证明完成. 

我们现在给出描述多項式的解集的几个一般定义. 

定义如果 F 是 *[ X ] = 的子集，則由 F 定义的繁 e ® 是 

Var ( F ) = <a 6 *" 8 对每个 f ( X ) 6 F ,/( a ) = 0}. 

这样 ， Var ( F ) 由那些成为每个 /( X ) 6 F 零点的一切 a 弓 纽成. 

例 6.91 (丨） 如果 * 是代数闭的，则命埋 6.90 说如果/( X ) 6 *[ X ] 不 是常数，则 

Var (/( X )) ^ 0 . 

( II ) 这里是由两个方程定义的几 个族： 

Var ( xty ) = {(. a * b ) ^ k 2 * x = 0 9 y = 0} = {(0*0)} 

和 

Var ( ay ) = :r - 轴 1 J ：y -轴 • 

( W ) 这里是高维空间的 一例. 设 A 是元索在々中的 mX / t 矩阵. n 个未知数 m 个方程的方程组 
AX = B , 

其中 B 是 ” X 1 列矩阵，定义了一个簇 ， Var (AX = B ) , 它是 P 的子 集. 当然八尤= 3其实就是 n 
个变量 m 个线性方程的集合的缩写，常称 V ar (AX = fl ) 为方程组八^ =丑的解集.当这个方程组 
是齐次的时候，即 B = 0 时， Var ( AX =0> 是 P 的子空间，称为方程组的解空间. _ 

下面的结果表明只要涉及簇，就可以假定处 X ]的子集 F 是々[ X ]的 理想. _ 

命题 6. 92设★是域，并设 F 和 G 是社义]的子集. 


© 关于这个术语的用法有几个不 W 的童％ . 有些人秣它为伢 射*. 和射影襄相 对照. 有些人》调簾皮该是不吁约的， 

对此我们将在本节的后 B 定义. 

© 术语 variety (鎖> 产生自 E* Beltrami 钃译的徳《术进 MannigfahigkcitW 斯授意 的〉， 该术语由黎曼使用，现在该 
术语常《!译为 manifold (流形〉.下面的 Aldo Bngaglia IfS Steven Kleiman 的信件 包含史 详细的内容. 

4 •我相 倌意大利几轲学者使用的字 v»rieti 来自黎曼的 Habaiutionsvoruag (未 发表〉 的意大利进麵译，后来 
J.HoUd 把它■译为法语并发表在意大利期刊 Anntli 上.鳙实， 1869年1月8日 Bel ⑽ mi 芎给 Holiel 道： 
traduit Mannigfalligkeit par varieti. dans Ic sens de multitudo variarum rerum... 

后来， 1869 年 2 月 14 日他 写道： 

Je croirais toujours convenable de traduire Mannigfaltigkeit par vari^t^i j’ai remarqu^ que Gauss, dans ses 
M 於 moires sur les rteidus biquadratiques appelle en latin varietas la mime chose qui, dans les comptes-rendus r6dig6s 
par lui m€me en allemand dans les Gelehrte Anzeige* est d 会 signfe par Mannigfaltigkeit. 

Beltrami 和 Hotiel 的邏信耐以在一本好书 《La dicouvcrte de U gtom^trie non eudkliennc sur la pseudosph^re： 
le» lettres d Eugenio Beltrami a Jules HoUel (1868—1881)> 中找鹨， L. Boi, L. Giacardi 和 R. Tazzioli 编辑， Blan- 
chard 出舨， 巴黎， 1998.” 


*•>0 和一切 6 々”， 

= 0 , 从而 /( X . y ) - 

■ 

國 
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( I ) 如果 FCGC *[ X ] , « Var ( G ) C Var ( F ). 

(■) 如果 FGifc[；G 且 f =( F ) 是 F 生成的理想，則 
Var ( F ) = Var ( I ). 

证明 （ I ) 如果 Var ( G ), 則对一切 〆 ; O € G , gU ) = 0. 因 FGG , 从而特别对一切 
/( X ) 6 F 有 f ( a ) = 0. 

(» ) SF £( F > = J , 根据 （I ), Var(/)C Var ( F ). 关于反包含，设 a e Var ( F > , 从而对 
毎个 /(x> e f •有 /< a > = o .如果 《(;o e 了 . w«(X) = 5>,<x)/ i (x) , 其中 r f (;o e *[x ] ， 
MX ) e F , 因此 g (. a ) = 2 r .(«>/ i < a > = 0 , 从而 a e Var ( J > • _ 

由此，并非•的每个子集都是簇.例如，如果 n = l , 則 40] 是 PID . 因此，如果 F 是 to ] 
的子集，則有某个 ff ( x ) e *[ x ] 使得 （ F > = ( g ( x )), 从而 

Var ( F ) = Var (( F )) =Var C ( gU ))) = Var (^( x ». 

但如果 gU ) 关 0, M / r (: e ) 的根是有限的.从而 V «( F > 有限.如果*是代数闭的，它必 M 无限域， 
因此 A 1 = 4的多数子集不是鎮. 

尽管我们希望在平面上作图，但是 A = R 时有一个主要的缺点：某些多項式无雩点.例如， 
/ U > = X 1 + 1 无实根，因此 Var ( x * + l ) = 0. 更一 般地， g ( x lt - , x .) = xf + - +1 在 R " 
中无零点，因此 VaHWX 〉〉= 0. W 我们所处理的是（不必 线性） 多项式，自然俚定它们的零点都 
是可以得到的•对于一元多项式.意味着4是代数闭的，根据命理 6.90 我们知道，如果 A 是代败闭 
的，則对每个非常败的/( X ) € ik [ X ] , Var (/( X )) 9^0. 当然，族对于一切域 A 都是重要的，但在 
试图理解更复杂的问题之前，先考虑最简单的悄形更容易 明内. 另一方面，许多初始结果适用于任意 
域.这样，我们会对每个命題说明必需的假设，但读者要明白最重要的情形是 A 为代数闭域. 

下面是銕的一些初等性质. 

命題 6. 93设 * 是城. 

( I ) Var ( l ) = 0 , Var (0) = *" ,其中0是零多項式 • 

( H > 如果/和 J 是4[幻中的《想，《 

Var ( JJ ) =Var (/ fl J ) = Var ( J > U Var (7), 

國其中 ~ {2/.< X) ^< X) • /.<■*> e i , gi ( x ) e J ). 

(||>如果{/,|/6厂>是*[尤]中《想的族，《 

Var ( 2 M = n Var (/ # ), 

* / 

其中 2^ 是形如 a 十…十％的一切有限和的集合，其中 7 e • 

证明（丨）因为常数多项式1没有根， SI 然 Var ( l ) = 0. 因为每个点 a 都是零多项式的零 
点，所以 V « (0) = 4-. 

(B > 因 U E / 0 J . 所以有 V ar ( JJ >3 V ar (fn J ) « 因 USf ,所以有 V ar ( JJ )2 Va r ( J >. 
由此， 

Var (//)3 Var (/ fl /) 3 Var (/) U Var ( J ). 

要完成证明，只霈证明 Var ( I /) G Vara > U Var ( J ). 如果 a $ Var ( J > U VarG 〉， 则存在 
/( X ) 6 I 和 g ( X ) 6 •/使得 /( a > _ 0 且 g ( a ) 关 0 • 但因 it 是整环，有 fiX ) g ( X ) e U 和（众 )(<!> = 
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/(<»> 〆 《)关0.所以，正如所要的 a 硭 Var ( U >. 

( ill ) 对每个，，包含关系给出 v M (多 i,)g v M ( r ,> ,从而 

Var (2 ^)G fl Var(I ^- 

* t 

关于反包含.如果 g ( X > e 则存在有限个/使得 *( X ) = H / i , 其中 //( X > eO . 因此，如 

f • 

果 a e n (/，） ，則对一切 / ， //( a ) = 0 ，从而 g(.d) = 0 •即 a 6 Var (20 . ■ 

定义拓扑空间是指集合 X 连同；（的一个称为闲集 e 的子集族，，它滿足下知 公攻： 

( I ) 0 e ，和 x e ，《 

(N > 如果 F,,Fj e T> « F, u F 2 e /■. 即两个闲集的丼也是用集 I 

( Nl > 如果£夕， 鰂 fj F ,^ 即闭集的任意交集也是闭集. 

• 

命埋 6. 93证明一切銕的族是使得 A " 成为一个拓扑空间的 闭集. 称縝为扎麗 M 基闭集，它在深人 
研究 4[ X ] 时十分有用.通常有多种闭集可以把 R 看作拓扑空间，例如，每个闭区间是一个闭集.与 
此相反，除了 R 自身之外 R 中只有有限集才是扎里斯基闭集. 

定义 4•中的一个超曲面是形如 Vm (/) 的子集，其中/是某个非常教多項式 /( X > e 4[ X ]. 
系 6.94 P 中的每个* Var ( J > 都是 有陳个 超曲面的交. 

证明由希尔伯特基 定理. 存在 / i ( X >, …,/ ,( x ) e *[ x ] 使得 1 = (/丨 ，…, 根 
据命睡 6.93( BO , 有 Var ( D - f'l Var (/••>. ■ 

给定 *[ X ] 中的一个理想丨，我们己经定义了它的* V « r (/> e « k ". 现在反 过来： 给定一个子 
集 AO ", 我们对它设计中的一个理想，特别地，对每个鎮设计一个理想. 

定义如果4£紗，定义它的坐标环为点态运算之下的交糗环 
*[ A ] - {/* I A « /( X ) 6 *[ X ]} 

[« 忆/ * I * 是由 /( X > 形成的多項式*教]. 

当把多项式/(々，•••,〜> = ：«：,• e 看作多项式甬数时.它的定义是 

Xi 1 (<!"••• ) »-► a, | 

即 A 挑出 K 中的一个点的第 i 个坐标•叫做坐标环的理 由是： 如果 aeV , 则（巧（<1> ，…, x ^ a 〉） 
描述了 

有一个明显的环同态 r «: ^[ X ] - ik [ A ] , 它由 /( JO — 户 I A 给出，这个限制映射的核是 
♦[ X ]中的一个理想.从现在起，我们«定所有的域▲都是无限的 • 从而不再使用记号户 • 

定义如果,定义 

Id ( A ) = {/( X ) 6 4[ X ] = k [^ x \ * ― * x B ] « 对每个 a € A 有 / Ca ) = 0>. 

希尔伯特基定理告诉我们 Id ( A > 恒为有限生成理想. 

命题 6. 95如果 A ^ k H t 則存在同构 

k \_ X ]/ Id ( A ) 

其中 々[ A ] 是 A 的坐标环. 


國 


© 我们也町以用指定开集来定义拓扑空间，开集定义为闭集的补集. 
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证明限制映射 res : — *[ A ] 是满射，核为 Id ( A ) ,从而由第一同构定理可得结果.注 

意，在 A 上一致的两个多项式位于 Id ( A ) 的同一陏集之中. ■ 

虽然 Var ( F > 的定义对 i [ X ] 的任意子集 f •都有意义，但最重要的是 F 为理想.同样，尽管 
W ( A ) 的定义对 P 的任意子集 A 都有意义，但最重要的是 A 为漦.毕竞簇是由（多 项式） 方程的解 
组成的，而这是我们所关心的. 

[3821 命題6.96设4是城. 

< i ) ld (0) = *[ X ] ,如果 * 是无限的，則 Id (*") = {0}. 

( II ) 如果 AC B 是 4" 的子集 ， W Id ( B > Sld ( A >. 

Ui > 如果 是是■■的 子集族，則 

id (( jA /)= Oidov . 

t e 1 

证明（丨）由定义 • 对某个子集 A £4 ■有 /( X ) e Id ( A ) 当且仅当对一切 <2 e a 有 /( a ) = 
o . 因此，如果 /( X ) $ Id ( A ) ,則存在 ae A 使得 /(«)关0. 特别地，如果 A = 0 ,则没有元索 
a € 0 , 从而每个 /( X ) 6 *[ X ] 必在 Id (0> 中. 所以 Id (0) = *[ X ]- 

如果 /( X ) e Id (*") ,則户 = 0 k , 因*是无限的，根据命® 6.89,/( X > = 0. 

<11 > 如果 /( X > € Id ( B ) , M 对一切 B , fib ) = 0 i 特別地，因 AG B , 对一切 a 6 A 有 
/( a ) = 0 , 从而 fCX ) € H ( A ). 

( ill ) 对一切 <? ，因 A , S U . 所以有 W ( A ,> 3 Id ( U A ,) » 因此「1 W (V 3 Id 
(U A ^)- 关于反包含，假设 /( X > e 门 Id ( A ,). 即对一切 / 和一切 〜6 七， /(〜> = 0. 如果 

f t 

be [ jA , , 則有某个 / 使得 6 € A /, 因此 /(« = 0丨所以/( X ) e ■ 

对于 Id (An B > 我们希里有一个 公式.当然， = Id ( A > UM ( B > 不成立，因为两个 
理想的并几乎不可能再成为理想. 

为了刻《当 V 是簇时形如 Id ( V > 的理想，产生了下面的思想. 

定义设 I 是交換环 R 的埋想，《它的根（记为 77) 是栺 

/ f = ir ^ R - 有某个整教 使得 r " 6 /> . 

理想丨称为根理想3,如果 

yr = I . 

习题6_62要求证明 yr 是 理想. 易知由此一个理想/是根理想当且仅当 vrsr 例如， 
每个索理想 P 都是根理想，这是因为如果 /"€/> 則 /6 P . 这里有一个不是根理想的理想的例子. 
设*和/ = ((■!_«*), 因为 （ x _« 2 e /而 X — 6任/,所以 J 不是根理想 • 

定义交糗环 J ? 中的元素 a 称为幕零的，如果 a 关0且存在 n 彡1使得 a " =0. 

注意，/是交换环 R 中的根理想当且仅当没有非零的幂零元索，没有幂零元索的交换环叫 
mu 做约化环. 

命 )16. 97如果对某个 A £ A ”， 理想 /= Id ( A ), IW / 是一个根理想.因此，坐标环 A [ A ] 没 
有非零的幂零元素. 


© 这个术语 ft 恰当的，因为当 r- 6 / 对，它的 m 次根 r 也在 f 中 . 




证明因恒有 icyr , 所以只要证明反包含.由假设，存在某个 A G P 使得 f = Id ( A ) «因 
此，如果/€•/?，则广€ Id ( A ) »即对一切 a e A , /( a )- = 0. 但 /( a )" 的值在域 * 中，因此 
/(«>" = 0蕴涵 /( a ) = 0;即/弓 Id ( A ) = J . ■ 

命 H 6.98 ( I ) 如 果/和 /却是理想，《 / rnT = y 7 n / T . 

( ii ) 如果 / 和都是根理想，■/也是根*想. 

证明 （ 丨 ） 如果/€ yrnr . 则有某个 使得广 e / nj . 因此 /- e /和/- , 
从而 /€# 和 / e / r , 即 fe / fnvi . 

关于反包含，假定 /€«/7 n / T , 于是广€丨和尸我们可以假定从而广 e mj , 

即/€ VTTTJ - 

(h ) 如果/和 j 都是根理想，则/ = #和 j = / T , 且 

In•/e / nT 7= yrn / r = irw . ■ 

现在对 c [ x ] 证明希尔伯特零点 定理. 读者将宥到我们给出的证明可以推广到任意不可败代败 
闭域.事实上该定理对一切代数闭域都成立（我们将在第11聿给出 iE 明），然而这里的证明不能涵 
盖*域的代数闭包，例如，它珂能是可数的. 

引理 6.99 设*是城且 —* 是逐点困定*的满射环同态.如果 J = kerf >, « Var (；) # 0 . 
证明设 Vix f ) = a ； 6 * 并设 a = ^ 6 *" -如果 

/( X ) = c ：" 6 *[ X ], 

则 


= /(«! ，… td m ) 

= /(a). 

W 此，如果 /( X ) e i = kerf , 则 f ( a ) = 0 , 从而 a € Var ( J > • 臞 

下一个证明要用到一点基数. 

定理 6. 100 ( C 上的弱零点定透9)如果/，(尤），…，/,“）€ c [ x ] , m I =» (/, 

是 C [ X ] 中的真 a 想当且仅当 Var (/,,-.,/,) g t 0. 

注读者需注意，诅明中关于 C 的性质 只用剌 C 是不可數代教闭域 • 

证明通然，如果 v ar ( j > 关0 ,则因 Var (C [ X ]) = 0 ,所以 f 是真理想. 

反之，假定 J 是真 理想. 根据系 6. 40,存在极大理想 M 包含 J ,从而 K = C [ X]/M 是域.显 
然，自然映射 C [ X ] — C [ X ]/ M = 尺把<：带到它自己，从而 K/C 是域扩张，由此 K 是 C 上的向霣 
空间.现在 C [ X ] 作为 C - 空间，对由一切首一单项式 Uax 2 ,/, …组成的一个基有可数维数.因 
为 K 是 C [ X ] 的商，所以 （ lim c (fO 是可数的（可能有限）， 


© 德语宇 Nullstelle 的意®是*.在多元多項式的上下文中 • 我们可以把它 B 译为零 A . 从两 NullsieHenMU 的纛思 
是零点 定*. 
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假设 K 是 C 的真扩张，即存在某个 /6 K 满足因 C 是代败闭的不可能是 C 上的代数元 
素，从而它是超越的.考虑 / C 的子集 B , 

b = u / o - c ) c ) 

(注意，因为 <« C , 所以 t 一 c #0> . 集合 B 由不可数集合 C 加标，所以它是不可数的 • 我们断言 B 在 
C 上线性无关，如果确实如此，則与 dime ( K ) 是可数的矛盾，由此可知/ C = C 如果 B 线性相关，则存 

在非零的叫 ，…, 〜 e c 和不同的 w , e c 使得= 0 -通分得多项式 *( t > e cw , 

•■I 

A(/) = yia.(t —ci) •- — = 0. 

现在 h ( ci ) = ai(cj —qWci — c r ) ^ 0 . 从而 h (. t ) 不是零多 项式. 但这与 《 是超越元岽矛盾•所 
&/( = €• 现在运用引理 6. 99表明 Var(JVO # 0. 但 Var < M ) S Var (/> ,证明 完成. ■ 

考虑这个定理对于 /=(/(*)> GC [ x ] 的特殊锖形，其中 / U > 不是 常败. 说 V ar (/>£ C 非 
空，也就是说 /(*> 有复根.由此，弱琴点定理把代数基本定理推广到多元的情形. 

下面希尔伯特零点定理的证明运用了 “ Rabinowitch 技巧”，把一个 n 元多项式环嵌人到一个 
n + 1 元多项 式环. 不可数性依然不是必需的.我们作此假定仅仅因为对弱零点定理的证明使用了 
这个假设. 

定理 6. 101 ( 零点定理）设*是（不可数）代數闭城•如果/是 4[ X ] 中的理想 . «Id ( Var (/)) 
= / f . 于是，/在 Var ( I > 上成为零当且仅当有某个使得广云 /• 

证明如果对某个 m > l 和一切 a 6 Var ( J ) 有广 U > = 0 • 则因 /( a > d 所以对一切 a 有 
/( a ) = 0 ,由此包含关系 Id(Var <1))277 ■显然成立. 

反之，假定6 Id ( Var (/)> . 其中 J = (力 ，…, /,> «即如果对一切；有 /,( a > = 0， 其中 
*" . WJ hia ) =0. 我们需 要证明 / i 的某个幕在/ 中. 当然.可以假定 A 不是零多 项式. 可以认为 
*[■^1 ，… ■»：,] S ，…， 

于是，把每个 ，… ，: r „> 看作不依赖于最后一个变撤3>的》+丨元多项式.我们断言多项式 
/i，”../, .1 — yi 

在 * LX , 中没有公共零点.如果 （ a | ，- . a m , b ) ek " + i 是公共零点，则 a = (q ,-. a B ) e 紗是 

/ i , •••,/, 的公共零点，从而 Ma )=0. 但 1 一《(< 1 〉>* 1 关 0 .现在运用弱；点定理表明 • TxOf ] 
中的理想（/丨， , l _; yA > 不是真 理想. 所以存在€轧心 ，… ，: r ,,： y ] 使得 
1 = / l^i + …+ f , g , + n - y »)*«+ i . 

< 

作替换 y = l / A , 于是含有* 出的最 后一项消失.重写得 ft ( X ,； y >= = X(；Oy ,从而 ft ( X ， V l ) = 

i-o 

y, 

"^( X ) h — • 由此 

>-0 

h d gi ( x 9 h - 1 ) e km 

所以，如果 m = max {< ，… O , 則 

h m = ( AW , + … + ( h m g t ) f t 6 /. ■ 

定理 6. 102 如果々是一个（不可教的）代数闭域，« ，…， xj 中的每个极大理想 Af 形如 

M = ( x | — ai ，― f x m — a „) * 
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其中 a = (a,,-,a,) 6 *', 从而存在 4" 和 /^> 丨 ， "• ，： £,] 中的极大《想之间的 双射 . 
注不可数性的假设将在第 11 幸中去掉 . 


证明根据定理 6.101, Id ( Var ( M ) ) = 7 M = M , 因为 M 是极大的，因而是索 理想. 由于 M 
是真理想，根据定理 6. 100有 Var ( M ) 关0丨也就是说.存在 a =(力， …, a ,) 色，对一切/€ JW 
有 /( a > =0. 于是， { a }£ Var ( M ) = {*€*"« /(M = 0,对所有 /€ 命题 6. 92给出 M = 
Id ( Var ( M ))£ Id ({ a }). 因 Id ({ a }) 不包含任何非零常数，故它是真理想，且 M 的极大性铪出 
M = Id ( U }> = </( X ) e *[ X ]« / Ca ) = 0}. 对每个 i ，定义 /,( X ) = x , - a ,. 现在 /,(«) • 0, 因 
此 （/ i ，…， /-> eW (< a }>. 但根 据习® 6.6( 丨 ），（々一〜，…， — 是极大理想，从而 （/!,•••, 
/„) = (.Xi — a , . — . x . — «,) = Id ({ a }) — M . ■ 

我们继续研究算子 V ar 和 Id. 
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命题 6. 103 设 t 是任意城 . 


( I ) 对每个子集 FC*". 


Var(Id(F)> 3F. 

(II ) 对每个理想 /£*[ X ]. 

ld(Var(/))2J. 


(HI) 如果 V 是灰 • 的篌，則 V«(Id(V>) = V. 


( IV ) 如果 F ■ 是的子集，則 P ( — 切 fc 含 F 的 * 的交）等于 VaKId ( F )>_ 称 F 为 f •的扎 里斯 

基闭包 


(V) 如果 VSi" 是 «, « 

V= V U V -V, 

V -V 是 V. —V 的扎 i 斯基闭包 . 

证明 （ 丨 ） 这个结果几乎是同语反复.如果則对 一切 〆 X> e W(F) 有器 (a) =0 .但 
由 ld(F) 的定义，每个 WX) e M(F) 在 F 上是零，从而 a € Var(Id(F)>. 所以 V ar (Id(F))3F. 

(li ) 我们也只潘看定义.如果则 对一切 Var(f) 有 /(a) ~0 ,因此 /(X > 确 
实是在 Var (D 上零化的多项式之 

(») 如果 V是族，則有 4[X] 中的某个理想/使得 V= V a r(/>. 现在根据 （ 丨 ）， 
Var(Id(Var (J))) 2Var CJ). 

(H> 也给出 Id(Var</)>2j, 运用命埋 6.92( 丨 >得反包含 

Var(Id (V«ra»)£ Var (/). 

所以 Var(Id(Var(J))) -VarU) ,即 Vai(Id (V)) = V. 


( IV ) 根据命理 6 .93(_>,沪=07是包含尸的簇.因 Var (Id (F)) 是包含 F 的鑌，它是形 

成 F 的交中那些簇 V 的一个，从而 FS Var(Id(F)). 关于反包含，只要证明如果V是包含 F 的任 
意*, 则 V p Var(Id(F» . 如果 V 3 F, 则 Id (V) C Id (F) ，且 V = Var(Id(V)) 2 
Var(Id(F». 

<V) 因 V -vcv , 有 V . - Vc\r = v - . 根据假设 ， vsv , 从而 VU V * -vq 


© 如果 F * 拓扑空 NX 的子集， M 它 的用包 定义为 X 中包含 f •的一切闭集的交. 





系 6. 104 ( I ) 如果 K 和 V 2 却 是蔟，且 Id ( K ) = Id ( V 2 ) , « V , = V 2 . 

C ii ) 设♦是（不可数）代數闭域.如果 A 和&都是根理想，且 VarA 〉= Var ( J 2 ) ,則 f 丨= J 2 • 
证明 < i ) 如果 IdCV ,) = Id < V 2 ) ,则 VardcKVj )) = Var ( Id ( V 2 >), 由命题 6_ 103 ( « ) 
得 A = Vj • 

(H ) 如果 Var ( h ) = Var ( J 2 > ，則 Id (Var ( J ! >> = Id(Var ( Jj >> •因为 4 是（不可数）代数闭 
域，零点定理成立，由此 yiT - 根据假设， h 和0都是根理想，所以/, = / 2 . ■ 

一个簇能够分解为较简单的子簇吗？ 

定义如果鎂 V 不是两个其子 蹊的并 t 即 v # w ' uw *. 其中和 VV " 麵是*且都是 V 的真 
子集，則称 * V 是不可约的. 

命题 6. 105 ■ 中的每个* 是有限个不可约子* 的并： 

V = V , U V , U … U V 觸. 

证明称簇是好的，如采它是不可约的或是有限个不可约子簇的并，否则称 W 是坏 
的.我们需要证明没有坏簇.如果 W 是坏的，則它不是不可约的，从而 w = 其中 W ' 和 

W " 都是真子簇•但好孃的并也是好籐，从而和 W " 中至少有一个是坏的，比如是坏的，重 
命名 W '^ w ,. 对于 IV ,重复这个构造方法得到坏子簇 w 2 . 由归纳法可知存在坏子鑛的严格递减 
序列 

W 2识丨；2…2 W , 2 •••• 

因算子 Id 反转包含关系，所以存在理想的严格升链 

Id ( W ) C Id CW ,) C … C Id CW . JC — 

[根据系 6. 104( I >, 包含关系是严格的 ], 此与希尔伯特基定理矛盾.由此可知每个繽都是 好的. 

■ 

不可约簇有一个好的刻 Si . 

命 B 6.106 •中的是不可约的当且仅当 Id ( v > 是札太]中的索 a 想. 因此，不可约* V 
的坐标环 *[ V ] 是整坏. 

证明假定 V 是不可 约簇. 只要证明如果/，(^，/^(幻« Id ( V ),則/以幻八以）任 Id ( V ) . 
对； =1，2定义 

國 W , = VO Var (/,( X )>. 

注意，因为每个•都是 两个* 的交，所以都是 V 的子鎮.此外， W /,( X ) « Id ( V 0 ,有某个 a,.€V 
使得关0,从而 W , •是 V 的真子簇.因 V 是不可约的，不可能有7=1^ UW 2 . 于是存在某 
个 *6 V 不在 W , U 中，即 /,(« 关 0^/ j («. 所以 / JW / dWTtO , 因此 / JJO /^ X ) 任 
w ( v > ,从 inf id ( vo 是索理想. 

反之，假定 Id ( V )是素理想.假设 V = K U Vi ,其中 K 和 v 2 都是 子簇. 如果 v 2 CV ，则 
需®证明 v = K . 现在 

M ( V ) =Id ( V t ) n Id cv 2 ) 2 Id ( V ,) Id ( V 2 ), 

其中等式由命翅 6. 96 给出，不等式由习题 6. 10 给出. 因 Id ( V > 是索理想，命题 6. 13说 ItUVjG 
IdOO 或 ld ( V 2 > eld ( V ). 但 V 2 CV 蕴涵 Id ( V 2 )2 Id ( V ) ,由此可知 IcKVPGltKVO . 现在因 
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为 K £ V ,反过来的不等式 Id ( V ,) 2 Id ( V ) 也成立，从而 Id ( V , ) = Id ( V ). 所以，根据系 
6. 104, V = V , ,因此 V 是不可 约的. ■ 

我们现在考虑一个族分解为不可约子簇的并时，禪些不可约子嫠是否是唯一确定的.有一种明 
显的方法可以使得这种分解不唯 一• 如果在 4[ X ] 中 PCQ 是两个素理想（例如， U ) C ( a ：,； y ) 就是 
龙0，乂1中这样的索理想），則 Var ( Q > CV ar ( P ) • 如果 Var ( P > 是簇 V 的子簇，比如 V = Var ( P ) 
U U - U ,则 Var ( Q ) 可以是 V , 中的一个，也可以没有它 • 

定义分解 V = Vt U …称为无養并，如果没有一个 Vi 可以略去，即对一切 i , 

V 关 V , U … U 之 U … U 
命题 6.107 每个* V 都是不可約子*的无赘并 

V = V , U … U K , 

此外，不可約子* V ,.被 V 唯一磯定. 

证明根据命题 6.105, V 是有限个不可约子簇的并.比如 u *" .如果选取 m 为 
极小，则这个并必定是无赘的. 

现在证明唯 一性. 假设 V = W , U … U W , 是不可约子燠的无费并.设 X = ， V „} 和 

y = . 我们将证明 x = y. 如果 v,. e x, 我们有 

v ( = v,- n v - \J{v t n 

现在有某个）使得 V, n 关 0 , 因 V, 是不可约这样的 Wj 只有 一个. 所以 V, = V ，门 ， 
从而 ViGW , . 把同样的论证运用到 Wj 表明恰有一个 V ,使得 W ; 因此. 

V . c Wj c V ( . 

因并 Vi u … uv „ 是无赘的，必有从而= 即用同样 

的方法可以证明反过来的包含关系. ■ 

定义一个交/ = j ! n … n ■/»> 称为无 養的. 如果没有一个人可以略去，即对一切 i , 

/# Ji n ••• n h n... ru_. 

系 6.108 如果 * 是代数闭的.《 t 的每个根 a 想■/都是素 a 想的无赘交， 

j =■ p, n - n p m t 

此外，素 a 想 p ; 被 j 唯一磯定 • 

注习 *6. 72推广了这 个系： 任意交換诺特环中的 a 想是根理想当丑仅当它是有限个索 
a 想的交 • 

证明因 J 是根理想，存在簇 V 使得/ = Id ( V ) . 现在 v 是不可约子簇的无赘并， 

v = v, u … U v ” ， 

从而 

j = w(V) =id(v^) n … n id(v M >. 

根据命题 6.106, K 不可约蕴涵 Id ( V ,)是素的，从而 J 是索理想 的交. 这个交是无赘的，芮为如果 
存在 使得 J = Id ( V > = f ) Id ( V ,.> . 则 

V = Var(Id ( V )) = [J Var (Id ( V y » = (J V ,, 

与给定的并的无费性矛盾. 

唯一性的证明是类似的.如果/ = itHw !) n … n w ( w ,> ,其中每个 id ( Wi ) 都是索理想 


[389 j 
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(因此是根理想），則每个 W,_ 都是不可约簇.应用 Var, 把 V= V ar (Id(V» =Vara) 表示为不可 
约子簇的无赘并，这个分解的唯一性给出交中素理想的唯一性. ■ 

给定札〜，中的理想/ ,如何求得 VarG) 的不可约成分 C,. ?该问题换成另一种问法， 
什么样的索理想能够使得 C; = Var (P.) ?最先的猜想是 J = P, n … n 匕，但易知这是 错的： 
存在不是素理想的交的理想厂例如，在 《[>] 中，理想（（*_1) 2 )就不是素理想的交.依据零点定 
Ho] 理，可以把素理想 P, 替换为满足 V^7=P, 的理想<?,,这是由于 Va r (P,) = Va r (Q,+>. 这引导我 
们立即定义准索《想的概念和准素分解定理，它说在交换诺特环中而不仅仅在 /t[；f] 中，每个理想 
都是准索理想的交. 

我们现在可以给出胃号理想的一个几何解释. 

命雇 6. 109设*是（不可數）代教闭城，并设 f 是 ★[ X ] 中的根理想.則对每个理想 J , 
Var((f | J )) = Var ( l ) - Var ( J ). 

证明先证明 V « ((/«_/>> 2 Var ( J ) - Var (；). 如果 /€(/•■/> , 則对一切 , fg € I . 
因此，如果 Z 6 Var ( J ) ,则对一切 ■/ . /( x )*( x ) = 0. 然而，如果 j : 任 Var ( J ) ,则有 / r € 
J 使得 g ( x ) 关 0 •因 *[ X ] 是整环.所以对一切 ： r € Var (/> - Var ( J > 有 / Cx ) » 0 •即/ 6 
Id ( Var (/)- Var (；)). 于是 （J 丨 J > G IcUVar (/) - Var (；» , 从而根据命题 6. 103( | V ), 

Var ((/ « J )) 3 Var ( Id ( Var (/) - Var ( J ))) = Var (/) - Var ( J ). 

关于反包含，取 >r e Var ((/« /)) . 丁•是.如果 /€ (^ , 则 / U ) = 0 i 即 

如果对一切■/有 / 器 € /, 則 /(: c )=0. 

现在假设 Id ( Var (/) - Var (/)). 如果 g 各/ , WUk 在 Var (乃上变成零（因为《变成零）, 
另一方面， A 发在 Var Var ( J ) 上变成零（因为 fc 变成零）.由此， Ag 在 Var (/> U (Var ( D - 

Var ( J ) ) = Var (/) 上变 成零. W 为/是根理想，所以对一切 J , hg ^ /T = I , 从而 (/■ 
/) - 由此，对一切 A €(/«/), h ( x ) = 0 , W 而给出所要的 j e Var ( Id ( Var (/) Var (/»)= 
Var (/) - Var ( i ). _ 

定义交換环 R 中的 《 想 Q 称为准索的，如果它是其 《 想且对任意的(其中和 
Q . 必有某个 n > l 使得 〆 6 Q . 

显然每个家理想都是准素的•此外，在 Z 中，理想（ 〆 > 是一个不是索理想的准*理想，其中/> 
是索数且 r >2. 例 6. 114表明这个例子使我们产生错误的 印象： 存在不是素理想幂的准索理想， 
又存在不是准素理想的素理想幂. 

命题 6. no 如果 q 是准素理想，則它的根 p = y 泛是素 理想. 此外，如果 Q 是准素的，則 
ob € Q 和 a 任 Q 蕴涵 P . 

证明假定 a * 6 VQ ,于是有某个使得 ( ab) m = a m b m 6 Q - 如果 a € v/Q . 则 a m C Q . 
因 Q 是准索的，从而有 6" 的某个幂.比如 6"" 即由此证明了/豆是素的，且第二个 

陈述成立. _ 

如果 (3 是准素的且 P = 75,則我们常称 Q 是 P - 准素理想，并说 Q 和 P 相互从厲 • 

_ 现在证明命题 6. 110中的性质刻 W 了准索理想. 

命题 6. 111设 J 和了是交換环中的 理想. 如果 ( H >*€ T •菹涵存在某个 
使得严€ ■/ ， ( Hi ) 如果 aft € J 和 a g ,有6 6 T , 是以 T 为根的准素理想. 

证明首先，如果 ab G J 和 a 任 J ， 則公理 （ 8 i ) 给出 be T , 公理 （B ) 给出 6" € J ，从 



而•/是准索 理想. 剩下 要证明 T=VJ- 现在公理 （H ) 给出 TC / T . 关于反包含，如果 reV7, 
则 r-e J ,选取 m 极小.如果 m=l ,則公理 （ 丨 ） 给出所要的；如果 m>l , 则… 
e ■/ ,因 - 1 任 ,公理 （ B ) 给出 》•€ T •所以 T = / T . ■ 

设 R 是交换环，并设 M 是理 想. 每个 aCK 由定义了一个 J ?- 映射 
引理 6. 112 设 Q 是交換坏 R 中的理想， JH Q 是凊素理想当且仅当对每个 a e i? ,由 r + Q 卜 
or + Q 蛤出的映射 a R/Q : R/Q 一 R / Q 是单射或是幕零块射[对某个 ”>1 有（叫 /0 )" =0] • 

证明假定0是准素的.如果 aGi ? 且 a R / Q 不是单射，则存在满足6任 Q 及 a R / Q (6+ Q > = 
d > + Q = Q , 即 afe € Q . 我们需要证明 aR /<} 是幂 零的. 因 Q 是准素的.存在使得 a ” e Q . 因为 
Q 是理想，所以对一切 r 6 «有 aV e Q . 于是对一切 R , ( aw <} V ( r + Q ) = o"r + Q = Q , 从而 
( a R / Q) n = 0 « 即 Ok / q 是幕零的 • 

反之，假定每个 aR / 0 或者是单射或者是幂零的.假设则因 a + Q € k e rt R/{J , 
所以 & Q 不是 单射. 根据假设，有某个1使得= 0 ,即对一切 i ? ,6 V € Q . 令/ •= 1 
得 6" 6 Q , 因此 Q 是准索的. ■ 

下一结果绐出准素理想的构造方法. 

命题 6.113 如果/»是交换坏 i ? 中的极大《想.且 Q 是一个理想滿足对某个0有 P * S Q 
GP , 則 Q 是 P - 准素《想.特別地，每个极大理想的幕都是准素理想. 

证明对每个 a € R , 我们证明 a R / Q 是幂零的或是单射.先假设 a € P . 此时，尸 £ Q , 
因此对一切 R 6 Q , 从而 （ a R / Q >*-0> 即叫/ 0 是幂零的.现在假定/>,我们要证明 
a + Q 是 R / Q 中的单位，这蘊涵 aR / Q 是单射. WP 是极大理想，环 R /尸是域, 因 P , 元索 a + P 
是 R / P 中的单位，存在和 P 使得— t 现在 W 为 〆 € P * SQ , 所以 z + Q 是尺 /Q 
的幂零元索，于是1一* + 0是 R / Q 中的单位（它的逆是1+*+…+ 〆 」 ）• 因为 oa ' + Q = l— z 
+ ©• 所以 “ + Q 是 R / Q 中的 单位. 现在由引理 6. 112可知 Q 是准索理想.最后，因为 P = v / P"g 
所以 Q 从厲于 P . ■ 

例 6. 114 (丨）我们现在证明索理想的幕未必是准索的•假设 R 是交换环包含元索 a j ,< •满 

足 a 6 = c 2 / = ( a , f ) 是索理想， a 任 P 2 和 b 任 P . 现在 a 6 = c 2 6 P z . 如果 P 2 是准索的，则 a 6 
户廬涵6€#=尸，但6庄 P . 我们如下构造这样一个环 R . 设 A 是域，定义 i ? = 

(■ Or — * 2 〉（注意 R 是诺特环）.定义 a ,6 , c e R 分別为 i ,： y ,* 的陪集.现在由环的第二.同构定理. 
P = ( a , c ) 是索 理想. 习越 3. 82给出 

— ^心]， 

这是一个域.等式 o * = f 2 在 R 中显然 成立. 如果 a 6户 . 则提升这一关系到 / fcDr , y ， z ] 产生等式 
•r = f (. x , y , z )3^ + gix , y , z)xz + h (. x , y , x ) s ? + t ( x , y , z)(xy — z z ). 

令 jr = 0 = z ( 即 运用® 值同态 4[ x ， y ， z ] —40]) 得到中的等式,产生矛盾. 
类似的推论可证明6 € P . 

( ii ) 我们用命题 6.113 证明存在不是素理想之幂的准素理想 Q _ 设^ = >0,30 ,其中 A 是域. 
理想 P = U , y ) 是极大理想，因此是索理想（因为 . 此外， 

P 2 « i 2 , y ) C ( x , y ) = P 
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[•由和: ytfP 2 得严格不等性].于是(}=(/0>)不是 P 的幂，确实，我们证明 Q 关 i e , 其 
中 L 是一个素理想.如果 (3=15, 則 P *£ I / SP , 因此从而 PSLGi 5 , 这是 
一个矛盾. ■ 

我们现在推广系 6.108, 证明在诺特环中，特别是在 40] 中（其中4是域）每个理想都是准素 
理想的交.这个结果和唯一性一起，最先由拉斯克 （ ELasker ) 证明 • 后来诺特简化了他的证明 • 
注意我们是对任意诺特环进行证明，而不仅仅是 

定义交換坏 K 中的理想/的一个准棄分解是 相有一 个准素理想的有限族 Qi ，…， (^使得 

1 = Qi n <?2 n •- n q,. 

定理 6 . 115 ( 拉斯克-诺特 I ) 如果 J ? 是交換诺特坏，到 R 中的每个真理想 J 都有准素分解. 

证明设 ，是 K 中一切没有准索分解的真理想的族，我们需要证明是空集.因 K 是诺特环， 
如果74 0,则它有极大元素，比如当然 J 不是准素的，因此存在 a € R 使得 a /*" > R / J -* 
R / J 既不是单射也不是幂零的 . 及 / J 的理想的升链 

ker a RfJ C ker ( a R/J )* C ker ( a R /；) 3 C — 

必冇终止（因为 R / J 是诺特环的商，也是诺特环），从而存在 m >丨使得对 于一切 / > m 有 
ker (4/;> =ker (邛 "> •记 (» R/J )" 为 9 s , 于是 k er (穿 2 〉 = kerf • 注意，因为 {0> G kera K/J £ 
ker ( a R/J ) m = ker <», 所以 kerP ：? M 0}, 且因 a RAf 不是幕 零的，所以 im «»= im ( a R " )" # <0} • 我们 
断 ar 


ker ?> fl im »>= <0}. 

如果 x € kert > 门 in # , 则 < Kx ) -0 且有某个 _y e R/J 使得 i = «： V ) •但 < Kx ) = WWy )) = ^<, y ) , 
从而 6 ker (< f ^) =keriP 和 _r = 9 Ky ) = 0. 

如果; r < R — R/J 是 ft 然映射. M A = K ~' ( ker ?) 和 A ' = » r — 1 ( imV ) 是 R 的理想满足 A fl 
A ' = J . 显然 A 是真理想，我们断言 A ' 也是真 理想. 否则 A ' = R , 从而 An A ' = A , 但在上面 
已经看到八'=/和八关/，这是一个矛盾_ WA 和 A ， 都严格大于,所以它们都不在7 中， 
存在准索分解 a = q, n ••• n 和 a' =泛, n ••• n q\ ,因此 

_； = a n a ，= q, n … n <3» n o； n … n a, 

这与 / 没有准索分解矛盾 （ w 为 . ■ 

定义准素分解7 = 0, n … n a 称为无繫的，如果没有一个《?,+可被略去丨即对一切 i , 

/ 关 Q,n … n 4 n … na . 

素理想 a = v / qt , …，叫做这个无赘准索分解的相伴索理想. 

显然只 要一个一个地丢弃包含其他准素理想之交的准素理想，便可得到无赘分解 • 

定理 6. 116 ( 拉斯克-诺特 n) 如果/是诺特坏 r 中的理想，则/的任意两个无赘准素分解有 
相同的相伴素理 想集. 因此，相伴素理想由丨唯一确定. 

证明设/ = (?〗 n"*na 是无赘准素分解，并设 p, = ys ■.我们要证明 j ? 中的一个素理想 
p 等于某个尸,当且仅当存在《：€ /使得 （f: c > 是一个 i>- 准素理想.证明了这一点就足够了，因为宵 
号理想<1«仅由丨定义，不牵涉到任何准素分解 • 

给定尺，因无赘性，存在 f| q > 且《：任 q ,_ ，我们证明 （/•«：> 是 p,- 准素理想.回忆命题 
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6 . 111 : 如果下列三条件成立则 （f « 是 i >,_ - 准素 的 ：： (i ) (/ « c ) £ P , ； ( il ) 6 e P ,. 蕴涵存在某 
个 m > 1 使得 6 m 6 (/ * c ) ; < Si ) 如果 e ( I « c ) 和 a € (/ : c ), 則 6 € A • 

证 （ 丨 ）. 如果 《 e (/ • c ), 則 《 € f G P ,. • 因 c € Q ，根据命題 6.110, u € P , ••为证 （II )， 

我们先证明 Qea « rt . 如果 a eQ ，則因<1是理想， 所以有 meQi. 如果 则 ceQi ，从 _ 
而《 e Q y . 所以 ca e Qi n … = 因此 a e (/' r ). 现在如果 be Pi, »j e o , £ (/ < c >. 

最后，我们证明 （_) 的逆否命题：如果町 e ( J * c ) 且 C , 则 ye (!• c>. 假定 _orce 因 
/c Q 且 _r g /*,■ = VQ - 所以有 yc e Q.- 但对一切 j 共 i, W c € Q ；. 所以有 6 Q > ■ 因此 
€Qi n n Qr = /. 从而 yeu'c ). 由此可知 u ««•) 是 p ,. -准索的. 

反之，假定存在元索/和素理想 p 使得 （7« C > 是 P - 准 索的. 我们需要证明有某个 ，使得 J > = 

Pi - 习题 6. 14 ( II 〉给出 (/« f ) = ( q , « f ) n - n (a « f >, 所以根据命題 6. 98， 

p= yrrr ^=^( q , ■ c > n … ( V<Qr ■ c >. 

如果 c 6 Q ,， 则如果 cr^Ci , 則在这个证明的第一部分中我们宥到 （ft I r ) 是 R - 准 
索的.于是存在使得 

p « c) n - n v/(Q.,«c) = 'iv“ m • 

当然对 一切） 有 . 另一 方面，由习 *6. io (_>, 存在某个 y 使得 p f cp ,因此正如所要的 

P = V ■ 

例 6 . n 7 ( 丨 > 设 r = z , ( ”>是非零真理想.并设”=矸 •••/.;< 是素因数分解•则 

(”>-(，? >. n ... n 

是一个无赘准索分解. 

( II ) 设 R = *[ x , y ]. 其中々是域•定义 Q ! = ( x ) 和 Q 2 - < x < y > 2 .注意兑是索理想•因此 
对 Pi = Qi ，(^是戸广准隶理想.而且， P 2 = ( x ,； y ) 是极大理想 • 从而根据命理 6.113, Q 2 =朽是 
P 2 -准索的.定义/ = <?, 0 Q 2 . f 的这个准索分解是无赘的. f 的相伴索理想是 ■ 

有一个描述正规化的准素分解的第二种唯一结果，但我们先给出一个引理. 

引理 6.118 如果 P 是索理想 AQ ，…，兑是 f - 准素理想，《兑 fl … D Q „ 也是准素理想. 

证明对^ = <^0… DQ •雎 证命® 6. 111假设中的三项 成立. 显然其次，如果 66 P , 

则对一切 i ， WQ , 是 P - 准素的，有 6". 6 Q , . W 此 e f ,其中 m = nun ^ m , ，… —•> . 最后， 

假定 a * e 厂如果 《€厂 則有某个,•使得<1 g Q , •.因 Q ,_ 是 P - 准索的 ， ob e /C Qi 和 a 硭 Q ,. 蘊 
涵 P . 所以 f 是 P - 准 索的. _ 

定义准索分 解/ = c ^ n … na 称为正规的，如果它是无赘的且一切素理想■都 
不同. [395] 

系 6. 119如果 K 是诺特坏，則 R 中的每个真《想都有正规准素分解 • 

证明根据定理 6. 115,每个真理想都有准索分解，比如 

f = Qi H … HQ , ， 

其中 Q,H - 准 索的. 如果对某个 i < r 有 P r = P ,. 则 (3, 和0,可以被 Q ' = Q , flQ , 替代，根据 
引理 6.118， Q ' 也是准索的•进行迭代，最终得到一切素理想都不同的准素 分解. 如果这个分解不 
是无赘的，則从中一个一个移去准索理想以得 a 正规准岽分解. ■ 

定义如果1 = 0! n … na 是正规准素分解，《极小素理想 p ; = ■称为 a 立素理想，其 
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他的素理想（如果有的话）称为嵌入素理想. 

在例 6. 117( B >中，我们给出 tDcor ] 中的一个无赘准索分解 J = 门 （ hy 〉 2 ,其中 A 是域. 
相伴索理想是 （•!> 和 ( x ,>) ,从而（: r ) 是一个孤立索理想， ( x . y ) 是一个嵌人素 理想. 

定义素理想 P 称为在理想/上极小，如果 fgp 且没有紊《想 P ' 满足 JQP ' CP . 

系 6. 120 设 7 是诺特环 R 中的理想. 

< I ) J 的任意两个正规准素分解有相同的孤立素 a 想集，从而孤立素理想由 J 唯一确定. 

( ii ) f 只有有限个极小素理想. 

< iil ) 一个诺特环只有有限个极小索理想. 

证明 （ 丨 ） 设 / = €^ n … n q , 是正规准素 分解. 如果 p 是任一包含 i 的索理想，则 

p = I = Qi n - n <?• scv-Q，. 

现在根据命® 6.13, 对某个；有 f >3 Qi . 从而 P , ■•换句话说，包含/的任一素理想必 
包含一个孤立相伴*理想.因此孤立索理想是/的相伴素理想集合中的极小元素，根据定理 6. 116, 
它由/ 唯一 确定. 

( II ) 和（丨）一样，包含/的任一素理想 P 必包含 J 的一个孤立素理想.因此，如果 P 在/上 
是极小的，则 P 必定等于 J 的一个孤立索理想.因为丨只有有限个孤立素理想，所以结论成立. 
_ ( III ) 取 f = <0> ,由（ II ) 得 结论. ■ 

深人研究这些理想会产生一些自然的问埋. 酋先， 一个族的维数是什么？有几个候选者，而关 
键是素理想.如果 V 是簇.則它的维数是它的坐标环中 ft 长素理想链的长度（由对应定理， 
它是轧 x ] 中 id ( vo 上的 a 长索理想链的长 度）. 

在 P 中添加一个“无穷远处的超平面”形成较大的射彩空间可以使得研究工作更为方便.例 
如，在通常平面中添加一条无穷远处的直线形成射彩平面（它是“水平线”，一切平行线在那里相 
交）. 为了和射影空间相 K 别，把 〆 叫仿射空间， W 为它由一切“有限点”组成——即没有点在无 
穷 远处. 如果我们在射影空间中研究簇，现在鎮被定义为齐次多项式集合的零点，则常常出现这种 
情况：在仿射空间中许多分散的情形变成单一射彩公式的一 部分. 例如，定义 deg ( C ) 为 CD / 中 
点的最多个败，其中/是直线.如果 C = V « (乃是《7次多项式形成的曲线，我们希苗 deg ( C ) = rf , 
但是这里有几个问® .第一，必须要求系数域是代数闭的，否则引起 Var (/) ■ 0的问题.第二， 
可能有 m 根，因此有些交可能必须计算某种 重教. 贝祖定理说，如果 C 和 C ' 是两条曲线，则 
icnc'l = deg ( C ) de ^ C "). 这个公式在射影空间中成立，但在仿射簇中可能不 成立. 对离维族的 
交定义重数是十分深奧的. 

第二，微分流形和簇极为 相似. 一个流形是 R •的子空间，它是欧几里得空间的开仿样的并 • 
例如， 环面7 •(即 岡 环面） 是 R 3 的子空间， T 的每个点有类似于开圆盘的邻域（它与平面 同胚〉 .我 
们说丁是“陆部欧几里得的”，它是把 R 2 的复制连续地黏合在一起而得到的.一个流形是可嫌的是 
指它的毎个点都有切 平面. 一个簇 V 可以看作它的坐标环,它的点的邻域可以用局部环的所 
谓的层“局部地”描述.如果沿着具有同构的局部环的层的开子集把层“黏合”在一起，将得到一 
个概形，概形似乎是研究簇的最好方式.涉及这一领域的两个最突出的数学家是格罗滕迪克 
( A . Grothendieck ) 和塞尔 （ J . - P . Serre ). 

习埋 


6. 60证明每个代败闭域 都是无 限的. 
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6.61 证明： 如果交换环 R 中的元 索《 是幂零的，則1+^是单位. 

提示： 因是幂零的，1八 l + a > 的幂级数经有限项后终止. 

6.62 如果丨是交换环 K 中的理想，证明它的根7?是理想. 

提示： 如果尸6 /和 〆 € / ,证明 （/+«)〜€/. 

6. 63如果是交换环，则它的诣零根 nil (尺> 定义为 R 中一切索理想的交.证明 nil ( IO 是 R 中一切幂零元 
索的集合： 

nil (及> = {r 6尺 * 有某个 m > 1 使得 ' = ()>• [|97] 

提示： 如果 r 6 P 不是幂零的，用习題 6.9 证明有某个索理想不包含 r . 

6- 64 ( I ) 证明 Z + y 在 R [ x ， y ] 中是不可约的，由此推出 （ x *+ y ) 是 R [ xor ] 中的索理想，并因此是根 

理想. 

( I > 证明 Var ( x * + y 2 ) = {(0*0)}. 

( Hl > 证明 UKVarC ^+ yDiKP + y ) ,由此推出 R 0, y ] 中的根理想 （ x *+>* 〉不是某个簇 V 的 
W ( V ). 并推出，如果4不是代败闭的，則零点定理在 ik [>] 中可能不成立. 

( IV ) it 明在 C [ x ， y ] 中 （ x * + y * > = ( x + iy ) f ) (x 一 iy >. 

( V ) it 明在 C [>,30 中 》( x *+ y >. 

6.65 证明： 如果*是（不 可败〉 代数闭域 H /,,•••，/•€««, 則 VaK / 〆 ..,/,)-0 当且仅当存在 
K 6 * CX ] 使得 

i *2 a .( X )/,( X ). 

i-l 

6 - 66设 * 是 （ 不 可败） 代败 闭域. 并设 f ) e *[ x ] •如果 s ( x > e *[ x ] ，证明 * eAe *[ x ] 

当且仅当 （/,， …, 不是 *[： ro «] 中的真 理想. 

提示：用 Rabinowitch 技巧. 

6.67 设/?是交换环，用 Speed ?) 表示/?中一切索理想的集合.如果/是/?中的理想，定义 
7= 中一切包含/的索理想 

证明： 

( I ) ToT = Spec ( J ?) . • 

(y )3?= 0. 

( H ) sT = n i - 

t t 

( lv ) TTT 7 = Tr «7 u 7. 

由此推出 Spec ( R > 是一个拓扑空间，它的闭子集是扎里斯基 闭集： 形如 7 的那些集合，其中 7 在 J ? 中 
的理想上变动. 

6.68 证明 Spec ( R > 中的一个理想 P 是闭的（即单点集是扎里斯基闭集）当且仅当 P 是极大理想. 

6.69 假定 x 和 y 是拓扑空间， W 函数称为连缜的，如果对 y 的每个闭集 q ， 逆象是 x 的 
闭集. 

设 /«R — A 是环同态，定义 /• : Spec ( A > — Speed ?) 为 y ( Q ) =厂，其中 Q 是 A 中的索理想.证 
明 /• 是连续函败.[回忆根据习題 6.5, 尸 UQ ) 是索理想 .] 

6. 70证明由9，（^"…一 q •…， J ：, —«■> 定义的函数史： — Spec ( A [ x , ，…， x w ]> [其中▲是（不可 
数）代数闭域]是一个连续单射（其中 K 和 Spec U [>,,•••,；!：•]> 都配置扎里斯基拓扑上的扎里斯基 
拓扑的定义在紧接命题 6. 93的后 面〉. _ 

6. 71证明妒中的闭集的任一降链 
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3 f, 3 … 3 3 F-+, 3 ••• 

必有终止，存在某个< 使得 F , = Fm = •••• 

6. 72如果 R 是交換诺特环.证明 R 中的理想 J 是根理想当且仅当 J = /», D …0 P , ,其中 P . 是索理想. 
6.73 证明在交换环 J ? 中存在这样的理想 f , 7不是准索的，而77是索的. 

« 示： 取 R = *[> or ]. 其中 * 是域 • /= 

6. 74设 R = 4[ z ,; y ], 其中 t 是域.并设 J = (/,： y > . 对每个 o € t , 证明 f = ( j :> (； y+«r ,2) 是一个无 

赘准索分解.由此推出在一个理想的无费准*分解中的准索理想未必唯一. 

6.6 格罗布纳基 


人们误认为传统希腊竹学家轻实验重理性.例如.他们不去看一个人的嘴数数他的牙，而宁愿 
猜测多少顆牙齿是一个人所必需的，并由此断定每个人应该有比如28顆牙齿.新兴数学家也喜欢 
纯理性，但他们也要数 牙齿. 如果没有其他理由妨碍我们处理赖 以猜测 定理的数据，那么计算和算 
法是有用的.依此，考虑求一个銕 Var (/) 的不可约分量的问題；从代数来说，这个问理就是求 f 
的相伴* 理想. 准索分解定理说，我们应该寻找包含丨的准索理想 Qi ,而所求的分貴就是 
Var (75 T ). 然而在定理 6. 116的证明中，我们看到如果/ = 门 ••• 0 ft 是无赘准索分解，其中 
Q , •是厂-准索的 ， m Pi =■/(/« Cj ). 其中<：,•€「）<3,且 c € Q ,.. 老老实实地观察牙齿涉及下面的 
问題.给定/的生成元的集合.我们能够确切地出 P , 的生成元吗？困难在于寻求元索在本 
节中将表明如何寻求■的生 成元. 除了这一点之外.我们还必须说算法不仅在特别情形中 
提供数据.它的作用比这 更多. 例如，对于域扩张 fC /4, 如果 /( a :〉，* (: c > € »[>] ,则它们在 
KO ] 中的 gcd 等于它们在中的 gcd , 其证明方法本质上是运用了欧几里得算法. 

给定两个多项式 /(■»:>, 客 . 其中 〆 ; c >#0 是域，什么时候 g (_ r > 是 /(: r > 的因式？ 
带余除法给出唯一的多项式 9 (: r >， Kz ) € 4|>]使得 

fix) = 9(x)/r(x) + r(x), 

其中 r = 0 或 deg ( r >< deg ( K ). 而《 I /当且仅当余式 r = 0 . 我们从另一种不同的现点来看这个 
公式.说* 1/就是说/€ (真> ,(«> 是生成的主理想.这样，余式 r 是/进人这个理想的障碍， 
_即 /e («> 当且仅当 r = 0. 

考虑更一般的问 8. 给定多项式 

/(x).^i<x), — ,g M (x) 6 *[x], 

其中4是域，什么时候出 X > = gcd {幻是/的因式？欧几里得算法可求出而带 
余除法确定是否《/丨/.从另一个观点来看，两个经典算法联合起来给出判定是否有/€ 
g m ) = (. d ) 的算法 • 

我们现在要问在，…= ft [ X ] 中是否存在一个箅法对给定的 /( X ), ft ,( X >, …,6 
轧 X ]可以判定是否有/€ (幻 ，…， 中的一个广义带余除法应该是这样的算法，它产生 
r ( X ), ai ( X ),-, a ,.< X ) 6 *[ X ], 

其中 r ( X > 是唯一的，使得 

/= <»1«1 +••• + <»■«- +厂 

且/€ (幻，…， G ) 当且仅当 r = 0. 因（幻 ，… ，系 》) 由各个 g 的一切线性组合构成，这样的算法说 
余式 r 是/进人的障碍. 
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我们要证明带余除法和欧几里得算法都可以扩展到多元多项式上.虽然这些结果是初等的，但 
是直到最近的1965年才被 RBuchberger 发现.代数常处理算法，但19世纪下半叶自凯莱和戴德金 
之后，公理化方法的能力和精妙使它占据着优势.随着1948年晶体管的发明，高速计算成为现实， 
老的复杂算法和新的算法都可以被实现， 髙阶计 算进人了代数_计算机科学的发展极可能是把一元 
多项式的经典算法推广到多元多项式为什么直到现在才被发现的根本 原因. 这生动地说明了数学外 
部思想的影响力. 

6.6.1 广义带余除法 

*[ x ] 中带余除法的最重要的特征是余式 r ( x ) 有较小 次数. 没有不等式 deg ( r ) <deg ，这 
个结果实质上是无用的，毕竞，给定任一 Q ( X > e / M >] ,有等式 

fix ') = Qii ^ g ^ x ) + C /( x ) — Q ( x )^( x )]. 

现在多元多项式是单项式•的和，其中4且对一切《•有《,>0.有两种次数可以指派给 
单项式. 

定义一个单項式 cr ? … jrlJ 1 6 ， …， X ,]的多元次数是 n 元 tt d = (0|，…，，其中 

是非零的且 对一切 i , Oi >0. 它的权是和丨《丨- 0| +•••+«,. 

在礼 x ] 中用 《( j ：) 除 /( d 的时候，我们常把 /(: r ) 中的单项式按照次数排成降序， 
fix) = f〆" + + ― + CjX* +C!J ： +C 0 . 

如果把 ( fli .-. a ,) 缩写为 a ,把冲…彳缩写为 X e ,則多元多项式 

/( X ) = /< x ,.-. x .) = Sc 、.”.*/:。./. 

可简写为 

/(X) = 'Zc.xr 

我们将对单项式的多元次数进行排序，从而把 /(x> 中的单项式给予合理的排列 • 

在例 5.69( _>中，我们看到 A 然数的一切”元组的集合 N " 是在加法下的幺半群 ■ 
o + / J = ( oi ，…， o ,) + (ft ，…，=(灼 +ft . — . a , +/3„>. 

这个么半群运算与单项式的乘法相关： 

X m Xf = X • 邶 . 

回忆偏序集是一个集合 X 配* f 自反、反对称和传递的关系当然可以把且 ； r 写 

为还可以用 ;I (或; y>_r ) 代替 _r < _y (或 a : < _y > . —个偏序集 X 是良序的，如果每 
个非空子集 sex 都包含一个最小元索 | 即存在 S(1 e s 满足对一切 j e s 有& < s . 例如，最小整 
数公理说 A 然数 N 连同通常的不等性 < 是良序的. 

附录中的命题 A . 3证明在良序集中每个严格递减序列必有限.良序集的这个性质可以用来证明 
一个算法最终 停止. 例如，在一元多项式的带余除法的证明中我们让每一步对应一个自 然数： 余式 
的 次数. 此外，如果该算法在给定的步数后不停止，則下一步对应的自然数——余式的次数 一 严 
格地变小.因自然数在通常的不等性<下成为良序集，所以这个严 格递滅 的自然数序列必有限，即 
该算法经有限步后必终止. 

我们的兴趣是给多元次数排序，这个序要和单项式的乘法相容——即与幺半群 N " 中的加 
法相容 • 


[400] 
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定义单项序是栺 N " 的良序满足 对一切 0 j , y 6 N «, 

a < pU .* a + r < fi + Y . 

单项序可如下运用.如果兀=(々 ，… ,心>，則当时我们定义，即单项式可按照 
它们的多元次数排序. 

定义如果 N ” 配里了单項序. 則每个 /( X ) € *[ X ] = 可以把它的最大項写在前 

面.接着用降序方式写出它的较小 的項： 

/( X ) = c , X * + 低次項. 

定义它的首项为 LT (/) = C , X * ,它的次数为 Deg (/)= a . /( X > 称为首一的，如果 LT (/) = X *, 
即 c a = 1 . 

注意 Deg (/> 和 LT (/> 依赖于单项序 • 

有许多单项序的例子，但我们只给出两个最普通的 • 

定义 N « 上的 字典序 定义为存，如果 <» =卢或沒一 a 中的第一个非零坐标是正的 .e 
术语字典指的是宇典中字的标准顺序.例如下面的德语宇在宇典序中递增（宇母排序为 a < 

6 < …< *> I 

ausgehen 

ausladen 

auslagen 

auslegen 

bedeuten 

如果则它们最前的 i - 1个坐标一致（对某个即 a | —历，…,〜—,，并 
存在严格的不等式：的 <典. 

命題 6. 121字典序 < lt , 是 N " 上的单項序 • 

证明 t 先我们证明宇典序是 偏序. 关系 Sk , 是自反的. 因为 它的定义表明为证明反对 
称，假定 dkj 和杉如果 o # j 9, 則存在第一个不一致的坐标 • 比如第 I 个.为简化记号，可以 
_假定但这与矛盾.为证明传递性，假设 a < le > ^和 / K lex y (只要考虑严格不等式就够 
了）.现在叫= A - i 和设是第一个满足 ft < y P 的 坐标. 如果/•，则 
yi = A - oi .••• .r,-i = ft-i = o A -i = /J, < y,\ 

如果/>>«‘，则 

n = A = .y, i = A-i = <ft = y,. 

在两种情形中， y _ a 的第一个非零坐标都是正的，即 

其次，我们证明字典序是良序.如果 S 是 N - 的非空子集，定义 
中一切 n 元组的第一个坐 标）， 

并定义办中的最小数（注意 q 是良序集 N 的非空子集）.定义 

0 2 = {—切”元组(负，灼，_", 0 ,)€5的第二个坐标}. 

因0 2 #0,它包含最小数办.同样，对一切 i < n 定义 C i +1 为 S 中最先 i 个坐标是 (负， ••,•，衣）的那些 
n 元组的第；+ 1个坐标，并定义束 +1 为0, +1 中的最 小数. 根据构造方法， n 元组 8 = ( m ) 


© 差存一 《 ai 能不在 N •中，但它在 Z ■中. 
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在 S 中，此外，如果 a = ( a |, a2 , …， a,) € S ，则 

a — S = Coi 一 Si .02 — ^2 »a„ ~ 6 n ~) 

的第一个非零坐标如果有的话必是正的，从而所以字典序是良序. 
假定我们断言对一切 y € N ", 



如果 a = 卢，则 a + y = ^+ y . 如果 <»<■„/?, 则 i ?- a 的第一个非零坐标是正的.但 
(^+y)-(o + y) =/?-o, 

从而 o + yKi ^+ y •所以 S le , 是单项序. ■ 

在字典序中 ， A > x 2 > x 3 > - • 因为 

( 1 , 0 , —, 0 ) > ( 0 , 1 . 0 ,— , 0 ) > ― > ( 0 , 0 ,— . 1 ). 

变量心⑴ ，…，: C , …的任何一个置换产生 N " 中不间的宇典序. 

注如果 X 是具有序 < 的任一良序集，則 X "上的字典序可以定义为 a = ( ai ，…， a „) 
^1„6*=(6,,-,6,,),如果 a =6 或它们第一个不一致的史标是第 i 个坐标且用 X 替 
糗 N 以推广命 *6. 121是一件单的事. ■ 

在引理 5. 70中，我们对任意集合 X 构造了幺半群 W ( X ) ,它的元索是空宇以及集合 X 上的一 
切宇: tl ’ …疗，其中/>>1且对一 切；， q =± l , 它的运算是并置.和 N ” 相比. N " 中 -- 切字的长 
度都是 n , 而幺半群 W ( X ) 有不同长度 的宇. 当然这里更重要的是 > V ( X ) 的子幺半群 WlX 〉 ，它 
由 X ±的一切 “正”宇 组成： 

W *( X ) = Ui 6 W ( X ) < x , e XRp ^ O ). 

系 6. 122 如果 X 是良序集，則 WqX ) 在字典序（也记为 Si „) 中是良序集. 

证明我们这里只给出宇典序的谨愫的定义，而把它是良序集的证明留给读#.首先，对一切 
W + ( X ) 定义其次，给定 W + ( X > 中的宇“=々".4和…; y ,, 在较短宇的后端 
添加若干1使得它们长度相等，并把它们重新命名为 VV + ( X > 中的《'和 r /. 如果, 
则可以认为€ X ",而如果在 X "中则定义(这是宇典中通常使用的宇的 
顺序，其中空格排在任一宇母的前面，例如 muse 抹在 museum 的前面 . > ■ 

引理 6. 123给定 N * 上的单項序，任何形如 /(；0-/( J 0 — + 的变換序列的步教必 

有限，其中 CpX * 9 是/(；0中的非零項， 又 Deg ( g ) < fi . 

证明每个多项式 

/< X ) *= yic . X * € *[ X ] = *[ x , 

都可以按照项的多元次数按递减序写出 \ «,>«*> - > & •定义 
多元字 （/) = a 丨 … 0p € W + ( N -). 

设 4X0 是 /( X ) 中的非零项，并设 *( X > e *[ X ] 有 Deg ( it ) <芦，记 
/( X ) = h ( X )+ c fi X ^ + /( X ), 

其中办<尤>是/(；0中多元次数的那些项的和，而 <( X ) 是/( X 〉中多元次数的那些项的 
和.我们断言在 w + ( x ) 中 

多元字 + 多元字 U + < + g ) 

<|«多元字 (/)• 


國 
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/(JO— C/l XP+g(X) 中多元次数 > 沒的那些项的和是 A(x> , 而较小的那些项的和是 UX )+ g ( X ). 
但由习题 6. 79, Deg( I + g )< fi . 所以/(X)和 /(X>-c^^ + g(；Q 中的初始项相同， 而 f ( X )- 
+ 中的下一项的多元 次数夂 由此证明了我们的 断言. 因 VV+(N”） 是良序集，因此形 

如 f ( X ) — JXX ) - c fi Xl > + g ( X ) 的变换序列的步数必有限. ■ 

下面是第 二种普 通的单项序.回忆如果 0 =( 01 ,•••,<»• >€N"， 則丨 a | ^叫+…+〜表示它的权. 
定义 N " 上的次數-字典序 定义为如果 o =/? 或 

I o I = 2°' < 2 ft =1/91* 

或 Ul = |/?|, 而芦 一 a 中的第一个非零坐标是正的. 

换句话说，给定 a = (的和卢=,先检査权，如果 |< rl <|#|, » Ja < d |„ iS , 
如果是平局，即 0 和0的权相等，则用宇典序排序.例如（1,2,3,0><«„„(0,2,5,0)和（1,2,3,4) 
< dl „( l ,2,5,2). 

命题 6. 124次教-字典序 < dl „ 是 N ■上的单項序. 

证明容易验证<_0«是1^上的偏序•为怔它是良序，设 S 是 N " 的非空子集 . S 中元素的权形成 
N 的非空子集，从而有最小的一个，比如有权 t 的一切 S 形成的非空子集有最小元索，这是因 
为在这个子集上，次数-宇典序和宇典序 —致. 所以在 S 中关丁-次数-宇典序有最小元索 • 
假定 ddi« x /S 和 y € N ". 现在丨 o+H = | 0 | + | y | ,从而： a | = 1/91 蕴涵 | a + y | = |^+ y | , 
且 M < Ij 9 l 蕴涵 I a + y | < | j 8+ y | , 对于后一种悄形， 命题 6.121表明 0 +7；^„ | /?+7. ■ 

下一命埋表明，关于单 项序. 多元多项式的表现和一元多项式相似 • 

命《 6 . 】 25设<是 N ” 上的单項序，并设 /( JO ,/ f ( X >, A ( X > e *[ X ] = a ] ,其中 * 

是域. 

(I ) 如果 Deg (/) »■= Deg , JH LT (尽 ）I LT (/> • 

< il ) LT ihg ) - LT ( A ) LT («). 

(HI > 如果 Deg (/> =Dcg < Ag ), 則 LT <*) | LT </) . 

证明 < I > 如果 Deg (/) = a = Deg (*), 则 LT (/) = cX •和 LT (貧） =<«• • 因 f 关0 , 从 
而 efi * 中的单位.所以 LT ( g >| LT (/) [注意，也有 LT (/) | LT (*> ]. 

( il > 设 h ( X > = C XH 低次项， g ( X ) = 1> X » + 低次项 ,从而 LT (/ i ) scX * 1 , LT ( g ) = bX » . 
显然，是 A ( X ) g (；0 的非；项.为证明它是首项， 设 C / I X _ ikh ( X ) 的一项 m & M S y , b , X > 
是 》( X ) 的一项满足 V </ J ( 其中至少一个有严格不等性）.现在 Deg =#+»«,因 S 是单 

项序.我们有户+*<< y + K >< y +/ s , 因此是/ !(; o *(; o 中具有最大多元次数的项 • 

( B ) 因 Deg (/) = Deg ( Ag ) ,( i ) 给出 LT (%)| LT (/) ,根据 （ IH , LT ( A ) LT («)= 
LT ( hg ) ，因此 LT ( g ) I LT (/) . ■ 

定义设 < 是 N * 上的单項序.并设 /( X )， g ( X ) e *[ X ], 其中 *[ X ] = *!>,,..•，：《：,]•如果在 
/( X )中有非零項满足 LT (豕> | ⑽和 

h ( X )=/( X )~ J ^ 5 g ( X ), 

則约化 / kfc 是指用 A 替换 /. 

约化正好是一元多项式的长除法中通常包含的 步骤. 当然，约化的一个特殊情形是 C /} X <* = 
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LT(/>. 

命题 6. 126 设 < 是 N” 上的单項序，并设 /(X),《(；D € 々 [X]= 处召 ， …, 心 ], 假炙 fkh ， 
即有 /(X) 的非零項 C/l ^ 满足 LT(g> | C〆 和 h(X) =/(X)-j^j^(X) •則 

叫黑仰)娜凡 

此外，如果乒 =Deg(/) [ 即如果 q ； ^=LT (/)] •則 

hCX) = 0 或 Deg U> < Deg (/> • 

如果 /3<CDeg(/) , H Deg(A) =Deg</> • 

证明 记 


/(X) = LT (/) + c^-f 低次项， 

其中 qX * = LT(/-LT(/)〉. 因 r， 〃是 /(X) 的一项，所以有 y^Deg(/). 同样，如果 LT(g) = 
，则 Deg (g) = y ，记 

g(X) =a y X y + a a X A f 低次项， 

其中“ A X A = LT (片… LTU)). 因此 


h ( X ) = f ( X )-^^ g ( X ) 

= [/(X)-c^J- +•••]• 

现在 LT(>f) I 说明沒 一y€ N". 我们断言 

叶-爲 [#+...] 卜 +"• 

即 A+i3-y=Deg 卜娃出现的 》 大多元次数.假设 fl，X * 是 g(；Q 中的低次项（即7< 
A). 是单项序，有 


7+ (/9— y ) < 7+ (A — /) = A . 

现在 A < y 嬗涵 A + (卢 一 >0 < y + (沒 y ) =/9,从而 

r>eg (- [|^j]<r(X))^<Deg(/). ( 6 ) 

所以，如果/>(；0关0,则习埋 6. 79给出 

Deg(/.)<maxjDeg(/(X)-c^) ,Dcg (- [j^y]g(X))|. 

现在如果沒 = Deg (/) ,則= LT (/) , 

/( X > — CfXO = /( X ) - LT (/) = c„X- + 低次项， 

因此在这种情形中 DegC / X ^ O-cpXO =*<0^(/). 如果芦 < Deg (/)， 则 Deg (/< X > — = 

Deg (/> ,而根据 (6) 式， Deg ( - Jg ( X ))< Deg (^ , 从而在这种情形中 Deg ( fc ) =Deg (/). 
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最后一个不等式是明显的，因为 

^^giX)=c p Xl>+ 

因多项式后面部分的多元次数为 A + 於 _ y < 沒，由此可知 
_ Deg ( j ^ j «( X )) =^< Deg (/). ■ 

定义设是4[尤]中多項式的 集合. 多項式 KX ) 称为 ，… ，容 ^约 
化的，如果 KX ) =0或没有一个 LT (屯） 整除 KX > 的任一胙零項 • 

下面是多元多项式的带余 除法. 因为算法要求在特殊的序中运用“因式多项式” …， 《„} (毕 

竟一个算法必须给出确切的方向），我们将用多项式的 m 元组替代多项式的 子集. 记第《•个元索是 
的 m 元组为 [扪 ，•_•‘],因为常用的记号（《丨 .-.*») 会和 g , 生成的理想 （ gl ，-, g m ) 产生混淆. 

定理 6. T 27 <*[ X ] 中的带余除法1 设 < 是 N * 上的单項序， *[ X ] = • 如果 

/( X ) e *[ x ] 和 g - [幻 （ xh -. g ^ x )] 是 *[ x ] 中多項式的 m 元组，《存在一个算法给出多項式 
r ( X ), a ,( X ).-, a M ( X ) € *[ X ] 使得 

/ = ^\g\ + + a m g m +r ， 

其中 r •是 mod {/ f M 约化的 ，且 

对一切 I， Deg ( a , g ,) < Deg (/). 

证明单项序-•旦选定，首项就有定义，该算法是一元多项式的带余除法的直接推广.首先， 
用 mod 々约化尽可能多次，然后用 mod 约化尽可能多次，再用 mod &约化；一般地，一旦多项 
式对任意 | 被 mod lg x ，…，沿]约化，则用 mod lg x ，…，，幻 + 丨] 约化. 下面的伪码更精确地描述了 
这个算法. 

Input * /( X ) = [幻 ，…， 《«] 

> 

Output * r % a \ ，… * a m 
r * = / i < z ( * =0 

WHILE / is not reduced mod { g ^ •…, g 購 }DO 

select smallest i with LT ( g ^ ) | for p maximal such that 

/-[ c ^/LT(,r,)]^ ' =/ 
a.+Cc^/LT^,)]! =a, 

END WHILE 

对于这个算法的每一步\^*~ +1 ，根据引理6.123,在 > V + ( N -) 中有 
多元宇（\> >丨„多元字（\ +1 > , 

因<|„是沙 + (1'1->上的良序，所以该算法必 终止. 显然最终输出的 r ( JO 是 modU , ，…，度„}约化 
的，这是因为 r ( X ) 某一项如果被某个 I . T ( ft ) 整除，則可以进一步约化. 

最后，对某个中间输出 A(X> ,a,.(X> 的每个项形如 《 y^/LT ( 沿 ）（ 如同在伪码中所 见 ）. 现在 
SM 1 根据命题6.126,1) €8 ( < ^>：^06 8 (/). ■ 

定义给定 N •上的单項序，多項式 /(X) € 元组 G = [ 幻 ， … ， g„] ，带余除法的输 

出 KX ) 称为/( X ) modG 的余式. 
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注意 / modG 的余式 r 是 mod {幻，…, l } 约化的且 /~re /=(& 〆 ••,〜）•该算法要求 G 是 
»»元组，因为命令 

选取最小的《使得对某个 / S 有 LT ( ft > | 

指定了约化的次序. 

下一个例子说明余式不仅依赖于多项式集合{幻 ，…，疋 ■>} ，也依赖于 m 元组 G = [/?!,•••,/?„] 

中坐标的 排序. 即如果 <^5* 是置换且 G , = [> •⑴ ，…必 ( m > ] ，则 / tnodG , 的余式~可能和 /mod 
G 的余式 r 不同.更坏的是有可能 r >0而 r , = 0，从而 modG 的余式不是/进人理想（心，…， 

的障碍.我们在下一例中解释这个现象，并在下一小节中处理它. 

例 6. 128设 f (. x , y , x ) = x 2 y * + » 并设 G =[幻 ， g 2 , g 3 ~], 其中 

g \ = / + r * 

Bz = x*y + ys 
*3 = ** +J^y. 

我们用 N 3 中的次数-字 典序. 现在; >« 2 = LT («,) I LT (/) -= , 从而 , 其中 

h = f — +* 1 ) =— x 2 * 2 +* y . 

多项式一:是 modG 约化的，因为不管是 -/ r 2 还是都不能被任意一个首项 LT ( gl ) = 

/ . LT < ft > = i 2 ；y 或 LT ( ft ) = / 整除. 

现在用3元组（；'=[客 2 ,及 1 ,* 3 ]做带余除法_第一次约化给出,其中 
h ' =■ f —^- ij^y + yz ) =— ^1 + xy . 

现在 fc ' 不是约化的，《« 0{ ^ 1 约化给出 

h ' - — + z 2 ) * x 3 + xy . 

但 t 3 + a:;y = k 3 ,所以 P + jy -^ o . W 此，余式依賴于；》元组中 W 式多项式丨的排序 . 

余式不同的更简单的例子（但没有余式为0> 见习題 6. 78. ■ _ 

习踴 

6. 75 ( | ) 设 < x ， o 和 ( y , 尨 ’> 是良序集.其中 x 和 y 不相交.定义 xuy 上的二元关系<为 
x , ^ j * 如果 I ,， jt * 各 X R a ：, < ， 

yi ^ yz 如果 3»| € V & ^»| ^ r y t • 

x Jnj « x 6 丸和〉 € 

证明 （x uy ，<> 是良序集. 

(li > 如果 r < w ， 則可以把 NT 看作由形如的一切 n 元组组成的 N •的子集，其中对 
一切 i<r 砭 N . 证明存在 N * 上的单項序满足当 a € W 和/?6 N " —从 时有 
提示：考虎灸 [ X | ，•"••!：•]上的字典序，其中 0：丨 < & <…< A . 

6. 76 ( I ) 用字典序和次数-字典序写出 k [ x , y 3 中前 10 个首•单项式 • 

(H ) 用字典序和次数-字典序写出 Jk[x 9 y 9 z] 中权最多为2的一切首一单项式. 



6. 77 举出良序集 X 的例子，它包含一个具有无限多个前导的元素《,即是无 限集. 

6. 78设 G = [x —>»x — z ] 和= [ j : — z,x —. 证明（在次数-字典序中 > i mod G 的余式和 j ： mod G 7 的 
余式不同. 

6. 79设5是 N •上的单项序，并设 /(；0, g (；0 6 社太]= 4(>,,-"，1 1| ]是非零多项式. 

(1> 证明： 如果 /+g 关0, m Deg (/+« r ) < max{Deg (/) f Deg ( g )), 且严格不等式只有当 Deg (/> 
= Deg ( g > 时才可能 产生. 

(H > 证明 Deg (/ g ) = Deg (/) + Deg ( g ), 且对一切 m > l . Deg (广 > =mDeg (/). 

6. 80 在本题中用次数-字典序. 

( I > 求: c 7 y * 一 y + 1 mod [ jy * — x*x —. y *] 的余式 • 

(il > 求 ■ r ’； y l +•^ V —： y + lfnod |> — y , 1 x /—:^]的余式• 

6•8〗 在本埋中用次败-字典序. 

( I ) 求 y + xy * + mod [ y * — 1 *xy 一1]的余式 • 

( jj 〉求 x t y -^ j ： y z + y l mod — l ， y * — 1] 的余式 • 

6. 82 设•是非零单项式，并设 /( X >, g (；0 € *[ X ] 是每个项都不被 f , X •整除的多项式.证明/(；0 — 
g ( X > 的每个项都不被 C . X * 整除. 

6. 83由承项式牛成的礼；0中的理想/ ,比如 J = ，…， ，叫做单项式理想. 

( I ) 证明 /( X )€ J 当 fl 仅当/( X )的每个项被某个整除 • 

< H >证明：如果 G =[ 执 ，••••&] 和 r 是 modG 约化的 • 則 r 不在单项式理想 （LT ( gl ),•••• LT (瓜>> 中 • 
6. 84设 f ( x >=2 c . x _ ek [ x ] 是对称多项式， k 中*是域 ax = …， x ,>. 假定 n •配賢 r 次败-字典序且 

Deg </> = /9= (A ， … ， A> • 

( I ) 证明： 如果 …彳 出现在 /( X > 中，其中系败 c . 非零，则每个单项式都出现在 /< X > 
_ 中 R 有非枣 系败， 其中 < x € 戈. 

< il > 证明 A … > A . 

( ill ) 如果是初等对称多项式，证明 

Deg ( e rf ) = (1 •…， 1，0, …， O )* 

其中有；个 1. 

<| V > 设 （ y , •…， y _> = (ft — - 庳，…，爲―， • 证明： 如果度 ( a ，…， x ,> = xp •• •: rf •，则 

客 (〜•_•，〜） 是对称多项式且 Deg ( g > =/?. 

( V )对称多项式基本定理. 证明： 如果 * 是域， 則毎 个对称多项式 /( X > e 礼欠]都是初等对称函数 
A ，•",〜的多 項式. （与定理 4. 37比较 •> 

提示： 证明 A (；0 =/(；0— V («,， …， e ,) 是对称的， RDeg ( h )< fi . 

6. 6. 2 Buchberger 算法 

本节的碉 T 部分我们假定 N ” 配置了某种单项序（读者可以用次数-字典序），由此 LT (/> 有定 
义且带余除法有意义. 

我们已经看到由带余除法得到的 / mod [幻，…, 容_]的余式依赖于&列出的顺序.非正式地说， 
理想/ = ( 幻 ，…，〜〉 的格罗布纳基 {gi ,•••,“> 是指一个生成集满 足对& 形成的每个 m 元组 G , = 
[心<»，•••，〜 》>]，/ modG ，的余式恒为/进人/的阻碍，其中 < reS „. 我们用 一个更 易检验的性质 
来定义格罗布纳基，然后在命题 6. 129中证明它们被刚提到的更重要的阻碍性所刻画 • 
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定义多項式{幻 ，…， 〜} 的集合称为理想/= ( ft ， 的格罗布纳基如果对每个非零 
多項式 /e /,存在某个幻使得 LT ( ft ) 丨 LT (/). 

注意格罗布纳基是多项式集合，而不是多项式的 m 元组.例 6. 128证明了 
{>*+** y + yz , 3 ? + xy ) 

不是理想 （: y 2 + 3 ^ , x 2 y + yz , z 3 + iy ) 的格罗布纳基 • 

命麵 6. 129 —个多項式的集合 (*,,-,*«) 是理想/=(幻，…，真„)的格罗布纳基当且仅当对 
每个 ot 元组 G „ = [&<„ ，…， 〜■)] ，其中每个/色 f modG ，的余 式都为 0. 

证明假定有某个置换 ( reS ^ 和某个 /( X >= / , / modG ，的余式不是 0. 将它的各 

项按多重次数降序排列 . ai >…,并且如引理 6.123 的证明中一样，定义 multiword (/) = 

幻… & € VV ^ N ”） . 在所有这样的多项式/中，在良序集 W ^ N ") 中选择一个极小的.由于 dm 
Um 是一个格罗布纳基，对某个 i 有 LT (幻 〉 I LT (/>. 应用带余除法得到一个新多项式， 

比如说 A ，注意 由于 multidegree ( A ) ~<inultidegree (/) ，根据命埋 6. 126, modG ，的 余式是 
0 . 因此，/的余式也是 0 , 这是一个矛盾. 

反之，假定每个/€ /都有 modG , 的余式为0,但 Ui ,•",*-> 不是的格罗布 

纳基. 如果存在非零多项式/6 /使得对毎个 |都有 LT (沿 ）| LT (/) ,则在任一约化 /-£ l * A 中， 

有 LT ( A ) = LT (/) .因此，如果 G =[ 心 ，…, 心], 带余除法 modG 给出约化 /- A 】 ―心-…— 
h p = r , 其中 LT ( r ) = LT (/). 所以； 即 /mod G 的余式不是零，这是一个矛盾. ■ 

系 6. 130如果，… ，見 „} 是 a 想丨=(幻，...，*■>的格罗布纳基，且 G = [沿 ，...，《■„] 是幻 
形成的任意一个 m 元组.《对每个 /(JO e 4[X] ,存在嘈一的 modlA ，…， 心}约化的 r(x> e 
*[X ] ,使得 /-re / I事实上， r 是 /modG 的余式 • 

证明带余除法给出 mod { g | 约化的多项式 r 和多项式 a ，…， a * 使得/ = a t gi +•'• + 

a „ g „ + r ， 显然 / f = a | g| +...+ ailt g _ 6 L 

为证明唯一性，假设 r 和 〆 是 nxxMgi ，…,约化的且/ r 和 /— 〆 在 f 中，由此（/— 〆 〉— 

(/- r ) = r -/6 l 因 r ■和 〆 是 mod {ft ,.••,!?„} 约化的，它们没有-个项能被 LT ( ft >整除.如 
果；•一 〆 #0,习题 6.82 说 r 一 〆 的每个项都不能被任一 LT (沁） 整除. 特别是 LT ( r — 〆 〉 不能被任 . 

一 LT ( ft ) 整除，此与命理 6. 129矛盾，所以 r = 〆 . _ 

下一个系证明格罗布纳基解决了由不同的 in 元组引起的带余除法中余式不同的问埋. 

系 6. 131设 Ui ， …， *«} 是 * 想 f = ( 幻 ••..，《„) 的格罗布纳基，并设 G = [gj ，…，^] . 

(I)如果/(太>€*[太]和（；，=[* 11<1> ，...，*,( 11|> ],其中 <；€5„是置換， W/modG 的余式等 
于 /modG, 的余式. 

< ii ) 多項式/6 /当且仅当 / modG 的余式为 0. 

证明 （ I )如果 r 是 / modG 的余式，則系 6. 130说 r 是 mod 彳幻约化且满足/—「各/ 

的唯一多项式.同样， / modG „ 的余式 r , 是 mod {幻，…， gj 约化且满足，的唯一多项式•系 
6.130 中的唯一性结论给出 r = r „. 


© 在 Buchbcrger~Winkler 的 CGrObner Bases and Applications ! —书中 ， li Buchberger 的一篇文章写道 t M 在格罗布纳 
1954年的早期论 文中， 虽然没有 k 含格罗布纳*理论的基本成分，但给我指出了正碥的方向，促使我在1976年给 
这个理论冠以格罗布纳的名宇 . ” 
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c ii ) 命题 6. 129 证明： 如果/€/, 則它的 余式是 0. 关于逆命题，如果 r 是 / modG 的余式， 
则/=9 +广，其中/•因此如果 r =0, 则/€ /• ■ 

有几个明 M 的 问睡. 格罗布纳基是否存在.如果存在，是否唯 一 ？给定4[幻中的理想 J ,有 
_没有求/的格罗布纳基的算法？ 

S - 多项式的概念可以使我们识别格罗布纳基，先引人几个记号. 

定义如果 a = ( m , …， a ,) 和沒=在 N " 中，定义 
a V P = fi * 

其中； = max < a , > 和户 =( pi ， •• •，并 《 > • 

注意 X * v ^ 是单项式 X •和的最小 公倍式 

定义设 /(； Q , g ( X > e *[ x ]. 其中 LT </) = a , X * 和 LT (容> = 6 〆 # .定义 
Uf . g ) = X - v ，. 

s - 多项式 s (/,«) 定义为 


圆 


Sif.gr 


- 徽 


Uf . g ) 
LT (^) gi 


即如果 // = a V /9 ，員 1 j 

S ( f ， g )= a ~ l X ^ f (. X )- b ^ l X ^ ( X ). 

注意 S ( f 9 g ) =— S ( gff ). 

例 6. 132 ( i ) 如果 /( hy ) = 3：!^ 和尽（0：•: y > = 5« zy 3 — y (在次数-宇典序中），则 1(/，贫）= 

xV 和 


S ( f 9 g ) = ^^(5 xy 3 -. y ) -如 r ， 


( II ) 如果/(；0和 «( X ) 都是单项式，比如/( X ) = a . X * 和 k ( X > - 6 彡; ^，则 

S ( / , / r ) =^- Vx *-^^ = o . 


下面的技术性引理指出定义 S - 多项式为什么是合适的.它说如果 Deg 其中七 

是单项式，而对一切 DegCajg ^- S . 则任一多元次败 < 3的多项式可以 k 写为 S - 多项式的线 
性组合，它具有单项式系数，且它的每-项的多元次数严格小于 


引理 6 . 133 给定 gi ( X ), …， g ,( X ) e *[ X ] 和单項式 , 令 h ( X ) = ^ CjX ^ gjCX ). 

i -1 

设 8 是多元次数.如果 Deg ( fc )< 8和对一切， _>•</, Deg ( c > X * < > > ^( X )) = « , W 存在《色友使得 

MX) = 'Zd i X t ^ li， S(g i ,g j+i ), 

其中 /<(>) = Deg (. gj ) V Deg (真汁 |), 且对一切_/< / , 

DegiX^'Sigj.gj+O) <S. 

证明设 LT ( g> ) = bjX ^ , 于是 LT UjX ^ gjlX )) = cjbjX 1 . 从而 A ( X ) 中 X 4 的系数是 

2 C A -因 Deg ( A > < 在，必有乏>,九= 0 • 定义首一多项式 

> > 

uj(X) ^b-'X^gjiX). 


有一个重叠和 



*( X ) = "^ cjX ^ gjCX ) 

>-» 

= 

i-i 

=Cl biCui — I #2) + ((1 办 1 + C 2 6 2 )( fi 2 — « 3 > + … 

+ (ci^j + ― 4 - c^i b/-i )(u/^i — u e ) 

+ ( cj ! + ••• + cfit ' iug . 

因 = 0 ，所以最后一项 ( q 6| +，"+ c /6，) i ^ = 0. 因占 =Deg ( CjX ^ gj ( X )) ，所以有 a ( j )+ fi ( j ) 

= d ，从而对一切 •，沪 > I X a . 因此对一切 j </， 有 lcm < A ^ > ,； P J0+1> } I X 8 ； 即如果 

记 〆 j ) = ^( j ) V f / i ) + 1) » 则在一 ; iO 〉€ N ". 但 

= X *- 灿 (X) - 



= br ' X ^ gi - b ^ X^ gi+x 


= Uj - u m . 

把这个等式代入重*和中得所求的那种形式的和，其中沁= 06 : 

MX) ■ c,6,X 4 -<* <,> S(* 1 , ft )+ («-,*, + c z bt )X # -* KI> Sig t ,g 3 > + - 

+ (仏 + … +fHV 1 )X , ， < M> S(<f H.K,). 國 

最后， 丙〜和~ + 1 都是首一的且 首项多 元次败 为心有 Deg ( s — « >+1 > < 衣 W 我们已经证明 
u , - u i+l = X a ~^ S(. gi , g J+l ), 因此 Deg ( X *- 即 S( gi , gj + l ))< S . ■ 

由命翅 6. 129, ( g t ,-, g m } 是 J = 的格罗布纳基，如果对每个/€ J ,/ modG 的 

余式为0 (其中 G 是排列心形成的任意 m 元组） . 下一定理的璽要性在于它证明了只要计算有限个 
多项式的余式，就是 S - 多项式，就可判定 ，…, 是否为格罗布纳基. 

定理 6. 134 (Buchberger 丨 集合{幻 ，… ，見《«>是《想/ = ( 幻 ，…， 客„>的格罗布纳基垂且仅电 

对一切 p , q , S ( g p , g v ) modG 的余式为0,其中 G ** [幻 •••.，*_]. 

证明显然 S (心， 《,) 在 f 中，它是心和心的线性 组合. 如果 G = Up …，是格罗布纳基， 

则由命題 6. 129, S ( g t , g q ) modG 的余式为 0. 

反之，假定对…切夕 ， 9 ， S (心， A)modG 的余式都是0,我们 S 要证明对每个/€ / , /modG 
的余式为 0. 根据命题 6. 129,只要 证明： 如果/它 J ,则有某个 i 使得 LT ( g ,.> | LT ( P . 因/€ 

I = («i • 我们可以记/= 2 A *«* • 从而 

Deg </) i maxdDegCA ,*,)}. 

如果等式成立，则有某个，使得 Deg (/) = Deg (/〉，从而命理 6. 125给出所要的 LT ( ft ) | LT (/) .所 
以可以假定有严格的不 等式： Deg (/) - < max < Deg ( A I « i )}. 

多项式/可以有多种方式 写成心 的线性组合.当然一切表达式都形如/= ,选取占= 

m _ ax { Deg (\ g i M 极小的一个（因 <是良序，所以是可能的> ■ 如果 Deg (/) = S , 正如我们巳知 
的，证明已经完成，所以可鋇定有严格不等式 Deg (/)< I 记 
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/= 2 h jgj+ 2 ⑺ 

Mi 九 >-< »■»,«,>« 

如果 Deg (乏>)幻 ）=5, M Deg ( f ) = » , 产生矛盾 i W 此 Deg (乏心）< S •但在这个和中 X 4 
的系数是从•^的首项得到的，从而 


Deg (乏; LT ( V 幻) <*• 

现在 ^ LT (/» p < r , 是满足引理6_ 133® 设的多项式，因而存在常败4和多元次数;/<»使得 
f 4 l 5 l E LT ( V 幻- " ZdjX^Slgi (8> 

其中 Deg ( X^^Slgj , g i+1 )) <«. © 

因每个 S (幻，幻 +1 〉 modG 的余式为0,带余除法给出％ ( X > € *[ X ] 使得 S ( gj , g j+l ) = 
^ a jigi ,其中对一切 i ， i , Deg < a> ^> < Deg < S ( A , 办 „>), 由此 

X *~ W 、 Sl g ” gi+i ) =多 x *- 〆 〜砵, • 

所以，引理 6. 133给出 

Deg < Deg CX *-^ S(. gj , gj + l ^< S - (9) 

代人 （8) 式得 

S LTCAp *, - ' ZdjX ^ Slgj . gj ^) 

= iyij (' Zx »-^ a ji g i ) 

i t 

如果记为 < , 則 

2 lt < v *, = E 4 , no ) 

其中，根据 （9) 式， 对一切 i . Deg a ' igl ) < a . 

最后，把 (10) 式的表达式代人等式 (7), 


2 *>*> + 2 h (gt 

E LT ( V «)+ 2 ^- LTCAP ^ H - 2 h t g ( 
»«W 乂 >•* D>«<* 乂 ><• 

IX 必 + E ： A >- LT ( A ,•)]«,+ 2 h t g t . 


我们巳经把 / 重写为*,的线性组合，其中每个项的多元次 数部严 格小于与5的极小性矛盾•证 
_明 完成. ■ 

系 6. 135如果7=(力 ，…, /,) 在 4[ X ] 中，其中每个义 却是 单項式（即如果7是单項式理 
想）， 到 {/, ，…，/,>是 I 的格罗布蚋基. 


© 读者会奇怪为什么我们考盧所有的 S - 多項式,面不是只考虐形如的 S- 多項式.答案是余式 
条件只适用于满足 Deg Ch igi y - 8 的導些 Aw, ,从爾记作《的指籌未必是连 襞的. 



证明根据例 6.132( B ), 任一单项式对的 S - 多项式都是 0. ■ 

这里是主要 结果 ： （A ,•••,/,) 的格罗布纳基可以通过添加 S - 多項式的余式 获得. 

定理 6. 136 ( Buchberger 算法）中的♦个 * 想 J = (/丨， …， /,) 都有格罗布的基它可 
以用一个算法计算出来. 

证明下面是算法的伪码. 

Input 1 B = {/, G =[/, ,••*,/,] 

Output 1 a Grobner basis fi = Igi ，… 9 g m } containing { f \ ，… } 

B •= {/"l，.“•/) G « = C/j. — 

REPEAT 

B ' t = B Cf t=G 

FOR each pair g , g ' with g ^ g ' ^ B ' DO 

r * = remainder of S (. g > g ') mod G ' 

IFr ^0 

THENB .= B U < r > andC * = ,< r «, r ] 

UNTIL B = B ' 

现在算法的每个循环扩大子集 BC /= (. gl . 它加进了 S - 多項式 S («, 〆 ） 之一 modG 的余 

式•因 g.g G I . S { g , g ') 的余式在 J 中，从而大集 B U W 包含在/中. 

唯一阻碍算法在 B ' 处终止的条件是有某个 Sk ,«) modG 的余式不为 0. 由此，如果算法终 
止，則定理 6. 134表明 B ' 是格罗布纳基. 

为证明该算法有终止，餒设从 B ' 开始以 B 结束. 因 B ' eB , 所以有单项式理想的包含关系 
< LT ( 〆 ）• * , € B , ) CCLT («) • g eB ). 

我们断言：如果 B ' CB , 則也存在理想的严格包含关系.假设 r 是某个 S - 多项式 mod B ' 的（非零） 

余式，且8=8'1)&}.根据定义，余式 r 是 modG 7 约化的，从而对任 一 〆 € B ' ， r 的每个项都不 
能被 l . T ( g ') 整除，特別是 LT ( r ) 不飽被任何 LT ( 〆 ） 整除.因此，根据习 B 6.83, LT ( r ) « 
(^(^>« geB '). 另一方面，我们有 LTwe ( LT (*> i * e 出.所以，如果算法不终止，則 
存在 *[ x ] 中理想的无限严格升链，因为 4[ X ] 有 ACC , 所以与希尔伯特基定理矛盾. ■ _ 

例 6. 137读者可以证明 + + 不是格罗布纳基，因为 SCy + y ， 

;«:\+：)«)=* 2 * 2 —；/*1110€10'的余式不是0.然而加进给出了一个格罗布纳基 B ，因为 

B 中一切 S -多项式[它们有 (^ = 6 个 ] mod B ' 的余式都是 0 . _ 

理论上， Buchberger 算法可以计算格罗布纳基，但问«是如何 实现. 在很多情形中，计算所需 
的时间在合理的范围之内，而另一方面.存在耗时很长才能产生輪出的例子.在 CatLittleO’Shea 
的 f Ideals » Varieties , and Algorithms ! 中 2. 9 节讨论了 Buchberger 算法的效率. 

系 6. 138 ( | >如果 J = (/i •…, /,>是 k \_ X ] 中的攻想，《存在算法«定多項式从;0 € 

是[ X ]是否在 J 中 • 

( » >如果/= (/"•••,/,> GtfX ] ， 《存在算法判定多項式 〆 €轧尤]是否在 yr 中. 


© 格罗 布納基 存在的一个霁构遒性证明可以用精尔铂特基定理 的汪明 给出，例如可见 Cox - Little ~ CyShe •的 （ Ideals , 
Varietie ., and Algorithms ) 第 2. S 节（在么 7 节中， 德们也 ft 出一个构 jft 性《 明）. 



an ) 如果/ = (△ ，…， /,) 和 r = (/；,•••,/,> 是対 X ) 中的理想，则存在算法判定是否有 r . 

证明 （|)用 Buchberger 算法求出/的格罗布纳基 B ， 然后用带余除法计算 A mod G 的余式 
(其中 G 是排列 B 中的多项式形成的任一 71* 元组）.根据系 S . 当且仅当”_0. 

( H ) 用习题 6. 66, 然后用 Buchberger 算法求出 A [ X ,： y ] 中（/丨， …， / 4 ,1 一巡） 的格罗布纳基. 

( iii ) 用 Buchberger 算法分别求出 J 和广的格罗布纳基和{么 • 根据 

( I )，存在算法判定是否有每个 Se /, 如果每个乂云 J , 則 /' d . 同样，存在算法判定相反的 
包含关系，因此存在算法判定是否有 f = /'. ■ 

一个格罗布纳基3= { gi .- fgj 可能 太大. 例如由格罗布纳基的定义，如果/6 /,则 BU 
</>也是 J 的格罗布纳基，由此，我们可以寻找在某种意义下极小的格罗布纳基. 

定义称理想7的基 {幻 ，…，“ } 是约化的，如果 

(I) 每个都是首一的 * 

(li ) 每个发 i 都是 mod {^! *••• tgit 9UU tg m ) 约化的. 

_ 习题 6.90 给出一个算法计算每个理想（八 ，…, /,) 的约化基•结合习題 6.93 中的算法，它把一 
个格罗布纳基压缩为一个約化格罗布纳基，可以证明一个理想的约化格罗布纳基是唯一的.在每个 
// X > 都是线性的特殊情形中，即 

/,-(JO = a.ix, + 

公共零点 Var ( A ，… ，/,) 是/个方程”个未知败的齐次方程组的解.如果 A = [%]是 t X «系数矩 
阵，則砰以证明约化格罗布纳基对应于矩阵 A 的行-约化梯矩阵（见 BeckerWeispfenning 所著的 
«GrObner Bases ) 10. 5节〉.另一种特殊悄形是/丨 ，…， /,都是一元多 项式. 从彳/丨，...，/,}得到的约 
化格罗布纳基是它们的 gcd , 因此欧几里得算法已经推广到了多元多项式. 

系 6. 138—开始没有说“如果/是 A [ X ] 中的理想”，而是指定了一个基/ = (々，•••，/,).当然， 
其理由是 Buchberger 算法需要一个基作为輸人.例如，如果,则该算法不能直接用 
来检验多项式 /( JO 是否在根77中，因为我们还没有 / T 的基 . Becker ^ Weispferming 的书 (Grfibner 
Bases ) 给出 * 满足某种条件时计算刀"的基的算法.没有已知的算法可以计算一个理想的相伴索理 
想•虽然有算法处理这个一般问題的几个特殊 情形. 正如我们在本节开始提到的，如果一个理想 J 
有准索分解/則相伴索理想 P , 形如 7(/ | q ) ,其中有算法 
计算胃号理想的基 （ BeckefWeispfemiing 所著的 tGrebner Bases ), 266页 '）• 于是，如果有求元素 
c , 的算法 • 就51以计算 P ,. 对于格罗布纳基在败学各领域的应用的一个综述，读者可参见 Buch - 
berge 卜 Winkler 所著的 《 GrSbner Bases and Applications ). 

我们通过呈示如何求理想之交的基来结束本章. 

给定多元多项式方程组，求解该方程组的已知方法是消去变量 （van der Waerden 所著的 
{Modern Algebra II ), 第 XI 聿）. 给定一个理想 I 6轧幻， 我们导出未定元的子集中的一个理想， 
它本®上是 Var ( D 和低维平面的交. 

定义设 * 是城，并设 / s *[ x , y ] 是 a 想，其中是变量的不相交集合 x u y 中的多 
項式环. 消元理 想是指 

/x = / n * cx ]. 

例如，如果1= ( x 2 ,^) ,則一个格罗布纳基是 { x ^, xy ) (它们是单項式，从而系 6. 135适 



字典 序〉， 且对固定的 p >\ , ♦y = x /> ,.",: r lt . 如果有格，布纳 | G = { gl .-, g m } , 
M G n /y 是消元*想 / y = f fl / k [ x p ， … ， 1 ,] 的格罗布蚺基 • 

证明 回忆 { ft ，…, 仏}是 ( ft , …, < r „) 的格罗布纳基意味着对每个非零 / e /, 存在 g , 使得 
LTCft ) 丨 LT (乃•设 f (. x t ,-, x n ) e h 是非零多 项式. 因 /y £ / ,存在某个 gi ( X ) 使得 LT ( ft ) 丨 
LT (/) ,因此 LTtg :;) 只涉及“后面”的变董：>>,»*,：1：,.令1)6 8 0^(«,0)=，如果 g ,. 有一个项 
c , X •涉及 “前面”的变量而，其中 i </», 则因而 >•••>；!>>•••>；«：, ,因而有因 为沁首 
项的次数/3大于 ft 其他项的次数，所以这是一个 矛盾. 由此 ， ft €«(>"••• , x ,]. 现在习题 6. 92证明 
g n ^ Cxpt — ix ,] 是卜= i n * D«：p ， ••• a ] 的格罗布纳基. _ 

我们现在可以纶出理想之交的格罗布纳基 • 

命题 6. 140设 A 是域，并设/〗••••，/,是 4[ X ] 中的理想，其中 X = a ，••.，•!， • 

( I ) 考虑有新变量: y , •(其中的多 項式环 *[乂,力，…, y ,]. 如果 J 是由1-(力+...+ 

: y ,) 和一切乃 L 生成的 *[ X , yi , …，; y ,] 中的理想，« H /> = J x - 

i-l 

(il ) 给定的格罗布纳基，可以算出 h 的格罗布纳基. 

证明 （ 丨> 如果 /~/( x)e Jx = Jn *[ x ], 则/ e j ， w 此有等式 

/( X ) = g ( x , y > ( 1 - s > + ^>, ( x - , y , )> >9 , ( x > , 

其中 g’h e *[ x , y ] 和％ e 心 . 令乃 = i 和其他 的, 等于 o 得 /= \(又, 0 ,"、 1 ,”., 0 峋（； 0 . 注意 
e *[ x ] . 从而 / e /,. 因）是任意的，我们有 / en /,_, 由此 •/ xcriL . 
关于反包含，如果 /en t , 则等式 

/= /( l-Eyji + 'Zyjf 

表明所要的 /e Jx _ 

< il ) 用满足中的一切变》部在 y 中的变景之前的一个单项序，该结果便由 （ 丨 > 和命题 
6. 139推出. ■ 

例 6. 141考虑理想其中务是域，在例 6.117( B ) 中考虑过这个 
例.尽管不难用手算求/的基，我们还是用格罗布纳基来说明命题 6.140. 设 u 和 v 是新变#,定义 
J = (1 — U — Vtux ,vr 2 .wr>,T{y 2 ) S 

第一步是求 J 的格罗布纳基，我们用满足:的宇典单项序.因两个单项式的 S - 多项式为 
0,因此 Buchberger 算法很快给出 J 的格罗布纳基 G ®: 

G = < i » + « — 1 , x * ,yx ,ux , uy 2 — y 2 }. 

由命題 6.139, f 的格罗布纳*是 GO * t >, y ] ， G 的一切不涉及变# u 和 v 的那些元素.于是， 

/ = (x) D ^.xy.y®) = (j^.xy). ■ 

顺便提及格罗布纳基可以适用于非交换环 . A _ 1. Shirsov 开始研究非交换多元多项式环是否存在 
类似的结果，其目的是实现算法以解决李代数中的问题. 


© 事实上这是习 *6.93 铪出的约化格罗布纳基. 
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习题 

在下面的习题中用次数-宇典单项序. 

6. 85设 J r * 一 j :*). 

( I > ^ x < y < z 9 设^一是汁上相应的单项序.证明 [: y —不是/的格罗布纳基. 

(11>令><：*<1，设彡一是卬上相应的单 项序. 证明 Ly — V ,* — z 3 ] 是/的格罗布纳基. 

6 . 86 求 7= ( / — 1 , 玎 * 一 1 ) 的格罗布纳基. 

6. 87求 J = ( x a + y . x 4 +2 x * y 4- y + 3) 的格罗布纳基. 

6. 88求 J = ( zz 9 xy — z,yz — x ) 的格罗布纳基. jt 3 + x +1 在 J 中吗？ 

6. 89求/ = U * — — uV —町）的格罗布 纳基. J ： 4 +： r + l 在/中吗？ 

6. 90证明下列伪码给出理想 J =(乃 ••••,/,) 的约化基 Q . 

Input : F=[/, • — •/,] 

Output * ， … • 孓 ] 

Q« =p 

WHILE there is 96 Q which is 

not reduced mod Q 一 {g}DO 
select 96 Q which is not reduced mod Q— (g} 

Q* ^Q-{q) 

h * = the remainder of q mod Q 
IF h 判 THEN 
Q* =Q[Jih) 

END IF 
END WHILE 
make all 96 Q roonic 

如果 G 是理想 / 的格罗布纳基， Q 是 由习® 6.90 中的算法得到的 J 的基，证明 Q 也是 J 的格罗 
布纳基. 

设 J 是 HX ] 中的理想，其中*是域且4[太]有单项序. 证明： 如采一个多项式集合{&，•"•&}£/有 
如下的性质，即对每个非零 J 有某个真•使得 LT ( g ,>| LT (/) ，期|/=(沿， •••,&)• 由此推出，在 
格罗布纳基的定义中， 不必* 定 J 由化 ，•••，& 生成. 

证明下面的伪 犸把一 个格罗布纳基 G 变成一个约化格罗布纳基 

Input « G={g, ， … ， 度麟 } 

Output * H 
H * «0i F» =«C 
WHILE F^0DO 
select f from F 
F*=F-{/} 

IF LT(/)| LT(/)for all / 6 F AND 
LT(A)| LT(/)for all A 6 H THEN 
H« =HU(/} 

END IF 


Em 

6.91 

6. 92 

6. 93 


國 


END WHILE 

apply the algorithm in Exercise 6 . 90 to H 




第 7 章模和范畴 

我们现在介绍 K - 模，其中 K 是交换环》正式地说，它们是向量空间在下列意义上的推广，即允 
许标童在 R 中，而不要求在域中.如果是一个 PID , 則我们将在第9章中着到，有限生成的 R - 模 
的分类同时给出了一切有限生成阿贝尔群的分类，以及由典范 S 构成的有限维向摄空间上一切线性 
变换的分类.在第8章中引入非交换环之后，我们还要定义这些环上的模，在本质上，它们将用来 
证明每个 〆 阶有限群都是可解群，其中/■和9是素败. 

范畴和函子最先在代数拓扑中产生，代败拓扑用某种相关的代数系统（同调群、上同调环、同 
伦群〉 来研究拓扑空间和连续 映射. 已经证明范畴的概念在纯代数中也有其价值，确实，公正地说， 
近来代数几何 的大幅 进展不能没有范畴的框架. 

7. 1模 

一个 R - 模就是“环 K 上的向量空间”，即在向量空间的定义中，允许标置在 R 中而不必是在域中. 
定义 设 R 是交 換坏. R - 樓是》配置了榇量乘法 RXM — M 的（加法） W 贝尔蜱 M , 其中标量 
乘法记为 

( r . w ) (-► rm , 

且使得下列公理对一切 m , m ' € M 和一切 r,/,l 6 i ? 都 成立， 

(I ) — rm + rm % 

(II ) (r + 〆 ）;《 = rm 4* rm % 

(Hi ) ( rr'>m = r { rm )» 

(iV ) lm = m . 

注 这个定义对非交換环 R 也有意义，此时称 M 为左 模. 

例 7. 1 ( | ) 域々上的每个向量空间都是 模. 

(II >根据命题 2. 23的指数定律，每个阿贝尔群都是 Z -模. 

( HI ) 每个交换环尺都可以看作它自身上的模，只要定义标量乘法 RXR — R 为给定的 K 中元素 
的 乘法. 更一般地， R 中的每个理想 f 都是一个 R - 模，这是因为对 ie J 和 r 有 H 6 I . 

( IV ) 如果 S 是交换环的子环，則1?是 S - 模，其中标量乘法 SXR ^ R 就是给定的乘法 
sr . 例如，如果 * 是交換环， 》 U [ X 1 是楔. 

( V ) 设了《 V - V 是线性变换，其中 V 是域々上的有限维向量 空间. 向量空间 V 可以成为 
*[ X ]- 模，如果如下定义标 最乘法 A|>]XV — 如果 /(： r > = $]<： 〆 •在 *0] 中，則 

i -0 

/(:)”= (^CfX^V = 2c,T*'(i;), 

其中 T fl 是恒等映射 l v ，如果 i 会1,则 T ■是 T 和它自身 ft 合 i 次•把 V 看作 i [ x ] -模时，我们把它 
记为 V T . 
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这里是这种结构的一个特殊 情形. 设 A 是元素在4中的 nXn 矩阵，并设 r 是线性变 
换 T ( W ) = Aw , 其中功是》父1列向量， Aw 是矩阵乘法.现在定义标量乘法如下， 

如果 /(x> = y^c.j* € 是 [i]， 则 

/( x)w = (2 c <* , ) u, = 自 w 

其中 A 。 =/是单位矩阵.如果 《)1, A ‘ 是 A 的:次 幂. 现在我们证明 （ r ) T =( t ”) A . 两个模由同 
样的元素组成（即一切/»元组〉，标量乘法相 同：在 (*") T 中有 a = T ( w >, 在 ( k n ) A 中有 ； cw = 
Au «, 因 T ( w > = Au ；, 所以两者 相同. ■ 

下面是相应的同态的概念. 

定义如果 J ? 是环且 M , N 是 R - 糢，«称函教 /■ M — N 为 K - 同态（或 K - 映射），如果对一 
切 m ，》 n ' G M 和一切 r € 

( I ) /(«! + !«’>= /On) +/(!»’>• 

1 似 1 ( il ) = r/(m). 

如果一个 R - 同态是双射，則称它为 R - 同构. R - 模 M 和 N 称为同构的.记为 M 兰 JV , 如果存在 
某个 R - 用构 M -* N . 

注意间态的复合是 K - 同态，如果/是 /?- 同构，則它的逆函数/― 1 也是 /?- 同构. 

例 7.2 ( I ) 如果 R 是域，则於模是向量空间， R - 映射是线性 变換. 这里的间构是非奇异线 

性变换. 

( II ) 由例 7.1( # >, Z - 模就是阿贝尔群，引理 2. 52表明每个（阿贝尔）群的同态是 Z - 映射. 

(iif >如果 JW 是 /?- 模和 reR , 则乘 r (或扩大 r 倍）是 指由； nl - nn 给出的函数叫 iM - M . 
因为尺是交换的，所以由败//,是 R - 映射：如果 a 6 R 和 m 6 则内 •<<*»!> = fnwi ，而= 

arm. 

( IV )设 Ti V - V 是域4上向 ft 空间 V 的一个线性变换.设 Vl ，…， ％是7的基，并设 A 是7•关 
于这个基的 矩阵. 我们现在证明两个 ★!>]- 模 V 7 •和同构 • 

定义？ iV —4* 为 ？>(«,) = *,■ ，其中 ei ，…， 心是 * •的标准基，线性变换史是 ( ij 量空间的同构•为 
证明 V 是 4:0]- 映射，只要证明对一切 /( x > 6 40] 和一切 V 有 f (/( a :) w ) =现在 
9 ixvi ) = f ( T <»,)) 



= Sa >j? )( lI> ) 

=S ap j , 


它是 A 的第 i 列. 另一方面， 

xr ( vi ') = AVlvi - ) = Ae it 

它也是 A 的第列.由此对一切7有《功）= x 9 ( t ,), 对 deg (/> 用归纳法容易证明对一切 
fix) 6 *W 和一切 v 6 V ，有 f (/( x ) w ) = fW)9iv). ■ 

下一命題推广了最后一例. 

命题 7. 3 设 V 是城 4 上的向量空间，并设 ： r,Si 是线性变換， 《例7.1以〉 中的 *[■!]- 獯 
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V 7 "和 V s 是 A |>] -同构的当且仅当存在向量空间的同构 Pi V — V 使得 

S = VT 9~ l . 

证明如果1^-*7 5 是4|>]-同构，则9: V — V 是向量空间的同构使得对一切 V 和 
/(*) 6 *[*] 有 

n /(. x ) v ) = fumv ). 

特别地，如果 /( X > =1则 

9(. IV) = 3fP(.v). 

但 V T 中标量乘法的定义是 It ; = T ( t ») ，而 V s 中标置乘法的定义是 : rv = S(v). 因此对一切 ve V 有 
f ( T ( v )) = S(9>(v)). 

所以， 

rr = 9p. 

因》>是间构，所以可得要证明的等式 s = 

反之，在 d ef ! (/)< l 的特殊情形中可以«定9>(/(1〉1<> = f(xmv) , 

V(.xu) = ?T(») = 9Plv) = ifP(v). 

其次.容易用 ! Q 纳法证明 x * i » > = , 再对 deg ( /) 用归纳法可以证明 W /( x ) t ,) = 

f(.x)9(.v) . ■ 

值得把这个命題的一个特殊情形表达得更 淸晰. 下一个系证明矩阵的相似性多么轻松地适合模 
的语言（在第9章中会看到这个亊实有助于寻找典范 S ). 

系 7. 4设*是城，并设 A 和 B 是元索在; t 中的" X ” 矩阵， 則例 7.1( V )中的模 (*") A 
和 （ V ) B 是 *0]- 同构的当且仅当存在非奇异矩阵/>使得 

B = PAP'. 

证明定义 Ti k - 一 k - 为 T ( y ) = A ： y ,其中 : y S 是一个列向置，由例 7. 1 ( V 模 U”〉 r 

=类似地，定义^•为5(：>0 =办，并记相应的 40]- 模为现在命題 7. 3绐 
出同构？ V T — V s 满足 

9(. Ay) = BP(.y). 

根据命题 3. 94,存在》«><”矩阵 P 使得对一切 y 6 i - 有？ >(； y ) = p y (因 为？ ■是同构，所以它是非奇异 
的）.所以对一切 ; y 6 ★"， 

PAy = BPy, 

从而 

PA = BP ； 

因此， B= PAP 1 . 

反之，非奇异矩阵 P 给出同构？ 3 t k n 为对一切 : y 6 k n 9 ny) = Py. 现在命題 7.3 表明 

f : U”) A — (々”0是々|>]-模同构. _ 

同态可以相加. 

定义如果 M 和 A / 是 i ?- 模，則 
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Hom R ( M f N ) = { M -» N 的一切 i ?- 同态 }• 

如果 f ， g € Hom ^ ( M , N ), W 定义 /+ g : Af — N 为 

/+ 器 1 mh ^/ Cm ) + g ( m ). 

命题 7. 5 如果 M 和 N 是 K - 棋，其中 R 是交換环， 《 是 R - 模，其中加法是明定 
义的，标量乘法由 

r/ * mh^ firm) 

给出.此外，有分 配律： 如果户 ： iVf — M 和9 •• N—AT ,則对一切/，爱€ Homje ( M ， N > 有 
(/+ 器)/>=//>+炒和 9(/+ 落 ） = 9/ + 职. 

证明 容易脸证及 供定 义中的公理，我们只给出 

( rr / ) / == r ( r ’/> 

的证明，因为它用到了尺的交换性. 

如果 m 6 M ,剡 （ rr ’）/* mh ^/ Crr ' m 〉. 另一方面， rCrf ) * mhK〆 /)( nn ) = f ( rrm ). 因尺是 
交换的， 所以 rr ’ = r ’ r ， 从而 （ rr '>/= r ( 〆 /). ■ 

例 7.6 在线性代数中，域 A 上向 量空间 V 的线性泛》是线性变换炉 *V — A [毕竞，♦是它自身 
上的（一维）向量空 间]. 例如，如果 

V = { 连续函败/ • [0,1 ]-RK 
则积分 / l -£/( Od » 是 V 上的线性泛函 • 

如果 V 是域 A 上向童空间，则它的对供空间是指 V 上一切线性泛函的集合， 

V = Hom *( V ,*). 

根据命题7.5, V •也是*-模.即 V •是4上的向置 空间. ■ 

我们现在证明对阿贝尔群和对向童空间所建立的那些结构也可以用到棋上.子模 S 是指包含在 
—个较大的 /?- 模 M 中的 R - 模，它使得如果則 s + j ' 和《在5中和在 M 中有同 
样的意义. 

定义如果 M 是 R - 模，《 M 的子模 N 是指 M 的加法子# N , 它在标量运算下 對闭： 只要 
[427| n e A / 且 r 6 R 就有 e N ,记为 NGM . 

例 7.7 (丨） <0} 和 M 都是棋 M 的子模 . M 的真子棋是指子模 / VGM 且 N # M . 此时，我们 

可以写作 NCM . 

(li ) 如果把交換环 R 看作它自身上的模，則 R 的子棋是理想，当7是真理 想时， 它是真子棋 • 
( ill ) Z - 模（即阿贝尔群）的子模是子群，向貴空间的子模是子空间. 

( IV ) 如果 TiV + V 是线性变换，則 V T 的子棋 W 是 V 的子空间 W 满足 ： T ( HOGW (子模显然 
具有这个性质 • 逆命题作为习埋留给读 者〉. 这样的子空间称为 不变子空间. 

( V ) 假设 R 是一个交 换环. 如果 M 是 R - 模和 rd 則 

rM = {nn 1 m 6 M) 

是 M 的子模. 

这儿有一个相关结构.如果/是中的理想， M 是 /?- 棋，則 
JM = { * ji € J 和 e 

是 M 的子模. 

( VI ) 如果 s 和丁都是模 M 的子模 ，則 



禊和范畴 


305 


S + T = {5 + 1 * s € S 和在 € T } 

是包含 s 和: r 的 m 的子模. 

( vii ) 如果 : i 6 /} 是模 M 的子模族，則05,也是从的子模. 

( Vii ) 如果 Af 是模和 m e 则由 in 生成的循环子棋（记为 < m >〉 是指 
< m > = {rm * r G R ). 

更一般地，如果 X 是 R - 模 M 的子集，則 

< x > = { : o e r 和 a e x 卜 

即 X 中元索的一切 R - 线性组合的集合.称 < X > 为由 X 生成的子棋.见习题 7.2. 

定义称模 M 是有限生成的，如果 M 由一个有限集生成，即存在有限子集 X = 《心 

得 M = < X > • 

例如.向置空间是有限生成的当且仅当它是有限维向量空间. 

我们继续把有关阿贝尔群和有关向最空间的定义扩展到模. 

定义如果 Fi M — N 是 K - 模之闽的 R - 秧射，則 

/ 的核= ker / = {m 6 M < f ( m ) = 0} 

和 

/ 的象= in »/= Ue Ni 存在 m 6 M 使得 n = /( m )}. 

容易验证 ker / 是 Af 的子模以及 im / 是 N 的子模.假设 M -< X > ,即 M 由子集 X 生成.进一 
步假设 N 是模且 /,/ r 1 M - N 是 R - 同态.如果/和《在太上一致[即对一切 X 有 /( i ) = 
«■&>], 则/ = «•理由是由/一霣 | mh -/( m )- g ( m ) 定义的 f-gi M — N & R - 同态满足 ； f £ 
ker (/-^). 所以 < X > Gker (/ — 霣） ，从而 /-* 恒等于零,即 /=«. 

定义如果 N 是 i ?- 模 M 的 子禊， 《商棋是《商群 対/尺（田忆从 是阿贝尔群， N A 子群 ) fc 置 
以标 量乘法 

Km + N ) = rm + N . 

易知由 mh*m + N 給出的自然 峽射; r : M — M / N 是尺- 映射. 

商棋定义中的标量乘法是合理定 义的： 如果1« +尺=；|/ + ~,»|；11 —财 / 6尺，因此 
€ N (因为 N 是子模），从而 rm — ri ?/ 6 N 且 rm + N = rm ' + N . 

定理 7.8 (第一罔构定瑁）如果 /« 是模的 R - 映射，則存在 /?- 同构 

炉： M / ker/-^im /, 

它由 

9 1 m + ker / h ^/( m 〉 

給出. 

il 明如果我们把 M 和 N 仅仅看作阿贝尔群，则群的第一同构定理说？ >: M/ker /-im /是阿 
贝尔群的 同构.但？ 1 是 R - 映射： 9>( r(m + N » = «rm + N ) = firm ) . 然而因/是 /?- 映射，所以 
正如所要的 /( rm ) = r /( m ) = rf >( m + N ). ■ 

第二和第三同构定理是第一同构定理的推论. 

定理 7.9 (第二同构定理） 如果 S 和 T 是糗 M 的子模， 《 存在 R - 同构 


_ 

，…，:使 

(4281 
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S/(Sf1 T)-^(S+T)/T. 

证明设； r: JVf /了 是自然映射，从而 kew=T ; 定义/1 = »| S, 从而 A : Af/7\ 现在 

[4291 ker/i = S fl T 

和 

imh = (S4-D/T 

[因为 （S+T)/ 了由 M/T 中代表元在 S 中的那些 W 集组 成]. 现在应用第一同构定理可得 结论. 

■ 

定理 7. 10 (第三同构定理） 如果：是子模的塔，則存在 R - 同构 

(Af/T)/(S/T> —M/S. 

证明定义映射 M/S 是*集扩大：即 

炙： m + Th»m ■♦- S. 

现在 g 是合理定义的：如果爪+了=»1' + 7\则//1一1^€7'^：5,从而；71+5=讲 / + 5.此外， 

ker 茗= S/T 
和 

im 度= M/S. 

运用第一同构定理完成证明. ■ 

如果/: M—A/ 是模的映射且 SGN ,则读者可以验证 

/~ ! (S) - <m 6 M* /Cm) 6 S ) 

是包含 k er / 的 M 的子模. 

定理7 11 (对 应定理1 如果： T 是模 iW 的子模，則存在双射 

< p ' 彳中间 子模* TGSCM 丨 —{ M /： T 的子模}， 

它由 

SH*S/T 

1 M ] 給出.此外，在 M 中 SGS " 当且仅当在 JW / T 中 S / T ' CSVT . 



证明因每个模都是加法阿贝尔群，所以每个子模是子群，因此定理 2.76, 即群的对应定理表 
明央是保持包含关系的 单射： 在 M 中 SS 皮当且 仅当在 M / T 中 S / TGS 7 T . 这个证明的剩余部 
分是命题 6. 1证明的简单修改 | 只要验证加性同态是现在的 K - 映射. ■ 

命腰 7. 12 R- 模 M 是循环模当且仅当有某个 * 想 7 使得 . 

证明如果 M 是循环模，剡有某个 m e M 使得 M = < m >. 定义 /: 及― M 为 /( r ) = iro •现 



在因 M 是循环模，所以/是满射，它的核是某个理想第一同构定理给出 

反之，/?//是循环的，生成元为1 + /,和循环模同构的任一模也是循 环模. _ 

定义称模 M 为单横（或不可约的），如果 M 乒 {0} 且 M 没有非零真子棋，即 M 的子模只有 {0} 和 
M . 

例 7. 13根据命® 2.107, 阿贝尔群 G 是单模当且仅当有某个素数 p 使得 GSL . _ 

系 7. 14 R - 模 JW 是单棋当且仅当其中 f 是板大现想. 

证明由对应定理可得结果. ■ dm 

这样，极大理想的存在性保证了单模的存在性. 

直和的概念巳经 在向量 空间和阿贝尔群中讨论过，现在将其推广到棋.回忆一个阿贝尔群 G 是 
子群 S 和 T 的内直和，如果 S + T = G 且 S 门 T = {0} ,而外直和是这样一个阿贝尔群，它的底集 
是笛卡儿积 SXT , 它的二元运算是点态加法，两种定义给出同构的阿贝尔群.内-外直和的观点在 
模中依然存在. 

定义如果 s 和了是 禊， 其中/?是交换坏 e , 則它 们的直 和是稽 《卡儿积 sx:rit 置以坐标 
形悉的 运算： 

(*，》> + (*’， 〆 > = + 

r (5* l ) = (rs , rt ) 9 

其 t G T.r e 和 丁的直和记为 ® SLJT . 

存在单射 映射 A s » S — SUT # PA T * 了― SUT •它们分别由 A s : SK ( s ,0) 和 A r » 给 

出. 

命题 7. 15对 J ?- 模 M , S 和丁，下列陈述等价 • 

( I ) SUT^M. 

( II ) 存在单射 /?- 玦射 *• * * T— M 使得 

M = imi + im ) 和 im « fl imj * {0}. 

(lii ) 存在 i?- 映射 *• » S—M 和）： T—iVf 使得对每个 m G M, 存在嘈一的 se S 和 t e T 谏足 
m = is + jt . 

( IV ) 存在尺-映射 I » S — M 9 j i T ^ M.pi 丁 满足 

pi = ls » QJ * = O.gi = 0 ,和 ip +jq = 1 M . 

注称映射 i •和）为内射 • 称映 射户和 9为投射.等式允 = l s 和办 =1 t ■表明映射 * •和 J •必 
是单射（因此 irm •兰 S 和 imi 兰 T ), 映 射户和 必是满射. _ 

证明 （i > => ( B ) 设 f«SLJ 丁 — M 是同构，并 定义/ = ^ s [其中 A s 丨 sh - G ，0>] 和』•=私丁 
[其中 A T * n -(0, r )]. i 和〉 都是单射的复合，因此也都是单射.如果 meM , 则有唯一的有序对 （ s , 

0 e SUT 使得 m = 9>((5,0). 因此 

m = 9 >(( SfO ) = 9((5,0) + (0,0) =效; （ s ) + W T ( r ) = is + 6 + 

如果 z 6 imi ' A im ), 則有和 f € 了使得 is = jf ! 即 9 a s ( s )= 双 r ( l ) •因炉是同构，在 SUT 中 
有 （ s ， 0 > = As («) == Ar (^) = ( 0 ,/). 所以， s = 0 = t * : c = 0 和 imi f ) imj = { 0 } • 


© 下一章定义非交换环上的模. 

㊁ 其他常用记号 fts ® r 和 sxt \ 
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( II ) => ( W ) 给定 m € M ， 根据 (ii ), 存在形如济=£5+及的表达式，因此我们只需证明唯一 
性.如果也有 m = V + jV ， 则 i (. s — s ， ') = — 6 iroi fl ini > = {0> . 所以 i ( s —/> = ❹和 〆 / — 

〆 ）= ()• 因 i 和 j 都是单射，所以有5 = /和， = 〆 • 

( il ) => ( IV )如果 me 則存在唯一的 S 和 f € 丁使得 m = «+><. 于是由 
pint ) = s 和 q (, m ) = t 

定义的函数 P 和 <7 是合理定义的.容易验证 P 和是於映射，并且陈述中前四个等式成立(它们由/>和 
g 的定义而 得). 关于最后一个等式，如果 m € M ， 則；?!=“+# •珍 ( m >+ 为(讲）= is +火 = w . 

( IV ) ( I ) 定义 9 »SUT — M 为 is + 方. 易知炉是尺-映射，因 1 m =*>+)9, 所以 

妒是满射.为证明9是单射，假设舛 ( s ,<)>=0, 从而 is = —片. 现在正如所要的， =- pit = 0 
和 一 f =— qjt = qis = 0 . ■ 

内直和或许是一个模同构于一个直和的最重要的情形. 

定义设 S 和了都是模 Af 的 子模. 如果 M 兰 SUT , 且 £* S — M 和）： T — M 是包含映射 ，則 
称 iVf 是 S 和 T 的内直和.记内直和为 

M = S ® T . 

仅在本章中我们使用记号 SUT 来表示外直和（底集是一切有序对的笛卡 儿积〉 ，并使用记号 
M = S ㊉ T 表示内直和（如刚才定义的， S 和了是 M 的子 棋）. 稍后，我们将使用和败学界一样的 
写法：两种直和都用同一个记号 S ㊉ T 表示. 

下面是命题 7. 15对内直和的重述. 

系 7. 16对 ！?- 模 M 及其子禊 S 和了，下列条件等价. 

國 ( I ) M = S ® T . 

( II ) S + T = M 和 S 门 T » <0} • 

(ill ) 每个 m € M 都有喑一的形 如 /n = s + 1 的表达式，其 + s € S 和， € T . 

证明取；和> 为包含映射，立刻可从命題 7. 15得证. ■ 

定义称模 M 的一个子模 S 为 M 的直和项，如果存在 M 的子禊丁使得 M == S ㊉ T . 

下一个系把直和项与一种特殊的同态联系起来. 

定义如果 S 是模 M 的子模，則称 S 是 M 的收缩核，如果存在叫做收縮的同态 piM — 
S 使得对一切 s 6 S 有 〆 = j . 

收缩在习题 5. 72的非阿贝尔群中出现过 • 

系 7. 17 模 M 的子模 S 是直和項当且仅当存在收縮 p : M -^ S . 

证明这里令是包含映射.我们证明从=5©7\其中了=1«卬.如果 m € M , 则 
m = (m—flm) -f pm. 显然产 ? i € iny > = S . 另一方面，因为 /jw € S ， 所以有 ppm = 斤， 从而 
p im—pm) =pm—pffn=Q. 所以 iVf = S + T . 

如果则 pm ^ mi 如果 mei ^ kerp ，则 pm = Q . 因此，如果 m € Sf ! T ， 则 m = 0. 所以 
Sf 1 T ={0}， 从而 M = S ㊉ T . 

关于逆命题，如果 M = S ㊉ 丁，刻每个 M 有形如 m = s + f 的唯一表达式，其中 S 和 
t € T ， 容易验证由 s+f — s 定义的 S 是收缩 M — S . ■ 

系 7. 18如果 M = S ㊉ T 和 SG AGM ， « A = S ㊉ （A fl T > • 

证明设 M — S 是收缩 s +< h 5 . 因 SGA ， 限制户| — S 也是收缩，且 ke 中丨 A = 





An t . ■ 

直和结构可以扩展到有限个子模.也有内和外两种形式. 

定义设$ ，…， S , 是 K - 模.定义 外直和 

SiU - US . 

为这样的模，它的底集是笛卡儿积& X… XS 胃， 它的运算是 

(*1 . — + (*1 t — = (*|+*’| + J :) 

r(*i ,•••,*,) = («i ， —, rs K ). |434| 

设 M 是模， 并设 S 丨•…， S , 是 JV 1 的 子模. 如果每个 wiGM 都有 _ 一的形如 ot = si + •••+、的 
表达式，其中对一切 i = 1,…，；!有 j ,. e s ,_, w 定义 m 是内直和 
M = S 】© … © 

当内直和已有定义时.我们留给读者证明此时内和外两种直和同构. 

例如，如果 V 是域4上的71维向量空间， V , ,-, K „ 是一组基.则 
V =<!»，> ㊉…㊉ < W _>. 

如果& ，…， S „ 是模 M 的子模，什么时候由 S , 生成的子模<& ,-. S .) 等于它们的直和？常犯的 
错误是认为只要对一切《 #)有5,. D S > = <0} 就够了.但例5_ 3说明这是不够的. 

命题 7. 19设 M = $ +W + S,, 其中 S ,+ 是子禊，即每个 m e «有（不必 唯一〉 形如 

m = *j + — + i„ 

的表达式，其中对一切 i 有 s ,. 6次•則 M = & ㊉ … ㊉ 氏当且仅当对每个 《•, 

s , n <负+ … + s ,+ … + s ,> =⑻, 

其中戈表示从和中删去 s ,_ 这 一項. 

证明简单修改命题 5. 4即 5 J . 习题 7. 79中将这个命 H 推广到无限个 子模. _ 

下面是模宇典中的最后一个定义. 

定义称 R - 殃射和 R - 模的序列 

… —■ M,n M .- 1 * M .., -»■ — 

为正合列 ㊀ ， 如果对一切 n . im/,+1 = ker /„ . 

注意，没有必要对箭头0-^*/\或8-^0进行标记，因为在两种情形中都只有唯-的映射，就是 
/| Oh * 0或对一切 B , 常败同态足 (6) =0.© 

下面是一个同态序列是正合列的几个简单推论. _ 

命題 7.20 ( i ) 序列 0 —A 是正合的当且仅当/是单射. 

(« >序列 B-^»C — 0 是正合的当且仅当 g 是满射 • 

( iii ) 序列 0 —— 0是正合的当 JL 仅当 A 是同构 • 

© 正合 （ e « ct > 这个术*来自*等徽识分.在*里称一个徽分形式》为闭的，如果 4„=0, S 称之为 ex «« (恰当的）. 

如果有某个 a 数得 <„ = dA (见命雇 9. 1«6> • 这个术语由代数拓扑学家胡**奇 (W.Hurcwid ) 创造.« 
Hurewicz-Wallnun 的书 《Dimension Theory »是有*的.该书正好写在这个术语创造之前.我们可以看到使用宇 
exact 可以使许多陈述变 得更® 单. 

© 在图中，我们常用0替代|0>. 
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证明 （i > 0 — A 的象是 {0}, 从而正合性给出 ker /= {0>,因此/是 单射. 反之，给定 /• A 
— B , 存在正合列 ke r /-/i 如果/是单射 ， m ker / = {0> . 

( ii ) C —0 的核是 C , 从而正合性给出 img = C ，因此 g 是满射.反之，给定尽>3—■(：，存在正 
合列8^0»0/;111容（见习埋7.13).如果 g 是满射，則0= itng 和 C / img = {0}. 

C ill > < I >证明/■是单射当且仅当是正合列 ，（B >证明/ ■是 满射当且仅当 

0是正合列.所以 A 是同构当且仅当序列0是正 合列. ■ 

我们可以用正合列的语言重述同构定理. 

定义短正合列是相形如 

0 —A 丄 B 上 — 0 

的正合列.我们也称这个短正合列为 A 和 C 扩张. 

有些作者把它称作 C 和 A 的扩张，有些作者说中间模 B 是一个扩张. 

命题 7. 21 ( 丨 ） 如果 0-* 是《正合列，則 

A^imf 和 B / imf ^ C . 

(li ) 如果是子模的塔，則存在正合列 

0 — S / T -^* M / T -^* M/S — 0. 

证明 （ 丨 ） 因/是单射，它是同构第一同构定理给出 B / ker / f 兰 im «. 然而由正合 
性， ker〆 = im / 和 im 度= C * 所以 B / im / = C • 

(ii >这正是第三同构定理的复述 • 定义 /• s / t — m / t 为包含映射，定义 M /: r —» M / s 为 
_ “陪集的扩大: m - f - Th*m + S . 和定理 7. 10的证明一样，尺是满射，且 kerg = S/T = im/.-H 

在 A 是 B 的子模和/: A — B 是包含映射的特殊情形中 ，0 —A 的正合性给出 

B / A ^ C . 

定义 称短正合列 

0 —A 二 B 上 C -*«0 
分裂，如果存在玦射 B 使得 pi = l c . 

命题 7. 22 如果嫂正合列 

0 -► A ~ B C —► 0 

分裂，則 B ^ AUC . 

注习《 7. 17 刻* 了分裂短正合列. 

证明我们证明 B = imi ® im >， 其中> •• C -* B 满足 p > « l c . 如果6 € B , 則因勿 • = l c , 从而 
p ( b - jpb ) = pb - pj ( pb ) = 0, 由此/ >6 e C , b-jpb 6 kerp . 根据正合性 • 存在 € A 使得 w = 
b — jpb . 因此 B = imi + im > . 剩下的是证明 imf 门 i"V = {()}• 如果 iz = j : = > c ， 則因 / >i = 0 有私 c = 
/» i‘a = 0 ,而因 pj = 有 px = pjc = c • 所以 x = jc = 0, 因此 B ^ AUC . ■ 

上面这个命题的逆命题不成立.设 A == <6> 和0= <£：>是阶分别为2, 4和2的循环群. 

如果定义 i : A — B 为 f ( a > = 26，定义/»: B — C 为 pO ?) = c , 則0 — A-^C — 0是正合列， 


但不 分裂： imi =<2 W 甚至不是 B 的纯子群.根据习埋 7. 12,对任意阿贝尔群存在正合列 
0-* 

其中 i ' U ) = (26,0> 和 p ' ib , m ) = 这个序列也不 分裂. 如果选取 M = (直和项 

分别是1 4 上的多项式环和1 2 上的多项式环），則 AU ( CUM > 兰 BUM . (对熟悉无限直和的读者， M 是 
I ^ Ulj 的无限个复制的直和.我们在本章稍后介绍无限直和 .> 

下面用这个思想来刻 W 诺特环. 

命題 7.23 ( i >交换环 K 是诺特环当且仅当有限生成 K - 模 M 的每个子模也是有 ft 生成的. 

(li ) 如果 R 是 PID 且 M 可以由 n 个元索生成，則 M 的每个子模可以由 n 个或少于 n 个元素生成. @37) 
注在更一般的情形下，命 *7.23( B ) 不真. 例如，如果 R 不是 PID , «存在某个非主理 
想的 a 想 r 由此， R 可以只有一个生成元，而它的子模 I 不能由一个元素生成. 

证明 （ 丨 > 假定一个有限生成 R - 棋的每个子模也是有限生成的.特别地， K 是循环 R - 模，因 
此是有限生成的，从而它的每个子模也是有限生 成的. 而 R 的子模是理想，所以每个理想都是有限 
生成的，即 i ? 是诺特环. 

对用归纳法证明逆命 S , 其中如果 n = l , 則 M 是循环的，因此命题 7.12 
给出某个理想/使得 M 兰如果 SGM , 則对应定理给出理想 J 使得和 S 兰 J / J . 而 R 是 
诺特环，从而•/是有限生成的，因此 J // 也是有限生成的. 

如果和 M = < x ,,-, a :., x 11+ i >, 考虑正合列 

0 —— 0 , 

其中 AT = < ar 1 ,-, x 1 ,>, M * ， = M / JW , , ^是包含映射，户是自然映射.注意 M " 是循环的，它由 x a+1 + 

化 生成. 如果是子模，则有正合列 

0 — S (1 从 — S — S/(S 门 AO - 0. 

现在 snM ' eM 7 , w 此根据归纳假设，它是有限生成的.又， s /( snw ^ 兰 
因此根据基础步， S/(S D M 1 ) 是有限牛 成的. 用习《 7. 15可推出 S 是有限生成的. 

< ii ) 对》>1用归纳法证明该陈述.如果 M 是循环的，则 M 芑 R / J . 如果 SSM , 则有 R 中 
某个包含 J 的理想 •/ 使得 S 兰 J //. 因 R 是 PID , 所以 J 是主理想.因此_///是循环的. 

关于归纳步.我们参看 （丨〉 中的正合列 

0 —SH — S/(S 0 Af )—0, 

其中 M = h ，…, 4,4^ > 和 JVT = Cri 由归纳假设， SHM 1 可以被”个或少于 n 个元索生成， 

而基础步表明 S/(S fl M ") 是循环的.习题 7. 15证明 S 可以被”+ 1个或少于 n + 1个元索生成. _ 

用命埋 7.23( M ) 证明的下一命理表明代败整数的和与积也是代数 整败. 如果 a 和尹是代数整数， 

不难给出以 + 贫和雌为根的首一多项式，但是求全部系数在 Z 中的这样的多项式耽得做一点工作 
(见 Pollard 所著的 {The Theory of Algebraic Numbers }，33 页）. 

命 II 7. 24 设《»€<：，定义 Z [ o ] = ( g ( a ) * g ( x ) e Z [ xJ }. 

(i ) ZD ] 是 C 的子坏. _ 

(» ) 复数 《 是代数整数当且仅当 Z [ o ] 是有限生成的加法 Wfl 尔鮮. 
cut ) 一切代數整教的集合是 c 的子环. 

证明 （i ) 取 gCr > = 1是常数多项式，則1 = 〆 《),从而有1 e ZDJ * 如果 /( a ), g ( a ) € ZM , 则 
/(« r )+ g < a )= W <») 也在 ZQJ 中，其中 ACc )=/( j :>+ gCr ). 同样，/(«») 〆 <»>€ Z [ a ] ,因此 Z [ a ] 是 C 的子环. 



312 


第 7 幸 


國 


C ii ) 如果 a 是代数整数，則存在首一多项式 /(： c ) eZ |>]以 a 为根. 我们断言，如果 deg (/) = 
n , 則 Z [ a ] = G , 其中 G 是满足 mjZ 的一切线性组合 mo + m ia + …十!^— 〆 - 1 的 集合. 显然 
Z [ J . 关于反包含，每个元索都形如 “ = < r («), 其中因 / U > 是首一的，带 
余除法（系 3.22) 给出 9 (*), r (： c > eZ [: c ] 使得 «(*>/(*>+ rCc >, 其中 Kx ) = 0或 deg ( r ) 

< deg (/) = n . 所以， 

u = g(a) = 9( o )/( a ) + r ( a ) = r(a) 6 G. 

由此，加法群 Z [<»] 是有限生成的 • 

反之，如果交换环 Z [ 0 ] 的加法群是有限.生成的.即 Z [ a ] = < gl ，…, ％〉是阿贝尔群，則每个幻 
都是 a 的幂的 Z - 线性组合.设 m 是出现在这些 g 中的 0 的最大幕.因 Z [««] 是交换环 ， a ™ +1 € Z [ a ] ,从 

而«- +, 可以表示为 a 的较小幂的 Z - 线性组合，比如 a ~ +1 = - 其中6, € Z . 所以 0 是 /( jr ) = 

i -0 

x m+l _ ^ b . x ， 的根， /( jc ) 是 z Dr ] 中的首一多項式，丙此^是代败 整数. 

< 0 

( ill ) 假设《和沒是代数*数，设 a 是次数为；!的首一多项式 /(: r ) € ZO ] 的根，/?是次数为 m 的 
首一多项式 War ) 6 Z [ x ] 的根. 现在2[<»/?]是0=〈《分 《0< i < n ,0< j < m 〉 的加法子群.因 
G 是有限生成的，从而根据命埋 7.23( |>，它的子群 Z [#] 也是有限生成的，因此岵是代数整数. 
同样， Z[a + ^] 是<«分 》 i + j ^ n + m - l ) 的加法子群，因此<» +存也是代数整数. ■ 

上面的定理给出了证明整数 a 是整数6的因数的一种方法.如果能证明是代数整数，则因为 
6 Ai 显然是有理数，它必是整数.亊实上在第8章中，将用它来证明有限群 G 的不可约特征标的次数 
是丨 GI 的 W 数. 

习题 

7.1 设尺是交换环.（加法 > 阿贝尔群 M 称为薄 R - 模，如果存在函败 M 潸足 I ?-棋的除了公理 <| V ) 
的一切公理：我们不俪定对一切 me M 有 lm = m . 

证明 

M = M •㊉ M 0 ， 

其中 

M , = {m 6 M : lm = m } 和 = <m € M : 对一切 r G R 有撕= 0} 

是 M 的子群，它们是殆 /?- 模，亊实上， M , 是 K -模. 

7.2 如果； C 是棋 M 的子集，证明由 X 生成的 M 的了-模<；0等于 D S , 其中交遍历一切包含 X 的子模 
7.3 证明： 如果 /* N 是尺-映射，且 K 是满足 KQker / 的 M 的子棋，则/由 7* m + K — /( m > 诱导 

出一个 R - 映射 M / K - N . 

7.4 设 R 是交换环，并设/是 J ? 中的 理想. 回忆如果 M 是一个 J ? ■換，則 JM ={ 刃人 m , > i ,€ J 和吼€姑}是 
M 的子模. 证明： 如果定义标 * 乘法： 

(!■+«/>(»! + JM ) = rm + / M * 

则 M / JM 是 K / J - 模.由此推出，如果 JM = (0}, 則 M 本身是一个 R / J - 模，特别地，如果 J 是及中的 
极大理想且= <0}，則 M 是 R / J 上的向量空间. 

7.5 SE 明对每个》-棋祕，给出一个网构 

9 m 1 Honiit (/?. Af ) -*■ M . 



7.6 设 F = i ；< fc ,> 是 R - 模的直和，其中由给出的 /, 是 同构.证明： 如果 M 是 R 中的极大 

1-1 

理想，则陪集 {6,+ MF * i - l .-. n ) 形成域 R/M h 向董空间 F/MF 的基.（见习應 7. 4. > 

7.7 设/?和 S 都是交換环，并设 f 是环同态.如果 M 是 S - 模， 证明： 如果对一切 rGK 和 m€M 

定义 

rm =9( r ) m . 

则 M 也是 R -模. 

7.8 设 MsSiU - US , 是尺-棋的直和.如果对一切 *•• 丁, GS ., 证明 

< S , l >- dJS .)/( T l l >- UT .)^( S I / T , HI --- U (5 B / T .). 

7.9 设是交换环，并设 M 是非零 /?- 模.如果定义 oni ( m > = < r € l ?« nn = Oh 并定义，= <ord ( m > : m 

且 m 关 0}. 证明 f 中的每个极大元索都是一个索理想. 

7. 10 设是模映射的序列.诋明发/=0当且仅当 im / eke 以. 举出一个不是正合的这种序列 
的例子. 

7. 11 如果 0— M -0 是正合列，证明 M «<0}. 

7.12 设 O - A - S - C - O 是模的短正合列.如果 M 是任意模，证明存在正合列 

0— A © M — B 0 M — C — 0 
和 

0— C © M —0. (440] 

定义 ：如果 /* M - N 是映射 • 它的余核 id 为 coker /* 定义为 
coker /= N / im /. 

7. 13 (丨）证明映射/ * M - N 是满射当且仅当 coker /={0). 

( 函> 如果 /• M -/ V 是映射，证明存在正合列 

0-^ ker/-^M -^» N -^ coker /-»0. 

7.14 如果是正合列，证明 /* 满射当且仅当 A 是单射. 

7. 15 设 0— A 二 B -^ C -0 是短正合列. 

( I ) 保定 a =< x > 和 c =< y >. 对每个 : y e y , 选取: /6 B 鳙足 p ( y > ■: y . 证明 
B -<«< X ) U{y « y € Y }>. 

( n 证明：如果 A 和 C * 是有限生成的，用也是有限生成的.更稍确地说，如果 A 可以由 m 个元素 
生成， C 可以由 n 个元*生成， WB 可以由个元索生成. 

7.16 证明向量空间的每个短正合列分裂 • 

7.17 证明短正含列 

0 一 A — ♦B 

分裂当且仅当存在使得扣 • 

7. 18 < I >证明映射穸：是单射当且 仅当穸 可以左消去，即对一切模 A 和一切映射/, g * A — B , 有 

mg 蕴涵 



(_) 证明映射 C 是满射当且仅当9可以右消去，即对一切棋 D 和一切 J ?- 映射 A , ktC -* 
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D ， 有 kip 里潘 h = k . 

B-^C ^tD 

(Eilenberg - Moore ) 设 G 是群（可以是非阿贝尔的 ）• 

(I >如果 HS 群 G 的真子群， ffi 明存在群 L 和不同的同态/， I ■使得/| H=g I H . 

提示 ，定义 L=S X , 其中X表示 H 在 G 中的一切左陪集的族再附加一个元索（记为如果 a 6 
C, 定义 /(a) = /. e Sx 为 /•(«•> = °° 和 /•(&») = abH . 定义 g • G-*S X 为* = y/， 其中 
re S K 是用对换 （H,oo) 形成的 共轭. 

( li ) 如 果力和 G 是群，证明同态 A-G 是满射当且仅当 y 可以右消去，即对一切群/•和一切映射 
ftg • G -* L , 有 /p =卵 fiS f = g - 

B 上 G ~ jT r 

范畴 

想象把集合论的原始术语集合和元素换成集合和 A 教，该怎样定义双射、笛卡儿积、并和交？ 
范畴论将迫使我们用这种方式思考 问埋. 范畴是讨论诸如群、环、向置空间、模、集合和拓扑空间等 
系统，以及它们各自的 变换： 同态.函败和连续映射等的 般 性质的 语言. 研究范畴有两个基本理 
由： 一是需要定义函子和自然变换（我们在下一节做这件事），二是范畴迫使我们不是孤立地对待 
俅棋这样的对象，而把它放在和一切其他模的相互关系中考虑它（例如我们要作为泛映射的解 
来定义某种 模〉. 

集合论有一个的著名“悖论”，如果我们不注意如何运用不加定义的术坍集合和元素，矛盾便会 
产生.例如， 罗索悖 论表明如果把每个集团都当作一个集合，我们将陷人怎样的 困境. 定义罗素集 
为这样的集合 S ， 它本身不是 S 的成员 ， BV S 任 S . 如果 R 是一切罗素集的族，那么 i ? 是罗索集吗？ 
—方面，如果则 R 不是罗索集.因为只有罗素集是 i ? 的成员，我们必有 R 逆 R , 这是一个矛 
盾.另一方面，如果假定尺€/?,则 K 是罗索集.所以它厲于 i ? ( K 包含毎个罗索集），又是一个矛 
盾.由此得知，必须对什么样的集团可以作为集合提出某些条件（对从属关系 e 也要提出某些条 
件〉. 避免这个问题的一种方法是考虑用类作为原始术语代替集合使集合论公理化 • 公理给出有限 
类和 N 的存在性 I 也提出了从给定类构造特定类的法则，按照这些法則构造出来的类称为集合.可 
以定义基数.有一个 定理： 类是集合当且仅当它是“小的”> 即它有一个 基数. 定义真类为不是集合 
的类.例如 N , Z , Q , R 和 C 都是集合，而一切集合的集团是真类.頒布某些法則只能应用于集合而 
不能应用于真类，从而可以避免出现悖论. 

定义一个范畴（:由三个要素 组成： 对象的一个类 obj ( C ). 对每个有序对象对 （ A , B ) 的态射 
Hom ( A . B ) 的集合，对每个有序三对象组 A , B , C 的复合 Hom ( A ， B > XHom ( B ，0 — Hom ( A ,0, 记为 

( ffg ) h - gf . 

[我们常用/: A — B 或 A — 表示/ € Hom ( A , B ).] 这婺要素受到下面公理的 制约： 

[4421 (丨 ） Horn 集 合是两两不相 交的， © 即每个态射有 唯一的 定义域 和唯一的自标域. 

(B ) 对每个对象 A ， 有一个单位态射 1 A € Hom ( A . A ) 瀉足 


7. 19 


画 



© 可以用； Jb 标记 /€ HomCA , B ) 以保两两不相交性. 
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对一切 /* A -* B t fl A = /和 1^/ = /• 
( lii ) 复合是结 合的： 給定态射 

A B —^C — ► D , 


則 


*(«/> = 

在这个思想氛围中，重要的概念不是范畴而是 函子， 函子将在下一节中引人.但范畴是必箱的， 
因为它们是定义函子的基本要素.类似的情形发生在线性代数中：线性变换是重要概念，但为了定 
义它我们必须先考虑向量空间. 

下面的例子说明定义范畴的某些 好处. 

例 7. 25 (丨 ） C = 集含. 

这个范畴中的对象是集合 （不 是真 类〉， 态射是函数，复合是通常的函数复合. 

集合论的一个常用结 果是： 如果 A 和 B 是集合，则从 A 到 B 的一切函数的类 Hoin(A,B) 是一 
个 集合. Horn 集两两不相交就是第 1 章中给出的函败相等定义的 反映： 要使两个函数相等，首先它 
们要有相同的定义域和相同的目标域（当然 • 还必须有相同的图像）. 

( II > C =群. 

这里的对象是群，态射是同态，复合是通常的复合（同态是函数）. 

(ill) C = 交換环 . 

这里的对象是交换环，态射是环同态，复合是通常的复合. 

(IV)C= R Mod •㊀ 

这个范畴中的对象是棋，其中況是交换环，态射是 R- 同态，复合是通常的复合.我们记 
R Mod 中的 Hom(A,B> 为 

Hom R ( A , B ). 

如果 R = Z, 我们常写 

z Mod = Ab 

用以提醒自己 Z- 模躭是阿贝尔群. 

< V)C= PO(X). 

如果； C 是一个偏序集，可以把它看作一个范畴，其对象是 X 的元索， Horn 集或者是空集或者只 
有一个 元素： 


Hom(x* y)~ 


(0 如果幺： y 
如果 

(符号 < 表示当 z <：V 时在 Horn 集中的唯一元素），复合由 

KiK X y = Ki 

给出. 注意由自反性，=<,因 S 是传递的，所以复合有意义 

在范畴的定义中，我们强谰 Hom(A,B) 是一个集合，但没有排除它是空集的可能性.范畴 


© 在第8章中引人非交換环之后 • 我 fl 记左模的范畴为 R Mod ， 面记右 /?- 棋的范_为 Mod R . 

O 称非空集合 X 为掾序集•如果有自反和传递的关系(如果这个关系还是反对称的，是偏序 集〉. 对每个拟 
序集， PO ( X > 是范 
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PCKJO 的例子中这种可能性就出 现了. [在一个范畴 C 中不是每个 Horn 集都可能空，因为对每个对 
象 Hom(A.A) 中包含单位态射 1 A ， 所以 

(Vi)C = C(G). 

如果 G 是群，則下面的描述定义范畴 C(G>: 它只有一个对象记为 * ,Hom(»,*) = G ,复合 
Hom( * ，*> X Hom(*,*) -*■ Hom(*,*)； 

即 GXG-G 是 G 中给定的乘法.公理验证留给读者 .e 

范畴 C(G) 有一个不常有的 性质. 因*仅仅是一个对象而不是集合，因此没有函教 * — * 可以定 
义在它上面I于是这里的态射不是函数.这个范畴的另一个古怪的性质是从只有一个对象得出的另 
一个推论：这里没有真子对象. 

CVB) 有许多有趣的非代敫的范畴的例子.例如 C= Top, 这个范畴的对象是一切拓扑空间，态 
射是一切连续函数.复合是通常的复合. _ 

下面是如何把同构豳译为范畴的 语言. 

定义称范畴(:中的态射 /• A — B 为等价（或同 构〉， 如果存在 C 中的态射 g : B — A 使得 
«/ = U 和/ > = In . 

称态射 g 为 / 的逆 • 

易知等价的逆是唯一的. 

范畴中的单位态射恒为 等价. 如果 C — P0(；0, 其中X是偏序集，則唯一的一个等价是单位态 
射< 如果 C~C(G), 其中 G 是群（见例 7.25( vl>), 则每个态射都是等价 t 如果 C= 集合， 则等价是 
双射^如果 C= 群, C= R Mod ，或交換环，則等价是同构 i 如果 Top, 则等价是同胚 • 

我们给范畴 R Mod 的一个特性定一个名称（在命題 7.5 中看到的），这个特性就是同态可加，它 
不是一般范畴所共有的. 

定义称范畤(:为 預 加性的.如果每个 Hom(A,13) K 置有二 元运算使它变成一个（加 法） 阿贝 
尔群. 1 L 对这个运算分 It 律成 立： 对一切 f,g 6 Hom(A.B), 

(I >如果户 ■ B — B ' ,則 

pif + g 、= pf + pg ^ Hom(A,B , ) I 

(il ) 如果 — A , 則 

( f + g)g = /<7 + *9 6 Hom(A’，B>. 

习题 7. 22 中证明群范畴不具备预加性范畴的结构. 

范畴是用对象和态射的术语定义的，它的对象不必是集合，它的态射不必是函数[在例 7.25 
(Vi) 中 C(G) 就是这样的范畴].我们现在尝试在集合范畴和 R Mod 范畴中描述各种结构，这些结构 
在任意范畴中也有意义. 

在命埋 7. 15( M )中我们给出直和 M = A ㊉ B 的刻存在同态/•: M—A,?' A — 

財和_/ : B—M 使得 

pi -- 1a »© = 1b»/9 = 0»9* = 0 和 ip + jq = ■ 

即使直和的这个描述是用箭头的语言实现的，但要使得它在每个范畴中都有意义，还不够一般化， 
它用到 K Mod 范畴的一个性质，而集合范畴不具备这个性质，例如态射可加. 

在系 7. 17中，我们用箭头给出直和的另一种 描述： 


© 证明 C «5> 是范畴时，不必要求 G 中每个元索»有逆，因此对毎个幺半* G , C ( G ) 也是范 
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存在映射 jo * S 使得 声 = s; 此外， kerp = iny ， iny> = iim ， 对每个 5 € = s . 

这个描述在集合中也有意义，但在任意范畴中不是都有意义的，因为不能定义态射的象.例如 C ( G > 中的 
态射[见例 7. 25( VI )]是 Hom(*,*>=G 中的元索而不是函数，因此态射的象没有明确的意义. 

然而，我们可以用范畴语言定义直 和項： 称对象 S 是（等价于）对象 M 的收缩核，如果存在态射 

和: M-*- S 

满足/ »' = i s . _ 

用范畴方式思考的一个好处是使得我们看到以前没有认识的相似性.例如，我们将立刻看到 
在 K Mod 范畴中的直和和集合范畴中的不相交并是同一檯念. 

我们从一个十分形式化的定义开始. 

定义范畴 C 中的一个明是《—个有向多重图 6 ,它的 頂点是 C 中的对象，它的箭头是 C 中的态射. 

例如， 


% 

是范畴中的 ffl . 



也是范畴中 的图. 如果把箭头想象为“单行 道”， 则图中的一条 路径就 是从一个顶点“走到”另一 
个顶点，但注意不要走 错路. 图中的一条路径可以看作态射的复合. 

定义称图 交换. 如果对每个《点对 A 和从 AS 1 B 的任意两条路径相等,即复合是相同的 
态射. 


例如，如果#/=/>,«/=/!則上面的三角形图交換.如果《/ = / 〆 ， W 上面的正方形图交换. 

这里所用的交換这个术语就来自这个例子. 

如果 A 和 B 是集合 S 的子集，则它们的交定义为， 

A n B= {se s« je A 和 s e 

(如果两个集合不是作为子集给出的，則它们的交或许不是我们所期 望的： 例如，如果 Q 定义为整数 
有序对 （ m , n ) 的一切等价类，其中 n #0 ,則 ZD Q = 0 > . 

我们可以通过“分离”两个重叠的子集 A , B 迫使它们变成不相 交的. 考虑笛卡儿积 （A U B ) X 
U .2), 并考虑子集 A ' = AX { U 和 B 7 = BX {2}. 显然 A ' 门贫=0,这是因为交中的 一个点 必有坐 
标（《,1) = (6,2>，这是不可能的，因为它们的第二个坐标 不等. 称 A ' UB 7 为 A , B 的不相交并.注意_ 
由 a — ( a . l ) 和 6(— (6,2) 给出的函数 a > A — 和> B — iT . 记不相交并 A ' U 玫为 


如果对某个集合 X 有函数/« A — X 和 B — X ,则存在唯一的函数 A : AUB - X ， 它由 


/(«) 

g ( u ) 


如果 ue a 
如果 u 6 B 


© 有向多由称为 M 点的一个集合 V 以及对毎个有序对 （ mjevxv 的一个称为 uSU 的薷头 的集合（可以是空 
集） arr («, v > 组成. 
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给出.因 A , B 是不相交的，所以甬数 A 是合理定义的. 

下面是用范畴方式（即用图）描述这个构造. 

定义如果 A , B 是范畴 C 中的对象，《它们的余积（记为 AUB ) 是指 obj ( C > 中的一个对象 C 
连 B 内 射态射 a * A — AUB 和卢一 AUB * 足对 C 中每个对象 X 和每对态射/: A — •: B — X ,存 
在 '♦一 的态射心 AUB — X 使得下图交換（即办=/,印=«0. 


A 



这里是对刚构造的集合 AUB = A' U 贫 G (A U B)X{1,2} 正式证明它是集合范畴中的余积.如 
果X是任意集合，/ » A 一 X和 g | B — X 是任意给定的函数，期存在函数心 AUB 崎； f 同时扩张 
f 和 g . 如果 f € AUB. 則 c = (0,1) € A’或c = (6,2) 6 B '. 定义= /(a) .5((6,2))= 
g ( b )， 由此釦=/,坤= g . 我们证明 (? 是 AUB 上唯一的函数同时扩张了 / 和 g. 如果 — X 
满足分 a = /,0芦=«，则 

^( a ( a ))= vl -(( a , l )) = /( a ) = W ( a , l )). 

同样， 

< fi (( b ,2))= g ( b ). 

所以在 / njB '= AUB 上一致，从而 0=tf. 

我们没有声称余积恒存在， 亊 实上，容易构造范畴的例子使得其中有一对对象没有余积(见习® 
7.21). 然而我们的论证表明在集合范畴中余积碥实存在，在那里余积是不相交并.在群范畴中余积 
也存在，它们称为自 由积 .自由群是无限循环群的自由积（类似于自由阿贝尔群是无限循环群的直 
_和）.库洛什 （A^G.Kurosh) 的一个定理说自由积的每个子群本身是自由积. 

命题 7.26 如果 A , B 是 i ?- 模，它们在 R Mod 范詩中的余积存在，它就 是亶和 C = i 4 UB . 

证明 命题的陈述并不完全，因为余积®要内射态射 o 和; 8. C=AUB 的底集是笛卡儿积 

AXB , 因此可以定义 a | A—C 为 o | aH-(a.O ), 定义 p> B—C 为/? • 6h*(0,6). 

现在设 X 是棋，#»/« A-X, g - B—X 是苘态.定 XW C—X 为 (a,«h-/(a)+g(6) .首 
先，图 交换： 如果 a €A, »J<b<a)=«(a,0))=/(a ), 同样，如果则印 (6) = W(0,W)=g(6>. 
最后，沒是唯 一的. 如果 C— X使得图交换.則对一切 a €A,0((a,O>)=/( a ) ,对一切 
* ao , b ))= g w . 因必是同态,我们有 

0((a,*)) = ^((a,O) + (O,«) 

= ^((a,0))+^((0,6))=/(a)+g(«. 

所以 ，4=e. _ 

我们给出命® 7.26 证明中的映射0的一个明确的 公式. 如果 /:A— X, X是给定的同 

态，則0 | A ㊉ B— X由 

6' (a,6)H*/(a)+«:(*) 

给出. 

下一命埋的证明要点经常用到 I 在引理 5. 74 中证明非阿贝尔自由群的秩是合理定义的时候已经 




看到过. 

命題 7.27 如果 C 是范畴，是 C 中的对象，《 A , B 的任意两个余积如果存在的话必等价. 

证明假设 C, D 是 A, B 的两个余积.更详细地说，假定 

是内射 态射. 如果在定义 C 的图中取； f = D, 则存在态射心 C-D 使得下图交换. 


〆 入 

^- - 

XX 


同样，如果在定义£>的田中，取 X = C, 我们得到态射少 I D-C 使得下图交换. 


0 .-.► C 

XX 


现在考虑下面的图，它是由这两个图连接起来形成的. 


c 0 c 


因为勿0=办== 0 , _=妨=存，这个图 交换. 显然，恒等态射 l c I C-C 也使得这个图交换.由于定 
义余积的图中虚线箭头是唯一的，所以你 =1(；. 作必要的修改后，同样的论证可以证明 00 = 1 D . 由 
此 可知扣 C—D 是 等价. _ 

非正式 地说.称范踌 C 中的一个对象 S 为泛映射问鼉的一个解，如果它是由一个图来定义的.在 
这个图中，一旦变更一个对象X和多个态射，便存在唯一态射使得新图交换.“元理论”是如果解存 
在，则不计等价解唯一.刚才给出的证明是证明元理论的原 S (如果我们认真起来，则元理论的陈述 
可以更精确.然后可以证明它，见习® 7.29»关于相应的定义、陈述和证明见 Mac Lane 所著的 
《Categories for the Working Mathematician》 第3章）.证明分两步，第一，如果 C，D 都是解，則在表 
明 C 是解的对应图中令 X= D 得态射心 C—D, 在表明 D 是解的对应 ffl 中令得态射 
C. 第二，在关于 C 的图中令 X = C 并证明勿和 l c 都是使得图交换的“虚线”态射I由于这样的虚 
线态射是唯一的，从而勿= l c . 同样，另一个复合祕= 1 D ,因此0是等价 • 

定义如果 A , B 是范_€中的对象，則它们的积(记为 AnB > 是对象 P 6 C 和*射/ A , q > P^B 
使得对每个对象 X 6 C 和每对态射 /• X — A , g * X—B ,存在嘈一的态射 (9 « Jf—P 使得下困 交換： 







两个集合 A 和 B 的笛卡儿积 P = AX B 是集合范畴中的范畴积.定义 / AXB — A 为沪《 < a , 
«卜〜定义> ( a ,« h -6. 如果； f 是集合，/» X — X — B 是函数，则读者 
可以证明由心 xH -(/( x ),«( x » € AXB 定义的 X — AXB 满足必霄的条件 • 

命題 7.2 B 如果 A , B 是范畴 C 中的对象 ， fl A 和 B 的任意两个积如果存在必等价. 

证明修改证明的原型，即命理 7.27 的证明. ■ 

读者需注意，反转定义余积的图中的一切箭头得到定义积 的图. 在习题 7. 18 中可以看到类似 
的反转 箭头： 在 R Mod 范畴中，反转刻®单射的图中的一切箭头得到刻画满射 的图. 如果 S 是由图 
2?提出的泛映射问題的一个解，令 P' 是反转2?中一切箭头而得的图.如果 S* 是由提出的泛映射 
问题的一个解，则称 S 和 S' 对《 . 有范畴的例子，其中一个对象和它的对偶对象都存在，也有一个 
对象存在而它的对偶不存在的例子. 

两个模的积是什么？ 

命题 7. 29如果 R 是交換坏 ， A , B 是 R - 模，則存在它们的（范 _) 积 AnB . 事 实上， 

AHB ^ AUB . 

注由此，两个对象的枳和余积 JI 然在集合范畸中不用，但在 ^ Mod 范畴中相同. 

证明在命题 7. 15( B ) 中，我们用满足等式 

Pi = = Ifl ， 勿 • = 0,^i = 0 和少十为 = 1 M 

的投射和内射态射 

* Q 
A ^ M^B 

_ P i 

_ 的存在性刻幽了 iW 空 AUR 如果：V 是模 — 是同态，定义幻 X —ALIB 为沢X) 
= if ( jc )- bjgU ). 积的图 



\〆 

B 


交换，这是因为对一切: r€ X, 

pO(x) = pi fix) + 勿 >(JT) ** pif(x) — fix') 

(用给定的等 式）， 且同样有神 (a：) = 客 (X). 为证明的唯一性，注意等式屮 +为 = 给出 

+ + = 0 . ■ 

习题 7. 23证明了在群范畴中直积是积. 

有（至少〉两种方法把模的直和的櫬念从两个直和项推广到直和项的加标族. 

定义 设 R 是交换环， :«•€/> 是一个 J ?- 禊的加标族. 直积 HA , 是栺笛卡儿积[即对一切 
|'，第 I — 个坐标 < J f 在 A ,' 中的一切 f 元組 ©] 连 H 坐标状态的加法和标量乘法： 

(< j ,) + (6, ) = (a f - 4-6,) 

r ( fl ,> = ( m ,)* 


㊀ / 元组是函败 /i f-U A . ，其中对一切 ^ f./co e a,. 
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其中 re 尺，以及对一 切：, € A ,. 

直和是指由只有有限个祚零坐标的一切 ( a f ) 组成的 IJA , 的子模，记为乏] A〆 也记为 

•e I »€/ 

每个 2 A , 有形如 
«61 

m =》,.(《‘） 

的唯一表达式，其中 a , € A ,_. ai ( a ,.) 是11\中第7个坐标 是^1，.而 其他坐标为0的 J 元组，且几乎_切 
a , = 0,即只有有限个 a , 非零. 

注意如果指标集/是有限的，則 HA , =乏] A ,. 另一方面.当/无限且有无限个时，直 
和是直积的真子模（此外，在这种情尜’下，它乎永不同 构）. 

我们现在推广余积和积的槪念到对象族. 

定义 设 C 是范畤， /} 是£：中由集合 f 加标的对象族.余积是栺由一个对象 0 = ]^ 
态和 一族内射态射{ 0 , •，对 一切 I,Ai — C ) 组成的有序对 （ C,<«i I A f — C }), i 满足下面 k 
性廣. 对每个*:置有态射的对象； f , 存在唯一的态射使得对每个 I •下图 
交換： 



如果余积存在，用表示余枳.且不计等价的话它是唯一的. 

我们略述集合 < A _ «<€ />的不相交并的存 在性. 首先，构成集合8= ([ jAjx /, 然后定义 

• e ) 

Aj = {( a / tOEBsOiSAi } 


于是不相交并为 yAi = U A 〜（当然 • 两个集合的不相交并是这一构造的特殊情 形）. 读者坷以证 
明 l ^ A ,. 连同由 | ai H -( ai , i ) eUA , 给出的函数 0 ,_ I A ^ LJA , 组成集合范畴中的余积；即我们巳 
经描述了泛映射问屈的一个解. 


命題 7. 30如果 /} 是 J ?- 權 的族， 則直和 乏>,•是它们在 RMod 范畴中的余枳 . 

■<1 

证明命埋的陈述不完全，余积笛要内射态射 0 i . 记为 C ,定义 a< • 态 - C 为 a ,.(- a ,+ ( a ) 

I 

如下： 如果 〜 e a , , 則 a / < a ,) e c 是第 《_ 个坐标是 a ,. 而其他坐标都是零的 / 元组 • 

现在设： V 是模，且对每个 《• 6 设 ' A , -* X 是同态.定义幻 C - X 为… （ a f ) t -2/.( a ,) 
(注意，因为只有有限个 a , ■非零，所以这个和是有意义的> • 首先，图 交换： 如果 a ,. 6 A , •，则 
&,•<<«,•>=/ 〆 〜）•最后，0 是唯一 的.如果 hC - X 使得图交換，則火(★>〉=/,•(★>.因必是同态， 
有 


= 2 ^4, ( a ,) = 


(Ml 


所以分 = <?. 
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mu 


我们给出沒的明确的 公式. 如果 /,• I A f -X 是给定的同态，则 (?： 乏— X 由 

*€l 

给出[当然几乎一切 < 2 , = 0,从而在和2/.(«,)中只有有限个非零项 ]• 

下面是对偶概念. 

定义设 C 是 范疇， 并设 { A ,_ :«_€/} 是用集合 J 加标的 C 中对象 的族. 一个积是指由一个对 
象 C 和一个投射态射的族 {/>,• 1 c - A . 对一切 i € H 组成的有序对 iCApi < C — A ,}), 满足下 
列 条件： 对每个配置有态射 /,• | X — A , 的对象 X ,存在唯一的态射(9« X — C 使得对每个 f 下图 
交換： 



如果积存在，用 O ,. 表示积.且不计等价的谙，它是唯一的. 
我们让读 W 证明笛卡儿积是集合范畴中的积. 


命題 7.31 如果 { A , « i 6 /} 是 R - 模的族， 則直积 C = 是它们在 R Mod 范畴中的积 • 
证明命题的陈述不完全•因为积 AS 要 投射. 对每个义巧 iC — A , 为岛 《( ai ) h* a; eAp 
现在设 X 是模，且对每个 h 设 / f | X-*A, 是 同态. 定义幻 X ^ C 为 a : 卜 (/,(*)) .首 
先，图 交换： 如果 X ,则 =/;( x ). 最后，5是唯一的.如果 h X - C 使得图交换，则对 
一切 = /,•(：!), 即对每个 i , 和: r ) 的第 i 个坐标是 /,(*), 它也是汛 _ c > 的第；个坐标.所以对 
一切 ■«：€ X ,4(: r > =沢 : t >, 从而分 =ft ■ 

范畴的观点使得下面两个证明十分简单 • 

定理 7.32 设 R 是交换环.对每个 K - 模 A 和每个 R - 糗的族 { B ,. | «•€ 构 


•P' 

有 

Hom K ( A . JXB .)= lT Ho , n R {A ' B .>* 

後 f <€f 

其中 A 是积 I [ B ,. 的投射. 

•€» 

证明易知9是可 加的. 为证明炉是尺-映射，注意对每个 i 和每个 R、 有 p‘rf = rpj I 

所以 

R 53 l 9 - rfh^ipirf) = (rpj) = ripj) = r9if). 

我们证明 f 是满射.如果 (/,) e n Hom R ( A , 取）， 則对每个:， /, : A — B ,. 


B, 

y \ 

n *** J—— A 

根据命理 7.31, n B ; 是 R Mod 范畴中的积，因此有唯一的 J ?- 映射 0: A - IIB , •使得对每个 《•,/>, 必= 
f ,. 于是 （/,> =外扔，从而 V 是满 射. 
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为证明穸是单射，假设 /€ ker 9, 即0 = ?>(/) = (九/).于是对每个:’，△/ = 0. 因此下面包含 
/的图交换： 

UB .^4 ~ j - A 

但零同态也使得图交换，因此箭头 A - n 坎的唯一性给出/ = o . 

定理 7.33 对每个 /?- 模 B 和每个 R - 模的族{乂 ： /}，经同构 

/卜 (/〜>, 

有 

•€ I i € I 

其中 a ( 是和的内射 • 

证明证明与定理 7. 32 的证明类似，留给读者 • 

有 Hom R ( A ，5>..) 洚 SHohirM . B ;) 和 Hom R ( . B ) i * IX Hom R ( A f B ) 的例子 • 

系 7.34 如果都是 R - 祺，則有同均 

Hom R ( i 4. BuB , ) ^ Homj ；( A ， B ) U Hom R ( A ， B ’> 

和 

Hom / ? ( AuA / »8> = Hom 犮 ( A ， B ) U HoniR ( A ’， B ). 

证明当指标集有限时，模的直和与直积相等. ■ mu 

例 7.35 ( I ) 在例 7.6 中，我们定义域《上的向》空间 V 的对偶空间 V 为它的一切线性泛函 

的向量 空间： 

V = Horo *( V ,*>. 

如果 dim ( V ) = n < oo , 则例 5. 6表明 V = V , ㊉ … ㊉V ,,其中每个 V ,.都是一维 空间. 根据系 7. 34, 

V •兰 [ Honu ( V ; ,4) 是”个一维空间的直和[因 为习题 7.5 给出 Hom *(*,*) ^*],由此，习題 7.26 

给出 dim ( V -)= dim ( VO =» i . 于是一个有限维向童空间和它的对 fl 空间 同构. 由此当 V 是有限维向 
貴 空间时，由 （ W 定义的二重对偶 V • 和 V 同构. 

(ii >有对偶空间的 变种. 在泛函分析中，会遇到拓扑实向*空间，只要其上连读线性泛函有 
意义.由一切连续线性泛函组成拓扑对鴒 V , 了解一个空间 V 是否自反是重要的，即对于这些 
空间是否有类似有限维空间的同构 V - V " 这样的 同态. 例如希尔伯特空间的自反性就是它的重 
要性质 之一. ■ 

我们现在提出两种常用的对偶结构. 

定义在范畴 C 中给定两个态射/| 8 —八和发《 C -* A , 一个解是指有序三元组使得 
下图 交換： 



O-S-^C 



一个拉回（或纤维积）是指下列意义下的“最好”解 （ D ,«, 炉：对每个解 ( X ， a ，， 嶔 ），存在唯一的态 
射心 D 使得下图 交換： 
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[455] 拉回存在时，如不计等价是唯一的，其证明与证明余积的唯一性是同一类型的. 

命屬 7. 36 在 „ Mod 范畴中任两个映射 /| B — A 和犮 | C—A 的拉 ® 存在. 

证明定义 

D = {( A , c ) 6 BUC « /(&) = g ( f )), 

定义 o « D — C 是投射的限制.定义 p D — B 是投射的限制.易知 （ D , a ,/» 是 
一个解. 

如果（ X ,是另一个解，定义映射心 X - D 为: xh -^ CxJ . o ^ x )). 因为； f 是一个解，有 
//( x ) =»»'(: r ), 所以0的值在 D 中.我们留给读者证明图交换和》 唯一. ■ 

例 7. 37 (丨 ） B * C 是集合 A 的子集可以重述为存在包含映射 i | B - A 和 j « C — A . 读者 
可以证明集合范畴中拉回 D 存在，且有 D = B n C . 并从中得到乐趣. 

( I ) 在群范畴中存在 拉回： 它们是直积的某种子群，和命題 7. 36的证明中构造的一样. 

(«) 如果/| B — A 是同态，則 ker / 是下图的 拉回： 



这个拉回是 {( A ，0> € BU <0} * _/& = 0} 主 ker /. ■ 

下面是对偶结构. 

定义 在范畴 C 中給定两个态射 / iA-B 和 A — C , —个_是栺有序三元组 （ D , a , 沖使得 

下 ffl 交換： 


mu 


A-^C 

4 a ^ 

B ― 

一个推出（或纤维和）是栺在下列意义下“最好”的解 W ， a ， pU 对每个解存在唯一的 
态射… D — X 使得下田 交换： 



又如果推出存在，則不计等价是唯一的. 

命題 7.38 在 R Mod 范畴中任两个映射/» A — B 和 g : A — C 的推出存在. 
证明易知 


S= {(/(fl),-^(a)) 6 BUC ： a 6 A) 
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是 BUC 的子模.定义 D= (BUC)/S, 定义 0 : B 一 £) 为6 h*(6,0) + S, 定义乒 《 C—D 为 cl- 
CO,c)+S. 易知 (, D , a , p ) 是解. 

给定另一个解 ( X ’ t /. ff ), 定义映射0 * D— X 为。 (. b . c ^ + S ^ a ' W +^ U ). 我们还是让读者 
来证明图的交换性和 e 的唯一性. ■ 

群范畴中的推出十分有趣.例如，两个单同态的推出叫做 具有共 合的自由积 . 

例 7.39 ( 丨 ） 如果 B 和 C 都是集合 A 的子集，則存在包含映射 O BflC—B 和 B 门 C — 

C. 读者可以证明集合范畴中推出 D 存在，且 D 是并 B U C, 并从中得到乐趣. 

(li >如果 /• A —B 是同态，则 coker/ 是下图的推出， 

A (灸 B 

毕竞这里的推出是商 （{0}LJB)/S, 其中 S={(0,/(a>>}, 所以（彳 0}LJB>/S 三 B/im/=coker/. ■ [457] 

习题 

7. 20 ( I ) 证明在每个范畴(:中，每个对象 A€C 都有唯一的单位态射. 

(祕> 如果/是范 ■•中 的等价，《明它的逆唯一 • 

7.21 (丨 ） 设； C 是僱序集，并设 fl,6€ 兄《明在 P0(；0 范畴中[它的定义在例 7.25( V 〉中 ], 余积是 a 
和 A 的最小上界，积《门6是最大下界. 

< M ) 设 Y 是集合 * 并令表示它的摹集：即 y 的一切子集的族.现在把看作包含关系下 的僱序 
集.如果 A 和 B 都是 Y 的子集，证明在 WKP ( y >> 范畴中 • 余积 AUB = AUB ， 积 AnB = Af ) B . 

(HI) 举出一个范畴的例子，其中有两个对象它们的余积不存在 • 

提示：见习题 6. 43. 

7. 22证明群范畴不是湏加性范畴. 

提示： 如采 G 不是阿贝尔群，且是同态，证明甬败 > rh-/C > r) l r(jO 可能不是问态. 

7. 23如果 A 和都是群（不必是阿贝尔 «). 证明在群范畴中 .AnB = AX B (直积）. 

7.24 如果 G 是有限阿贝尔群，证明 Hom z (Q ,G) - 0. 

7.25 设 { M, 0是模的族，且对每个 《• 设/V,是 M, 的子模.证明 

(Sm.)/(Sn.)sE<m./n.). 

7. 26 ( I >设％,…，!；，是域*上向量^间V的基 i 从而每个 ve V有唯一的表达式 

v * Ait；! + ••• + a m v m • 

其中对 《•= 1，…, n 有* 1 . € 证明对每个 i , 由< 定义的函数 z ;； 1 * V — 在对偁空间 V •中. 

( II >证明 vf ，…， ％•是 VT 中的线性无关表 • 

(i〉 用例 7.35( 丨 ） 推出V; 是V的一个基（这组基叫做％V,的对佩基） • 

(IV )如果/: V — V是线性变換，设 A 是/关于V的基％,•••,%的矩阵，即 A 的第 * 列由 /(v.> 在给定 
基下的坐标组成.证明诱导映射 /• : V-V 关于对 佴基的 矩阵是，它是 A 的转置. 

7. 27给定映射 a * n^—nc,, 求映射&使得下图 交换： 

Hom(/4.n B,) —2^ Hom(>4，n C) 
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其中 r 和，是定理 7. 32的同构. 

提示： 如果 /eHomdTTB,)， 定义。 （/•) 卜即5((/.〉）的第）个坐标是〆 /) € Ilq 的第） 
个坐标. 

7. 28 (丨》 给定 R Mod 范畴中的一个推出图 


A — 



证明 g 是单射蠆涵 0 是单射， K 是满射蕴涵 <7是满射.由此，平行的箭头有相同的性质. 
(函>在《阽《1范畴中给定拉回围 

D—2-^C 
B A 

证明/是单射蘊涵 0 是单射，/是满射譆涵 a 是 满射. 由此，平行的箭头有相间的性质. 

7. 29 定义： 范畴 C 中的一个对象 A 叫做初对象，如果对 C 中的每个对象 C , 存在唯一的态射 A — C . 

范畴 C 中的一个对象0叫做终对象，如果对 C 中的每个对象 C , 存在唯一的态射 C — . 

< I >在初对象和终对象存在的情 况下， 《明它们的唯 一性. 举出一个没有初对象的范畴的例子.举出 
一个没有终对象的范醻的例子. 

( II ) 如果 n 是范畴 C 中的一个终对象，证明对任一 obj ( C >, 投射 A : (?门13-0和 <0 |/}116 — 0等 
价. 

( IH > 设 A 和 B 都是范 _ C 中的 对象. 定义一个新范畴 C ' ,它的对象是 ffl 

A-^C 上 

其中 CftC 中的对象， a 和沒是 C 中的 态射. 定义 C ' 中的态射为使得下图交换的 C 中的态 射夕： 





复合有一个明 a 的候 选者. 证明 cr 是范畴. 

( IV ) 证明 c 中的一个初对象是 c 中的一个余积. 

( V ) 给出一个类似的结构 • 证明积是一个适 当范畴 中的终对象. 
7. 30范畴 C 中的零对象是指既是初对象又是终对象的对象 Z . 


( I >证明在 R Mod 范畴中，{0> 是零对象. 

<«) ffi 明在集合范畴中，0是初对象. 

( iii ) 证明在集合范 畴中. 任一单点集都是终对象. 
( IV )证明在集合范畴中，不存在零对象. 

7.31 ( I >«定余积存在，证明结 合性： 


AU ( BUC ) ^ ( AUB ) UC . 

( II >假定积存在，证明结 合性： 


An ( Bnc >^( AnB ) nc . 

7.32 设都 是范畴 C 中的对象. 

(I >如果对 i = 1，2存在态射 / i : c f — A ， 且 c , nc 2 和 D , riD 2 都存在，证明存在唯一的态射 /, n / 2 
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使得下图交换： 




•从 


其中 A 和 A 都是投射- 

〔 ■) 如果存在态射 f « X — C , ,其中 X 是 C 中 的一个对象，且« 1,2, SE 明存在唯一的态射（扪 ，沿） 使 
得下图交换： 


其中 A 是投射. 


c ^_ c,nc a 


注：在集合范鸸中，（沁，心> ■(沿 , 其中: x - xxx 是对角线映射 
.33 设 C 是具有有限积和一个终对象 rJ 的 范畴. C 中的一个鬌对象是指一个四元组 ( G ^^* C > ，其中 G 是 C 中 
的一个对象， /i I GDG -^ G , VG ^ G ,€ * —G 都是态射，从而下面的一些图 交换： 

结 合性： 

\ r\u 

GnG GnC 


值等： 


Cn(2 GnG an 

w 


其中; l 和 p 都是习 «7. 29< I > 中的等价. 
逆： 




其中 OH G - fl 是到终对象的唯一态射. 

(t ) 证明集合范醻中的群对象是群. 

( II )证明群范畴中的群对象是阿贝尔群. 
提示：用习鬅 2. 73. 


7.3 函子 

函子 e 是范畴的同态. 

定义田忆 obj ( c ) 表示范畤 c 中一切对象的类.如果 c 和 x > 部是 范畴， 則* 子 * r : c — r 是指满足 
0 术语 functor (函子） 是哲学家卡纳普 （R. Carnap) «造的，麦克菜思认为它 ft 这里的合适术语. 


國 
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下列条件的 函數： 

(I > 如果 A e obi(c), 则 T(A) e obj(2» , 

(II ) 如果在 C 中 /: A —A', 則在 P 中 T(/) * T(A) TCA^ f 

(iii) 如果在 C 中 則在 P 中 TXAjUlXAl-^-TXA "), 且 

Tigf) = T(^)T(/), 

(iv) 对每 个 A € obj(C) * 

T(1 a > = lr(A>. 

例 7. 40 (丨 > 如果 C 是范畴，则单位函子 — C 定义为 
对一切对象 A，1 C (A) = A, 

以及 

mu 对一切态射 /• i c (/> = /• 

< ii) 如果 c 是范畴 ， a e obi(c) •则 h _ 函子* r A «c- 集合范畴定义为 
对一切 B 6 obj(C) »Ty|(B) = Hom(A.B) , 

如果在 C 中 /> B —B'， 則 T a C /) . Hom(A.B) - Hom(A,B，> 由 

T x (/) « hh-fh 

给出. 我们称 T a (/) 为诱导映射，并把它记为 

Ta(/> = /• ■ h\—fh. 

因为这个例子的重要性，我们将详细验证定义的各 部分. g 先，正是范畴的定义说 Hom(A,B) 
足 集合. 注意 S 合开有 意义， 

现在假设 B' —B*. 我们比较函败 

<«/). ， g. f. 1 Hom(A,B) -► Hom(A,B*). 

如果 A € Hom(A,B), 即 *: A — B . 则 

(«/). 1 hb*(.gf)ht 

另一方面，正如所要的 

«. /. 1 hh^fhh^g(fh). 

最后，如果/是恒等映射1« ■ B-* B, 則对一切 A € Hom(A.B), 

(Id) « * Ah* l B h = h, 

从而 (Ifl)* = ^Horo(A.B) - 

如果记 Home A, H w 定理 7.32 说保持积 ： 

(Mi ) 如果 K 是交换环且 A 是尺-模，则 Horn * 子 Tj : K _~ ►集合范畴有更多的结构.我们在命题 
7.5中已经看到^1 01 11 |? 04及是/?-模，现在证明 ： 如果/> B — 則由 Ai—/ft 给出的诱导映射 /• * 
HoniRdB) —Hom^AA) 是 /?- 映射.首先， /• 是可加的 :如果 Hotn(A,B>, 則对一切 a G A , 

/.(A + A’）= f(h + h ') > a ^* f ( ha + h ' a ) 

=fha+/h'a = (/.(A)+/.(A , ))(a), 

因此 f.ih + h') = /,(fc) + /.(* / ). 其次， /• 保持标量.回忆如果 r 6犮和 A 色 Hom(A,B)， 则 


_ 
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rh * ah ^ h ( m ). 于是， 

f . Crh ): f { rh ) Ca ) = * 

而 

rf m (,h) = rfh * ah> fh(m'). 

所以，/*(碘） =(r/).<A). 

特别地，如果 R 是域，则诸 Hoihr 是向置空间，诱导映射是线性变换. 

( IV ) 设 C 是范畴, 并设 A 6 obj ( C ). 定义 TiC — C 为对每个 obj ( C >, 丁 ( C ) = A ，且对 C 中每 
个态射 /， T (/> = 1 A . 则 T 是一个函子.叫做 A 处的常数函子. 

(V) 如果0=群范畴，定义 底函子 U: 群范畴 一 集合范畴 如下： 17(G) 是群 G 的“底”集， U(/> 
是仅仅看作函数的同态 /• 严格地说，一个群是一个有序对 (G#〉， 其中 G 是它的(底）集 ."• GXG 
—G 是它的运算，而函子 I； “忘记”运算而只记住集合 • 

有许多 变种. 例如，一个 R- 模是有序 F 元组 （Mmw), 其中 M 是一个集合， a > MXM—JW 是加 
法， a ' /?XM—JW 是标量 乘法. 有 = ( M , a ) 的底函子 C < R Mod —Ab . 还有 tAJW, a , 

«r) = JW 的底函子 IT lR Mod^ 集合 范畴. ■ 

下面的结果是有用的.即使它十分容易证明. 

命 117.41 如果： TiC—C 是*子，且/| A — B 是 C 中的等价，則 r(/> 是 P 中的等价. 

证明如果《是/的逆，运用 T 到等式 

真/ = U 和 /* = ] b - ■ 

这个命理从根本上说明为什么绝出范畴的定义是有 用的： 函子认51只用对象.态射和图来下定 
义.在 Ab 范畴中.如果把同构看作既是单射又是满射的同态，那么如何证明这个结果？ 

还有第二种类型的函子，它反转箭头的方向 • 

定义如果 C 和 P 都是范畴.则反 变函子 TiC - P 是指一个*數瀉足 
( I ) 如果 Ce obj(C).W T(C) 6 obj(D) « 

( II ) 如果在 c 中 /| c — c " ，則在 p 中 T (/> < no — r ( C ), 

(Hi) 如果在 c 中 c -^* c ' -^* cr , « 在 P 中 T(C*>Ttcr)T(C> 丑 
T ( gf ) = TC/)T(/r), 

(IV) 对每个 A6 obj(C), 

T(l A ) = W 

为了和反变函子相区别，称早先定义 的甬子 为共变函子. 

例 7. 42 (| ) 如果 C 是范畴， B6 obj(C) ,则定义反变 Horn* 子 T B :C- 集合范畴如下：对一 

切 c e objco , 

r »( C ) = Hom(C.B). 

如果在 C 中 /« C—C" ，則 T«(/) - Hom(C"，B> — Hom(C，B) 由 

T B ( f ) « hh^hf 

给出.我们称 T B (/) 为诱导映射，并记为 

T B </) = /* « AH-A/. 

因为该例子的重要性，我们验证表明 T® 是(反变）函子的公理.注意复合 A/ 有 意义： 

V 

c ^ r z r ：tB 


國 
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给定同态 

C 丄 C， 丄 C*， 

我们比较函数 

(«/) . ./*«* > HomtC.B) — Hom(C,B). 

如果/> € Hom(C*，B) (即如果/> * C*—B), 则 

(g/y • 1 

另一方面，正如所要的 

/* g* 1 hh^hg h * ihg ) f . 

最后，如果/是恒等映射 ldC-C, 則对一切 A e Hom(C,i3) , 

(l c )* « AH-A1 C = h. 

因此 （1 C >，= l H .n.(C.B> - 

如果把 Hom( ,B) 记为 T B , 則定理 7.33 说反变函子： r B 把和转变为积 ，T B ( = 

(ii ) 如果 R 是交换环， C 是模，則反变^1 011 1*子 |? 1^«1-集合范畴有更多 结构. 我们 证明： 
如果/_ C-CT 是映射，则由 A—A/ 绐出的诱导映射 /• «出叫（0\丑）-^0叫（£：,抝是 R- 模 
之间的 /?- 映射. 首先 ，厂 是可 加的：如果心 A€ Hom(C,B), 则对一切〆 € CT , 

/• <.g+h) - (*+*>/• c’t-(<r+ *>/(〆> 

= gfc' + hfc' = (/* (g)+f WXc), 

因此 /•(* + « =/•(«+/•(*). 其次 ./ •保持标置.回忆如果/ Hom(A，B), 则 
rh > a \-* him ). 由此， 

f. (rh) t c , H-(»*)/(c , ) - «r/(c’>>, 

而 

rf (A) = KA/) * c'\-*hf(rv , ). 

因为 r/(〆）=/(rr'> ，所以两者相同，从而广（忒 〉= rf (A). 

特别地，如果 K 是域，则诸 Hon^ 是向置空间且诱导映射是线性 变换. 一个特殊情形是对俱空 
间* 子 Horn〆 ，是〉，其中 A 是域. ■ 

易知，和命题 7.41 —样，每个反变函子保持等价，即如果 TiC — X) 是反变函子，且如果/> C 
-*0 / 是0中的等价，则 T(/) 是 O 中的等价. 

定义假定 C 和X)都是《加性范畴，則共吏或反变*子了|(： — 1>称为加性函子，如果对每对态 
M f>g 1 A -► B 有 

T(.f+g) = T(f) + Tig). 

易知共变或反变 Horn 函子 R Mod-Ab 是加性函子. 

每个共变函子 T«C-*P 对每个 A 和 B 给出函数 

» Hom(A.B) -♦ Hom(T A 9 TB) f 

它由 ah - tu ) 定义.如果了是两个预加性范畴之间的加性函子，则每个 Tm 都是阿贝尔群的同态. 




禊和范畤 


331 


类似的陈述对反变函子也成立. 

下面是系 7. 34的适度 推广. _ 

命题 7.43 如果 TiRMod ^ Ab 是共变或反变加性函子 ，蛔 了保持有限 直和： 

7 XA , ㊉…㊉ 3 T ( A ,) ® …㊉ T ( A „). 

证明根据归纳法，只*证明 T ( A ® B ) 主 T ( A ) ㊉ T ( B ). 命题 7.15( _ ) 用映射 A , 
q> M — B,i • A -* M 和 j I B — M 满足 

P> = 1 a »4； = Ib ，PJ = 0,qi = 0 和 ip+jq = 1 M 
刻画了 Af = A ® B •因 7 •是加性函子，习题7.3 4 给出 T (0) = 0 . 因此 T •保持这些等式. _ 

刚才我们已经看到加性函子 ： T« R Mod — Ab 保持两个棋的直和： 

T(A ㊉ C ) = T ( A) ㊉ T ( C ). 

如果把这样的直和看作分裂短正合列，则可以作这样的 陈述： 如果 
0 -► A ― -^»C -* 0 

是分裂短正合列，则 

0 — T ( A ) T ( B ) T ( C ) — 0 
也是分裂短正 合列. 由此导致更一般的 问題： 如果 

0 -• A —*-B —*C -» 0 

是任一短正合列，未必分裂，那么 

0 -» T ( A ) — —• T(B) T (’) . TCO -» 0 

也是正合列吗？下面是对 Horn 函子的回答（定理陈述中没有印刷错误， “—0” 不必出现在序列的末 
抽. 我们在证明之后讨论这一点）. 

定理 7. 44如果 

0 -» A ― >B -^-*C 

是 R - 模的正合列，且 X 是一个 i ?- 模， 則存在 正合列 

0 Hom A ( X . A ) — Hom R ( X , B ) Hom R ( X t C ). 

证明 （ 丨 ） keri . = {0} « _ 

如果 / € keri . ，則 / * X — A 和 i — • (/) = 0 « 即 

对一切 x € X ,//( x ) = 0 . 

因 i 是单射，对一切 i € X ,/( x ) = 0 , W 此/= 0. 

(ii ) im <, Q kerp . : 

如果 g € imi . ，则 《■> X — B 和有某个 fi X — A 使得 g =:•■(/) = i /. 但由于原始序列的正 
合性，也就是 imf = kerp 里涵 pi = 0 ,所以 />• (g) ^ pg = pif = 0 . 

( II ) kerp . C imi .： 

如果 g € kerp . ，则 g I X—B 和 />• («)=/«= 0 . 因此对一切 ; c e X , 体（: r > = 0 , 从而 g ( x > 

6 kerp = imi. 由此，存在某个 a € A 使得 g ( x ) = i ( a ) » 因 , •是单射，这个元索 a 是唯 一的. 因此如 
下给出的函数 /> X - A « 如果 g ( x > = i < a > 则 /( x >= a ，是合理定义的.容易验证 /e Homj ,( X , 

A)； 即/是 R - 同态.因 
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^(x + x / ) = g ( x ) + g ( x ’） = i ( fl )+ t *( a / ) = Ha + a )» 

所以有 

/(x + =aa = fix ) 4- /( x 7 ). 

类似的论证表明对一切 r € R . f ( rx ) = r /( x ) •但 《•■(/) = f / 且对一切 i € X , i /( x ) = f ( a ) = g ( x ); 即 
*•*(«/) = «•， 从而贫 € inu .. ■ 

例 7. 45 即使假定在原来的正合列中映射 />: B — C 是满射，经函子作用后的序列也未必以 
“-0” 结尾，即/••: 可能不是 满射. 

阿贝尔群 Q / Z 由一切 K 集 9 + Z (其中 9 e Q ) 组成，易知它的元素 f + Z 的阶为 2 .由此 
Hom z ( I 2 , Q / Z ) 关 {0}, 因为它包含非零同态 [ l ] h-f + Z . 

把函子 Hom z ( I 2 ,) 作用到 

0 — Z -^ Q -^- Q/Z — 0 

上，其中 i 是包含映射， pfi 自然 映射. 我们刚才已经看到 

Hom z ( I 2 , Q / Z )#{0}, 

另一方面， W 为 Q 没有有限阶的（非零> 元索， HomzdpQ 〉：^}. 所以诱导映射 />. ■ Homzdz . Q ) — 
_ Hom z ( I 2 , Q / Z > 不可能是满射. ■ 

定义 共变函子 Ti R Mod - Ab 称为左 正合的，如果 

0 — 

的正合性殖涵 

0— T ( A ) T ( B ) T ( C ) 

的正合性. 

这样，定理 7.44 表明共变 Horn 函子 Hom R ( X , >是左正 合的. 在同调代数中研究了 
Hom B ( X ,) 的余核，它涉及叫做 Extt ( X , )的函子. 

对反变 Hom 函 子有一个类似 的结果 
定理 7. 46 如果 

A-^-B 上 C — 0 

是 r - 模的正合列，且 y 是一个 r -«, 則存在正合列 

0 — Hom *( C , y ) ‘ Hom R ( B , y ) ^ Hom R ( A , y ). 

证明 （ 丨 ） ker /.* = {0} , 

如果 A € kerp " ，则 /m C—Y 和 0 = 〆 （ A > = Ap • 于是对一切 6 6 B , A ( p (6)> = 0 , 因此对 
—切 f € im />, A ( c ) = 0 . H /> 是满射， im 々= C ，从而 h = 0 . 

(II ) im ^* C ker * * : 

如果 g € Hom R ( C ， y > ，则因原始序列的正合性，也就是 imi ' = kerp 里涵 pi = 0 ,所以 
P .( g ) = ( pi ) m ig ) = 0. 


如果 keiT , 則以 B — Y 和 = # = ()• 如果 C , 則因 /> 是满射，有某个 66 B 使 
得 c =/ KW . 定义 /: C — y 为： 如果 c = p ( W , 則 /( f >= g (6) •注意 / 是合理定义的：如果 〆 幻= 
p ( b ’) •则6 — 6' € ker ^ = inu * »从而有某个0€八使得6 — 6 /= = i ( a ). 由于沿 • = 0，因此 
g 、 b 、 一 g (6’） = g{b — b ， ') — giia ^ = 0. 

读者可以验证/是 i ?- 映射. 最后，如果 c = p (6>, 則 g (6> = /( c > = /(/»(6)) ,因此 

〆 （/) = //> = g ， 

所以 geim〆 . ■ (iH 

例 7. 47即使假定在原来的正合列中映射 — B 是单射，经函子作用的序列也未必以 “今0” 

结尾.即 r | Hom R ( B ， y > — Hom R ( A , y ) 可能不是满射. 

我们断言 Hom z ( Q , Z ) = 0. 假设 /: Q — Z 且有某个 Q 使得 /( a / W 尹 0. 如果 /( a /6> = 
m, 则对一切 》 i >0 , 

n/Ca/nb) = final nb) = /(a/6) = m. 

于是 m 被每个正整数 n 整除，此与算术基本定理矛盾. 

如果把函子 Hom z ( , Z ) 作用到短正合列 

0 — Z -^ Q -^ Q / Z —0 
上，其中:是包含映射，/>是自然映射，则诱导映射 

«• • Hom 2 ( Q . Z ) — Hom z ( Z , Z > 

不可能是满射，这是因为 Hom z ( Q . Z ) = <0> ,而由于 Hom z ( Z , Z ) 包含 l z ,因此 Hom z ( Z , Z ) 

#{0}. ■ 

定义反变*子 Ti R Mod — Ab 称为左正合的，如果 

A-^B 上 C — 0 

的正合性 a 涵 

0-* T ( C ) T ( B ) T ( A ) 

的正合性. 

由此，定理 7. 46证明反变 Horn 函子 Hom R ( . Y ) 是左正合函子 
定理 7.46 有逆定理，对共变 Hom 函子的对偶陈述也成立 • 

命 *17. 48 设 ii 和/ mB — 矿却是况-硖射，其中/?是交換环_如果对某个 K - 模 M , 

0 Homj ；( ET,M) — » HoniR ( B . M ) —• Homg ( B , ,M) 

是正合列 ， W 

B f — ► B ~ ^ B" —^ 0 

也是正合列. _ 

证明 <丨）/>是满射. 

设 M = B 7 imp , 并设 /:£T — 是自然映射，从而 /e Horn ( BT , M ). 由于/ >•</) = fp = 0, 

且 〆 是单射，从而/ = 0.所以 B 7 im /> = 0, />是满射 • 


© 这些函子叫做左正合的是因为被函子作用的 序列在 左續有 0-. 
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(li ) ims ^ ker /». 

因 〆 = 0,有 0 = (/«)•. 因此，如果 Af = # 和茗 =1 矿，从而茗€ Horn (矿, M ) ，则 
0 = ( pi) m g = gpi = 卢 ， 所以 imt ' Q kerp . 

(III ) kerp Q imi . 

现在选取从=3/^“并设 — JVf 是自然映射，从而 Hom(B,M). & 然 rk = hi =0, 
因此 Horn 序列的正合性给出一个元索〆 6 Hom R (.Br 9 M) 使得 /»• (Y) = /i> = /*. 根据 （ || ) ，有 
imi C ker/>, 因此，如果 imi 关 ker/», 則存在元索6 G B 但 b 任 imi •且6 e kerp. 于是 hb 尹0和 pb = Q , 
由此产生矛盾祕= h f pb = 0. ■ 

定义 称一个共变函子 T: R Mod — Ab 为 正合* 子，如果 

0 —A-^B 上 C-^0 

的正合性殖涵 


»T(B) - 


一 T(C) - 


的正 合性. 类似定义正合反变函子. 

下一节中我们将看到对于某些选定的模， Horn 函子是正合函子. 


习 a 

7. 34如果 T 、 Mod — Ab 是一个共变或反变加性函子，证明 T (0>-0, 其中0表示零模或零态射. 

7. 35举出一个不保持余积的共变函子的例子. 

提示：用习题7.21(_>. 

7. 36设是函子.证明复合是这样的函子，当 S 和丁 ft 相同的共变函子或反变函子时， 
它是共变函子，当 S 和 T 一个是共变函子另一个是反变函子时，它是反变函子. 

7. 37 ( 丨 > 证明在交换环范畴上有如下定义的 函子： 关于对象定义为/?卜尺[>],关于态射/:/? 一 S 定义为 f — 
/< r > (即如果用 K [ x ] 的元索的形式，记号就是 ( r f 0,0,-) H *(/( r ),0,0,-)>. 

C II >证明在 Dom ( —切整环的 范醻） 上有如下定义的函子，关于对象定义为 /? h - Fra C ( R >, 关于态射 /* 
定义为 r / lh -/( r >/ l . 

7. 38证明存在群范囀— Ab 的函子使得每个群 G 变到 G / G \ 萁中 fkG 换位子群. 

7. 39 ( | ) 如果 X 是集合，々是域，定义向置空间 〆 为点态运算下一切函数的集合.证明存在函子 F : 
集合范畴 -* Mod 使得 F ( X ) = k x • 

(H >如果 X 是集合，定义 fXX 〉 为以 X 为基的自由屏.证明存在函子 F : 集合 范畴- 群范轉使得 F * X 
I — F ( X ). 

7.4 自由横、投射和内射 


和群一样，最简单的模是自由模 • 每个模都是自由模的商；即每个模都可以用生成元和关系来 
表现. 投射棋是自由模的推广，从而也是十分有用的.作为投射模的对偶，我们定义内射模，但是一 
直要到第10章讨论同调代数时才会赏识它的价值.此时，在这里将看到我们相当熟悉的内射 Z - 模. 

定义模 F 称为自由模•如果 F 同构于若干个复制的直和，即存在指标集 7( 可以无 
限）使得 


F = !>■， 


其中对一切 *，只: = < bi >^ R . 我们称 B = i € 为 F 的基. 

自由 Z- 模是自由阿贝尔群，每个交换环尺看作它自身上的模时，是自由尺-模. 

从直和的讨论中，我们知道每个 m 6 F 有唯一的形如 
m = ^rfii 

的表达式，其中且几乎一切 r, = 0. 自由棋的基和向量空间的基十分 相像. 确实，容易看出 
域是上的向貴空间 v •是一个自由 A - 棋，此时基的两个槪念是一致的. 

容易把定理 3. 92从有限维向量空间推广到任意自由模上（特别是推广到无限维向量空间 上）. 
命题 7.49 设 F 是由子集 B 生成的尺-模，是一个（同构于）以 B 为基的自由尺-模，当且 
仅备对任意 /?- 模 M 和任意函數 y : B — M ， 存在一个唯一的尺-峡射 F — M 使得对一切6 6 
■ y(6) • 



证明每个元索 F 有形如 

*€B 

的唯一表达式，其中 》•» € K 且几乎一切 r t = 0. 定义 ^ r t y ( W . 

反之，如果定义 = 即以 {6) 为基自由 i?- 模， Sj 这个条件表明 f •是的余积，更 
详细地说，定义内射 a*, 它把;>6映射到第6个坐 标为； •》*、其他坐标为0的“向 置”. 和任意 余积一 
样，存在唯一的映射使得 《» 4 (« = y(fc〉. 映射6和《在基 B 的毎个元索上一致，因此5 = 
K. 根据命题 7.30,F3 X) A * = S R6 > 所以 F 同构于以 B 为基的自由棋. ■ 

定义 基中元索的个數称为 f •的秩，记为 nmk(F>. 

当然.秩类似于维数.下一命題证明秩是合理定义的. 

命题 7.50 ( 丨 ） 如果/?是非零交褛坏，《自由 R- 模 F 的任意两个基_有相同的基數，即元素个数 
相同. 

( II ) 如果 K 是非零交換坏，則自由 R- 模 F 和 F' 同均当且仅当 rank(F) = rank(F , ). 

证明（丨）选取 R 中的极大理想 n 根据定理 6.46 •扱大理想存在）.如果X是自由 R- 棋 F 的一 
个基，则习题 7.6 表明陪集的集合 { v + lF > veX ) 是域 R" 上的向量空间 F/H? 的一 个基. 如果 y 是 
F 的另一个基，则同样的论证给出 U+/F: “GY} 是 F/7F 的基. 但向量空间的任意两个基大小相 
间（它是空间的维数），从而根据定理6.51， | XI = | y | . 

C il ) 设X是 F 的基 • X'是 户的基，并设 y « X-*r 是双射•把 y 和包含映射X 7 -广复合起来，可 
以假定 y« X—〆.根据命题 7 .49,存在扩张 y 的唯 一R- 映射 F-r. 同样，可以把厂 1 : X-X 看 
作函数并存在扩张 y— 1 的唯一映射一 r-F . 最后，卸和 1 F 都扩张 l x , 因此 #=1 F •同 
样，另一个复合是1广， 因此？ ■> F—F" 是同构.（机敏的读者会注意到这个证明和泛映射问题解的唯 
一性的证明十分相像 

反之，俚定V: F— 户是同构.如果 ：«€ I ) 是 F 的基 ，W 易知 m Vi ) « i6n 是 广基. 伹根据 
( I >，自由模户的任意两个基的大小相同，就是 rank(r ). 因此 rankCf ) = rank ( F ) . ■ 
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下一命埋使我们可以用自由模来描述任意模. 

命題 7. 51每个 R - 模 M 部是一个自由模 F 的一个商.此外 ， M 是有限生成的当且仅当 F 可 
以选取为有限生成的. ■ 

证明设 J ? 是的 I M | 个复制的直和(从而 F 是自由模），并设是 F 的基.根据命 
埋 7 .49,存在 R - 映射 M 使得对一切;显然 g 是满射，从而 F / k « ff 兰 M . 

如果 M 是有限生成的，则 M = <»» 〆 ••，》«,>•如果选取 F 是以{而 ，… ，: r ,} 为基的自由 R - 模，则 
满足《(而> = m ,' 的映射 g « 是满射，这是因为 

img = <g<xi) t — ,g ： (x ll )> = <»ii， = M. 

逆命埋显然成立，因为有限生成棋的象也是有限生成的. ■ 

上面的命理町以用来构造具有指定性质 的模. 例如，考虑 Z - 模（即阿贝尔群）.群 Q / Z 包含一 
个2阶元索 a , 它对一切丨 m 达等式 a= 取 a = ± + Z ,a m = 1/2" +, + Z . 当然，因为 
Hom z (Q , Q / Z ) 包含自然 映射. 所以 Homz ( Q , Q / Z )#{0>. 存在阿贝尔群 G 使得 Homz (Q , G ) 
={0> 且包含一个对一切满足等 S a = 2_ a „ 的2阶元索 a 吗？设 F 是自由阿贝尔群，有基 
{a,bt ,b 2 ，... . 6 ,. — } 

和关系 

{2a,a-2',”> 1}, 

即设 K 是由 — 生成的 F 的子 群. 习題 7. 48要求读者验证 G = F / K 满足所要的性 

质.这个构造法是用生成元和关系来定义 /?- 模（如同我们已经对群所做的 那样） 的一+特殊悄形. 

定义 设^ = < x ,««€ /} 是自由 R - 模 F 的基，并设 R = { * i 6 是 F 的子集.如果 K 

是由兄生成的 F 的子模， 則我 们说模 M = f 7 K 具有生成元 A •和关系兄 .© 我们也说有序对(尤|兄）是 
M 的表现. 

本节末将回到表现，但现在为了得到一个关于自由模的不提及基的定理，我们来关注基的关键 
性质，即引理 7.49 ( 它对自由模成立.对向量空间也成立）. 

定理 7. 52如果 R 是交換坏， F 是自由模，則对每个满射/>1 A - A * 和每个 A | 存在 

_同态 if 使得下 S 交換： 

;； i * 

― ►O 

证明设 /} 是 F 的基.因/>是满射，对一切《有〜€八使得/ > ( < 1 < 〉=办(6 | ). 根据命 
題 7 .49, 存在 /?- 映射 g : 使得 

对一切 = a ,. 

现在 pg ( bi ) = piai ) = A (6,), 从而 pg 和 h 在基 <6, * i 6 /> 上一致，由此在 <{6, * I 6 I } > = 
F 上 pg = hi 即 pg = h . ■ 

定义 称满足你 = A 的映射 g : F—A (定琛 7.52 中的图）为 A 的一个提升. 

如果 C 是任意模，不必是自由模，则 A 的提升 g 如果存在的话未必唯一.因/ »• =0,其中1: kerp 


0 称一个棋为自由的是因为它没有纠缠关系. 
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—A 是包含映射，则对任意/€ 也是 A 的提升.其实从正合列 

0 -► Hom(C,ker^) —Hom(CtA) —*• Hom(C ， A 摩〉 

来看是显然的 . /» 的任意两个提升由 kerp. = imi. Q Hom(C,A) 中的一个映射来区分 • 

我们现在把自由模的这个（不提及基的）性质升级为一个定义. 

定义称模 P 为投射的，如果对任意的满射/>和任意的映射 /*, 存在提升&即存在映射 g 使 
得下图 交換： 


> p V 

- ►O 

我们知道每个自由模都是投射的，那么每个投射 /?- 模都是自由棋吗？我们将看到这个问题的答 
案依赖于环 K. 注意，如果投射/?_模正好是自由的，则可以不提及基来刻画自 由模. 

现在用一种自然的方式来看待投 射模. 我们知道 Horn 函子是左正合的，即对任意模 P 把 
Ho mj? (P,) 作用到正合列 

上得正合列 


0 -*■ Homjj ( P , A , ) — Homjj ( P , A ) —♦ Horr \ jj ( PtA *). 

命题 7.53 模 P 是投射的当且仅当 Hom R ( P ,) 是正合 函子. 

注因 Hom R ( P ,) 是左正合*子，这个命 M 的核心是当/>是潙射时， />. 也是满射. 

证明如果 P 是投射模，则给定 Ai 存在提升使得 = fc . 于是，如果 

则 h = pg = p .( g ) € im /.. ，从而 />. 是满射.因此 Hom R ( P ,) 是正合函子 • 
关于逆 命题. 假定 Horn〆 ？，） 是正合 函子， 从而/■.是 满射： 如果 A € H 0 m R ( P , A 〃）， 则存在 
* 6 Hcmi R ( P , A > 使得/ 1 = />•(“ = 阼.这就是说，给定/•和 A , 存在提升/{使得图交 换丨即 P 是投 
射模. _ 

命題 7. 54模 P 是投射模当且仅当 每个饅 正合列 


分裂. 


0 -» A -► 0 


证明如果 i 5 是投射模， W 存在 ）• B 使得下图交换，即 pj = \ P . 


止 

现在系 7. 17给出结果. 

反之，假定每个以 P 结束的短正合列 分裂. 考虑图 


fl-4. C 


函 


其中 P 是满 射. 现在形成拉回 
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p 

B C ►O 

根据习題 7. 28, 在拉回图中 /» 的满射性给出的满 射性. 根据假设，存在映射 P—D 使得 W = 
1 P •定义容： P— 召为豸= 康验证： 

Pg = Pfij = faj = flp = /. 

所以 P 是投 射模. _ 

_ 我们重述该命题的一半从而不提 及正合 这个词 • 

系 7.56 设 A 是模 B 的 子模. 如果 B/A 是投射的，則存在 B 的子模 C 使得 C 兰 B/A 和 B = A ㊉ C. 
定理 7. 56 只-模 P 是投射的当且仅当 P 是一个自由模的直和項. 

证明假定 P 是投射模.根据命题 7.51, 每个棋都是自由模 的商. 于是存在自由棋 F 和满射 
g •• 从而存在正合列 

0 一 kerg F P 0. 

现在命题 7. 54 表明 P 是 F 的直和项. 

假设 P 是自由棋 F 的直和项，从而存在映射 F—P 和）：满足 W = 1 P . 现在考虑图 

uL 

其中 P 是满射.复合/?是映射 F-Ci 因 F 是自由的，它必是投射的，从而存在映射 A >F—B 满足 
ph = fq. 定义 /f ■ P-B 为 g =；y. 剩下要证明/ « = / •但 

pg = phj = fqj = /1 P = f. ■ 

事 实上，这个证明的第二部分表明投射模的任意一个直和项也是投射的. 

现在我们可以举出一个交换环 R 和一个不自由的投射 K- 棋的例子 • 

例 7. 57 环 R = It 是两个理想的 直和： 

1 « = 

其中 

J = <[0],[2],W> S 1，和 I ■ <[0],[3]> S U . 

现在1«是它自身上的自由模，从而/和 ■/ 作为自由模的直和项是投射1 6 -棋.然而 J 和丨都不可 
能是自 由的. 毕竟一个（有限生成的）自由 Is -模 F 是若干个（比如 n 个> 1«的复制的直和，从而 
_ F 有 6" 个元索.所以 J 太小从而不能成为自由模•因为它只有三个元索. ■ 

描述投射 K- 棋的问题深深依_于环 R. 例如在第9聿中，我们将证明如果 R 是 PID， 则自由模的 
每个子模也是自由的.此时会从定理 7.56 推出每个投射尺-棋是自 由的. 一个高难度的结果是 ：如果 
R = k \ : x t ,-.xJ 是域 A 上”个变量的多项式环，則每个投射 K- 模都是自由的.关于这个定理，塞尔 
先提出猜测奎伦 （D.QuiUen) 和苏斯林 （A* Suslin〉 独立地给出了证明（证明见罗特曼所著的< An 


© ^Faisceaux Algdbriques Coh^renis , * 243 Jl . Annals of Mathematics 61 (1955)* 197 〜 278* 塞尔写道：“… on ignore 
s'il existe dcs A-moduIes projectifs de type fini qui ne soient pas libres ." 这里 A = 4[*r 1 ，— »x„3. 




Introduction to Homological Algebra >138 ~ 145 页） • N . Fitchas . A . Galligo 和 R Sturmfels 有一个奎伦- 
苏斯林定理的证明，该 g 明用到了格罗布纳基. 

存在这样的整环,¥有不自由的投 射模. 例如 R 是一个代数教城（即 Q 的次数有限的扩张）中 
一切代数整数的环，则 K 中的每个理想都是投射 K - 模. 还存在这样的环 R , 它不是 P 1 D , 中的任 
—非主理想都是不自由坤投射模（在第〗1章中讨 论戴徳 金环时将看到这个结 果〉. 

这里是投射模的另一种刻画.注意，如果 A 是具有基<〜 | 的自由 K - 模，则毎个: 

有唯一的表达式•，从而存在由 f * : xh ^ r ,- 给出的 /?- 映射灼： A~^R . 

命题 7.58 /?- 糢 A 是投射模当且仅当存在元素 U , : imQA 和 /?- 映射 W * A-^Ri iei ) 满足 

( I ) 对每个 x€A ,几乎一切 9> iU ) = 0 | 

(N ) 对每个 j ： 6 有 * r = XJ (f，x)fl « - 
■ti 

此外，在这种情形中 { a f « i € D GA 生成 A . 

证明如果 A 是投射模，則存在自由模 F 和满射 R •映射 A . 因 A 是投射的.根据命题 
7.54,存在 R - 映射 W A — F 使得分9»= 1 A •设 {*, « i € 1>是尸的基，定义 a , =少 ( e ,>. 现在，如果 
■r € A ， 则存在唯一表达式 = 2 r . e . • 其中 n 七 R 且几乎一切 》V = 0. 定义许 • A — R 为砰 U ) 

- r ( . 当然，给定 x , 对 JI 乎一切 i 有灼(: t ) =0. 因少是满射, A 由 ( a ,. = | /} 生成.最后， 

x = H , ix ) = '/>( I ： r i e i ') 

= 2r, ^(e.) - = S(?>.x)a,. 

反之，如命理陈述中那样给定 <〜： />£為和一族/?-映射{灼《彳-/?«|-6 />，定义 F 是以 
(«i ' « 6 />为基的自由模，定义 R - 映射^ F — A 为必 ■ 现在只需找到一个 /?- 映射沪 

- F 使得鉀= 1 A ，因为由此可推出 A 是（同 构于〉一个 收缩核 （即 A 是 F 的直和项），因此 A 是投 
射棋.定义 y 为 f ( x >= D (外: r >*,, 其中: A . 根据条件 （ I ), 这个和是有限的， 从而？ >是合理 [477] 
定义的.根据条件 （ 《>/ 

i»?>(x)=!A2(?>.x)e I = S(?>ij ： )0(e ( ) = S(? , /x)a 1 =xi ■ 

即必？ • = 1 A . 

定义如果 A 是 K - 模， M 满足命* 7.58 中.的条件的子集 { a ; < « 6 /} S A 和一族 R - 映射 
{?>. < A - /? < « 6 /) 叫做投射基. 

投射基有一个属于 R . Bkouche 的有® 应用. 设 X 是一个局部紧豪斯多夫空间，设 C ( X > 是 X 
上一切连续实值函数的环，并设 J 是由一切具有*支撑的函数组成的 C ( X > 中的理想，则 X 是仿紧 
空间当且仅当 J 是投射 C ( X > - 模. 

注如果能够把满射齠译为 范疇的 语言，那么投射模的定义可以用来定义任意范畴中的投 

射对象（我们并没有声称这种对象一定存 在）. 巧题 7.18 产生一个候选者，但我们现在 

将看到在任意范畴中定义鴻射并不是十分«单的. 

定义称范畸 C 中的一个态射 ？ B — C 为*态射，如果9可以右消去，即对一切对象 D 和一 



切态射 A I C — D ,4 > C — D , 有 W > = «> a»A = 4. 


现在习 a 7. 18 证明 R Mod 范畴中的满态射就是满射，习題 7. 45和习题 7. 19分别 fiE 明在集合范 
畴和群范畴中的满态射也是满射.然而，在交換环范畴中，易知如果 J? 是整环，则由 H-1/r 给出的 
环同态 9>|R-Frac(R) 是范畴中的满态射.如果 A 是交换环,< Fmc(R) - A 是在 J? 上一致的环 
间态，則 = K 伹当 K 不是域时,9就不是满射函数.类似的现象出现在 Top 范畴中.如果 /«X — 
y 是连续映射且 im/ 是 y 的獼密子空间，则/是满态射，这是因为任意两个连续函数在一个獼密子空 
间上 一致必 相等. 

单射推广到任意范畴中的单态射也有类似的 问题： 一个范踌中有底集的对象可以有单态射，但 
它的底函数不是单射. ■ 

我们回到模的表现. 

定义称模 M 是有限表现的，如果它有表现(义 | 兄），其中X和 K 都是有限的. 

如果 M 是有限表现的，則存在短正合列 

其中 F 是自由的， K 和 F 都是有限生 成的. 等价地说, M 是有限表现的，如果存在正合列 
F 7 -*■ F M -• 0» 

其中广和尸都是有限生成的自由模(就是把一个有限生成的自由模 F' 映射到 K 上).注意第二个正 
合列不以“0-” 起首. 

命题 7.59 如果 i? 是交換诺特环， W 每个有限生成 K- 轜都是 有限表现的. 

证明如果 M 是有限生成 R- 模，則存在有限生成自由 K- 棋 F 和满射 F— 脱因 K 是诺特 
环，命题 7.23 说 F 的每个子棋都是有限生 成的. 特别地， ker?> 是有限生成的，因此 M 是有限表现的. 

■ 

每个有限表现棋都是有限生成的，但我们立刻会看到逆命埋可能不成立.先比较-个模的两个 
表现（我们稍作推广，把自由棋换成投射 模）. 

命 *1 7.60 (Schanuel 引理） 蛤定正合列 


0—K—►P—M — 0 


0 K f ' _ P / » M —► 0* 


其中 P 和 〆 是投射模，則存在同构 


证明考虑行正合的图 


K ㊉〆三 JC' ㊉ P. 


0- — 1 - ► P —^ M - ►O 

i a I a 

0 - ► A：* - » 戶 ， ■■ - ►O 

因 P 是投射的，存在映射 pP — ，使得/沒=1^即图中右边的正方形 交换. 我们现在证明存在映 
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射: K — K ' 使得其他的正方形 交换. 如果4：€尺， W 因 《i = 0有 > r ' j»:r = xii = 0. 因此沐 ceker〆 
二^^于是存在/色矿使得^/二心, 此外，因 i ' 是单射，从而/唯一 •所以是合 
理定义的函数 0 > 它使得第一个正方形 交换. 读者可以证明 0 是尺-映射 • 

这个有两个正合行的交换图给出一个正合列 

0 — K 丄 P ㊉ K ' 上 P ，一 0， 

其中幻 x—(ir，or) 和6 其中 K.ue P.x ^ K '. 这个序列的正合性只需简 

单计算，留给读者•因，是投射模，所以这个序列是分裂的. ■ 

系 7.61 如果 JW 是 有限表 现的且 

0 K F M -*■ 0 

是正合列，其中 F 是有限生成自由模，《 K 是有限生成的. 

证明因 M 是有限表现的，存在正合列 

0— K '— F 7 — M — 0, 

其 中户是 自由的 ，广和 K' 都是有限生成的.根据 Schamiel 引理 ，K ㊉矿兰 fT®F. 现在因为 ff' 
㊉ F 的两个直和项都是有限生成的，所以 K'®f •是有限生成的，从而左纗也是有限生 成的. 但直 
和项 K 是尺㊉户的同态象， W 此它是有限生 成的. ■ 

我们现在给出一个不是有限表现的有限生成模的例子. 

例 7. 62设 K 是非诺特交换环，即 R 包含一个不是有限生成的理想（见例 6.39) • 我们断言 R- 
模祕=/?//是有限生成的，但不是有限表现的.当然， M 是有限生成的，它甚至是循 环的. 如果 M 
是有限表现的，则有正合列 0—K—F-M-0, 其中 F 是自由的 ，K 和 F 都是有限生成的•和系 
7.61 —样， 把它和正合列 0- /-*R —M-0 比较 ，得出 /是有限生成的，产生矛盾.所以 A1 不是 
有限表现的. B 

还有另-•种类甩的模也是 * 要的. 

定义如果£是模，反变 Horn 函子 Hom K ( ,£>是正合函子，即 Hom R ( ,£：>保持一切《正合 
列，則称£为内射模， 

下一命题是命题 7.53 的对偶. 

命題 7. 63模 t •是内射模当且仅当只要, • 是单射就存在_个虚战箭头使得下图交換： 



0— ~ r*" B 

用文字来说，一个子模到 E 中的每个同态恒可扩张为从一个大的模到 E 中 的同态 • 

注因 Hom R ( ，£)是左正合反变函子，所以这个命题的核心是只要 i 是单 射， 〆 便是满 
射. 用田来刻画时，内射模是投射模的 对俱. 内射性的图就是反转投射性图的一切箭头. 

证明如果£是内射模，明 Hom ( , E ) 是正合函子，从而, • 是满射.所以，如果 /€ H 0 mR ( A , E ), 
则存在 * e Hom R ( B . E ) 使得/= i "( g ) = gi ；即图交换 • 

关于逆命题，如果 E 满足图条件，则给定/: A —E， 存在 gi 使得0 = /. 于是，如果 

/6 Hom K (A，E>， 則/=# = ;*(器> 6 imi •，由此是满射•所以 Hom( ，£)是正合函子，从而 
E 是内射模. _ 

下一结果是命题 7. 54的对偶. 
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命题 7. 64 模 £： 是内射禊当且仅当每个《正合列 

0 — 上 C — 0 

都是分裂的. 

证明如果£是内射模，则存在 < J « £：使得下图交换，即 qi = 1 E . 


',r 


现在习题 7. 17给出结果. 

反之，假定每个以 E 开始的正合列分裂.图 


國 


的推出是图 


4 j ► B 


根据习題 7.28, 映射 (I 是单射，从而 

0 E D cokera — 0 

分裂 > 即存在 D — £满足 9a = 1 £ . 如果定义名^ B ~* E^g =祁， 则原始图 交换： 
gi = 9/* = 9»/ = \ t f = /. 

所以 E 是内射模. ■ 

这个命题可以不用正合这个饲重新叙述 • 

系 7.65 如果内射模 E 是一个棋 M 的子模 ，則 £是財 的隻 和項：存在 M 的子模 S 使得 S 3 M/E 
和 M = £㊉ S . 

命题 7. 66如果/>是一族内射模 ，則 •也是内射模. 

证明考虑图 


0 — ► B 

其中设 A I £— E •是第,个投射.因£： •是 内射模，存在 < f ,+ , fl - E , 使得•现 
在定义如果則映射《扩张/,于是 
g^ica) = (g,(mt)) = (pja) = fa, 

这是因为 : r =</> 〆 ） 对乘积中的每 个1 成立. ■ 

系 7.67 内射模的有限 艾和是 内射模 • 

证明 有限个模的直和与直积相同. ■ 

_ 下面白尔的定理是一个十分有用的结果. 

定理 7. 68 (白 尔判别法）尺-模£是内射模当且仅当每个 i ?- 映射 / : £ 都可以扩张到尺 

上，其中 /是 K 中的理想. 
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0― 

证明因任一理想/都是 K 的子模.所以/的一个扩张的存在性正是 E 的内射性定义的特殊 
情形. 

假设有图 



其中 A 是模 B 的子模.为了记号的方便，假定 i 是包含映射[这个餒定等于允许把 i ( a ) 写作 a ，只要 
fl € A ]. 我们要用附录中的佐恩引理来扩张 /. 梢确地说，设 X 是 切 有序对 （ A ', 〆 ） 的集合，其中 A 
CA ' GB 和 〆 • A '^ E 扩张/,即 〆 | A =/. 注意，因所以 X 尹定义 X 上的偏序 

( A ， ， 〆 ><((/) 

为 A ' SA ” 且 〆 ■扩张 g '. 读者可以补充适用佐恩引理的论证， W 此在 X 中存在极大元索 （ A ^ go ). 如 
果 Ao = B , 结论已经得到，因此可以假定有某个使得 6 «Ao . 

定义 

l ={ reR > r 66 Ao >. 

易知 J 是 K 中的理想_定义 A | /- E 为 

A ( r ) = / r 0 ( r 6). 

根据假设，存在映射 /»• 扩张 /». 最后，定义▲=、+ (於和扪： A 』— £为 

gi ( a 0 -\- rb ) = g 0 ( ao > + 成*(1)， 

其中 A 0 和 r e 尺. 

我们证明发 1 是合理定义的 • 如果 < i 0 + r 6 = 则 ( r — r)b = a 0 — a 0 6 ，由此 r — 〆 G 

/. 所以办 （（ r 一 〆 >6> 和 / i ( r _ 〆 〉 有 定义， 且有 

g 0 (a 0 —a 0 ) = 贫 0 ((r — />6> = h(.r— r) ― h. (r — r’） = (r— 

于是，如所 要求的 ，价 （4) —勸 （知）=泌*(1> 一 〆 A *( l > 和价 （ oi ) + rV ( l > = g 0 ( fl() > + r ^( l >. 显 
然对一切 ao € 有 ^!< a 0 ) = g 0 (< i 0 >, 从而映射幻扩张发0 • 由此推出（八 0 ，器 0 )*<(八丨 ， gi 〉 •与 
(八 0 ,办> 的极大性矛盾 •所以 A 0 = B ，映射阶是/的提升， E 是内 射棋. ■ [4831 

内射模的任意直和是内射棋吗？ 

命题 7. 69如果 R 是诺特坏， { E ; « 是一族内射是内 射棋. 

tei 

证明根据定理 7. 68,即白尔判别法，只需完成图 

4 

0- ►j —厂_戾 

其中•/是 R 中的理想.因/?是诺特环，所以 J 是有限生成的，比如 _/ = ( ai ，…,对4 = 1,…, n , 

/( a *) 6 2 £ .'只有有限个非零坐标，比如它们出现在一个指标集 S ( a A ) £ J 中.于是 S = 

•€1 

0 SUP 是有限集，且 im/e ^ E ,. ;根据系 7.67, 这个有限和是内 射模. 因此存在 J ?- 映射 〆 《 R 

*-l i€S 
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扩张 /• 把 〆 和到$]£,的包含映射复合起来就可完成给定的图. ■ 

i€S <€5 ief 

巴斯 （ H . Bass ) 的一个定理证明命題 7. 69的逆命题 成立： 如果内射模的每个直和都是内射 
模，则 R 是诺特环（见定理 8.105) • 

我们现在可以给出内射模的几个例子. 

命題 7 70如果尺是整环，别 Q = Frac ( R ) 是内射尺-模. 

证明根据白尔判别法，只需把一个映射/: / — Q 扩张到整个尺，其中 J 是 R 中的理想•首 
先注意，如果 J 是非零元素，则 a /(6) = fiab ) = bfia ) ,因此 

对一切非零 € 7,在 Q 中有 /( a)/a = fib)/b • 

令 c6Q 表示它们共同的值（注意，为定义 c , 要求/是理 想：积 a6 必须有定义，且每个因子都可拿到 
括号外 面). 定义 g K — Q 为对一切 r 6尺 • 

g ( r ) = rr . 

显然 Af 是 映射. 为证明只扩张/，假设1，则 

度 （ a ) = ac = af(a)/a = f(a). 

现在由 A 尔判别法， Q 是内射模. ■ 

定义如果尺是整环，则称一个 R - 模 D 是可除的，如果对每个和每个非零存在 
[4841 d ' 6 D 使得 </ = rd '. 

例 7. 71 设 R 是整环 • 

( I > Fraed ?) 是可除 K -模. 

(H >可除 K - 模的每个直和是可 除的. 因此， Fr ac («> 上的每个向量空间是可除模. 

( III ) 每个可除模的商是可除的. _ 

引理 7. 72如果 R 是整环 .則每 个内射 R - 模£：都是可除的. 

证明假定£是内 射模. 设 *6 E 和 r 0 € J ? 是非零 元索； 我们必须求出 E 使得 《 = ro ； r . 
定义/« ( r 0 ) - E 为 /( fr 0 > = re (注意/是合理定义 的：丙 i ? 是整环， n" 0 = rY 0 疏涵 r =〆 〉.因 
E 是内射棋，存在 — E 扩张/_特别地. 

e = /( r 0 ) = A ( r 0 ) = r 0 A ⑴， 

W 此 :t = A ( l ) 就是可除性定义所要求的 E 中的 元素. ■ 

我们现在证明对 MD , 引理 7. 72的逆 成立. 命 S 11. Ill 证明整环 K 是戴德金环（在最后一章 
定义）当 M 仅当每个可除 K - 模是内射模. 

系 7. 73如果/?是 PID , W 尺-模£是内 射樓当 且仅当它是可 除糉. 

证明假定 E 是可除的.根据定理 7.68, 即白尔判别法，只要把映射/« J - E 扩张到整个 K . 
因 R 是 PID , 所以 J 是主理想，比如 J =( r 0 ), 其中 /• WE 是可除的，存在 E 使得 4 於= 
/ Cr 0 ). 定义为 A ( r ) = 易知 A 是扩张/的 /?- 映射，因此£:是内 射模. ■ 

注存在可除模不是内射模的整坏；事实上，存在内射模的商未必是内射模的整坏. 

例 7. 74 依据例 7.71, T 面的阿贝尔群都是内射 Z - 模： 

Q.R , C , Q / Z . R / Z , S ', 

其中 S 1 是 圖群 ， Bd I z |= 1的一切复数 z 的乘法群. _ 

命題 7.51 说，在任意环上，每个模都是投射模的商（事实上，有更强的 结果： 每个模都是自 
由模的 商）. 下一结果是关于 Z - 模的对偶 结果： 每个阿贝尔群可以作为子群嵌人一个内射阿贝尔 
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群.我们将在第8章中对任意环上的模证明这个结果（见定理 8.104). 

系 7.75 每个阿 JI 尔群 M 可以作为子鮮在入某个内射阿 S 尔蜉. 

证明根据命题 7.51, 存在自由阿贝尔群 F= Z , 使得对某个现在 

M=F/K= (2 Z,)/K£ (gOO/fC, 

其中我们只是把 Z 的毎个复制 Z , 嵌人到—个复制兑.^例 7. 71给出每个兑可除，因此给出 
SQ. 可除，并因此给出商（2兑）/尺的可除性.根据系 7 . 73 ,(1；<1)/尺是内射的. ■ 

把一个棋写作自由模的商本质上是用生成元和关系描述它.可'以把上面的系看作这个观点 
的对偶. 

下一结果给出内射模的一个古怪的例子，亊实上，我们将用它来证明一个重要结果（见654页 
*定理证明之后的 注〉. 

命鼉 7.76 设/?是 PID,a6 R 既不是零也不是单位，并设 J = (a >, 则是内射 R/J - 模. 
证明根据对应定理， R// 中的每个理想形如//_/,其中 f 是 K 中包含 J 的某个 理想. 现在有某 
个6各I使得 J = (W ,因此 J/J 是循环的，它具有生成元 j : = 6 + J. 因 （a)£<6), 所以对某个 
= rb. 我们将用定理 7. 68,即内尔判别法来证明 R" 是内射的. 

假定 /• J/J ■* 是 R/J - 映射，记 f(b+J) = s +J , 其中 s e 兄因 r(b + J) = rb + J=a 
+ •/ = 0 ,有 rflb + J) - r(s + J) =n + J = 0 ,从而 rs e ■/ = (a). 因此存在某个 〆 € K 使得 w 
=〆 《 = r'6r t 消去 r 得 s =〆& • 于是 

/(* + /) = * + / = /6 + J . 

定义 AIR//-/?// 为乘〆， BPAi M + yn-ru + y. 上面的等式给出 /■(<>+_/) = f(,b+J ) ,从而 A 
扩张 /. 所以 RA7 是内 射的. ■ 

习题 


7. 40设 M 是 ft 由 R - 模， JC 中 K 是 整环. a 明：如果 rw = 0,其中； ■€ R 和 m € 則或者 r = 0, 或者 
m - 0 .( R 不是整环則不成立 • > 

7.41 用 Horn 的左正合性证明 ：如果 G 是阿贝尔群 . « Hom 2 ( I , , G > 兰 G |>] ,其中 GT »] = { g^Ging 
= 0}. 

7.42 证明鮮(群范畴）是一个投射对象当 R 仅当 G 是 A 由群.（习题 10.3 中证明在群范畴中唯一的内 
射对象是 UM 

7.43 如果 R 是螫环但不是域.且 Q = Frac ( R >, 证明 


7.44 


HomirCQ . i ?) **= {0>. 

证明每个左正合共变函子 r *«Mod — Ab 保持 拉回. 由此推出 ：如果 B 和 C 是模 A 的子棋，则对每个模 M 有 
HomirCM.B fl O = Hon)|{(M»fi) f) Homu (M«C). 

提示： 用拉回. 


7-45 (丨）证明一个函数是集合范畴中的满态射当且仅当它是满射. 

( II >证明集合范畴中的每个对象都是投射的，一个范畴中的对象 P 是投射的，如果对于闬 
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恒有虚线箭头，其中/>是一个满态射. 

提示： 用选择公理. 

7. 46 给定集合X， 证明存在这样的自由模 F ， 它的基 B 有一个双射 
7.47 ( 丨 ） 证明域 A 上的每个向童空间 V 都是自由 A - 模. 

( ii ) 证明 V 的子集 B 是把 V 看作向鼉空间时的基当且仅当 B 是把 V 看作自由 A - 模时的基. 

7. 48定义 G 是有表现 （ AM 兄）的阿贝尔群，其中 

X = {a 9 b x ， b”.“ ，()•，•••} 和72 ■ {2 fl*a — 2 m b m *n ^ 1}. 

于是 ， G = F/#C , 其中 F 是以尤 为基的自由阿贝尔群是子群<宄>. 

( I ) 证明 a + K 6 G 是非零 元素. 

( II >证明 * = a 十 K 满足等式 2 = 2 m y m . 其中九 e G 且” > 1,并证明 z 是 G 中唯一这样的 元索. 

(III) 证明存在 it 合列 0—<«!>—G—2l»-—0. 

•>1 

(| V > 把 Hom z ( Q ，> 作用到 （_l > 中的正含列上•以此 2 明 Hom x (Q , G ) - (0). 

7. 49 ( I ) 如果{厂 *«•€/> 是一族投射/?_模，证明它们的直和; Sh 也是投射的. 

<61 

(ID 明投射模的每个直和项也是投射模. 

7.50 证明内射棋的每个直和项也是内射模. 

7.51 举出一个模的例子，它的两个内射子模的交不是内射棋. 

携示：定义阿贝尔群 A 名 Z (/ T > 兰 A ' : 

A = ( a , | pa 0 = 0./» a . 4 , = a .) 和/ ■ ( a :.”>0 | pfl ' 0 = 0, 夕 a '_ +1 * a m ). 

在 A ㊉ A ' 中定义 £： = A ® {0} 和扩 ■ ,a m ) • n >0>>. 

7.52 ( 丨 > 证明.•如果整环 /? 是内射 R - 模，則 R 是域. 

( H > 设 R 是整环但不是域，并设模 M 既是内射的乂是投 射的. 证明从》{0}. 

( H !> 证明】《既是它 自身上 的内射模又是它自身上的投射棋. 

7. 53 ( | ) 如果 R 是整环，且/和/都是/?中的非零理想，证明 / D ；^{0}. 

( II >设 R 是整环，并设 K 中的薄想/是自由棋，证明 J 是主理想. 

7.54 ( I ) 证明尺-棋 E 是内射供当且仅当对 I ?中的每个理想/,每个炻正合列 0— E - nB — J 一0分裂 • 

( II )如果 R 是整环，证明无挠可除模是内射的. 

7. 55证明 Schanud 引理的对偶.给定正合列 

0 一 M 丄£上0 —0和 0 — M 二 — 0 , 

其中£： 和广都是内 射模，则存在同构 

7.56 (丨〉 证明域 A 上的每个向董空间都是内射々-模. 

<«> 证明： 如果 0- K /- V - W -0 是向置空间的正合列，則对俱空间的对应序列0一 W - V - KT -0 
也是正合列. 

7. 57 (庞特里亚金对儸性）如果 G 是阿贝尔群，它的庞 特里* 金对僞 ( Pontrjagin ) 是指群 

G * - Hom z ( G , Q / Z ). 

(庞特里亚金对偶性可以扩张到局部紧阿贝尔拓扑群，对偶由映入圆群 的一切 连续同态组成 .） 

< I > 证明： 如果 G 是阿贝尔群且 a 6 G 是非零元索，則存在同态 /* G - Q / Z 满足 /( a ) 9 ^ 0 . 
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(H >证明 Q / Z 是内射阿贝尔群. 

( H > 证明：如果 0 -A —— 0是阿贝尔群的正合列，則 0 —f W - A * —0 也是阿贝尔群的 
正合列. 

( IV ) 如果 G 兰 L ，证明 G * 兰 G . 

( V ) 如果 G 是有限阿贝尔群，证明 G ’ SC . 

( VI ) 证明 •. 如果 G 是有限阿贝尔群，且 G / H 是 G 的商群， MG / H 同构于 G 的一个子群.[类似的陈述对 
非阿贝尔群不成立 ：如果 Q 是四元数群， « Q / Z ( Q ) 三 V ,其中 V 是四 群. 但 Q 只有一个2阶元索，而 
V 有三个2阶 元索. 这个习题对无限阿贝尔群也不成 立：因 Z 没有2阶元索，所以它没有子群能够同 
构于 Z /2 ZS 1*.] 

7.5 格罗滕迪克群 

格罗滕迪克引人阿贝尔群以帮助研究投射模.读者可以把本节看作代数 K •理论的一个平易的 
介绍. \M 

定义范畴 C 称为卜 范畴，如果存在交換和蛄合的二元运算 *: obj ( C ) Xobi ( C >—» 0bKC ) »即 
( I ) 如果 A 兰 A ' 和 B 三 B '， 其中 e obj ( C ), 則 

(li ) 对一切 A,Be obj ( C ) •存在等价 A * B 主 
( Hi ) 对一切 A ， B , C 6 oy ( C >, 存在等价 A *( B * C > 名 （ A * B >* C . 

有有限积或有有限余积的范畴是 *- 范畴. 

定义如果 C 是卜 范畴， 定义 I obj ( C ) I 为 C 中对象的一切同构类 I A | 的类，其中 | A | - <B 
6 obj ( C ) * B ^ A ). 如果尸 ( D 是这样的自由贝尔 群， 它的基 ㊀ 为 | obj ( C ) I . 兄是由形如 
| A * B |-| A |-| B | ，其中 A ， Beobj ( C > 

的一切元素生成的 7(0 的子群，則格罗滕迪克群 K 0 ( C ) 是栝阿 贝尔群 

K 0 (C) ■ T 、 C 、 in. 

(习题 7. 58中蛤出 K 0 ( O 作为泛映射问题的解的一个刹 *•) 对 C 中的任意对象 A , 记陕集 
I A I +71 为 [ A ] • 

我们说明格罗滕迪克群 K 0 ( C ) 能够定义得更 碥切： C 应该是对称单項范畴（见 Mac Lane 所著的 
« Categories for the Working Mathematician !* 157 〜 161 页）. 

命题 7. 77 设 C 是卜范畴. 

(I ) 如果： r € K 0 ( C ), 則有 A ， B € obi ( C >, 使得 *r = [ A ] — [ fi ]. 

(II ) 如果 >4， B 6 oy ( C ), 則在 K 0 ( C ) 中 [ A ] = [ B ] 当且仅当存在 C € obj ( C > 使得 A * C 兰 C . 

证明 （ I ) 因 / C 0 ( C ) 由 I obj ( C ) I 生成，可记 

ZCAJ - S [ B ,]. 

t-1 /-I 

(允许对象 鳥和 B , 可以重复 .） 现在如果定义*•••*々,，则 

同样，定义 B … * B ,. 显然 jr = [ A ] — [ B ] • [489| 

© 这里有集合论的一个小问緬 • 因为自由 W 贝尔屏的基必须是一个集合而不是一个真类，为避免这个问鼉 常镢定 (:是 
一个小范畴 • 即类 obj ( D 是集合. 
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(H ) 如果义*(：兰丑*0：，则在尺 0 (0中[八*0]=[丑*0].因此[八]+ [0] = [8] + [0],阿贝 
尔群 K 0 ( C ) 中的消去律给出 [ A ] = [ B ]. 

反之，如果 ca ]=[ b ], 脚丨 b 丨 一 丨 a 丨 en, 且在，( 0 中有等式 

I B|-| A | = ^>..(1 X, *^ |-| X f l-IVi I) - 2»>CI l/, *Vj H Uj |-| Vj I), 

其中系数和都是正整数， X , y , 17, V 都是 C 中的^ 象. 移项消去负系数得 

hHVJ |)=|Bht-2m,(|X,W^ |)+2"i \ U i* v i I- 
这是自由阿贝尔群中的等式，用基来表达是唯 一的. 所以，左端对象^ 集合彳 
Vj 连同里数和右端对象的集合{8,1/ ; *1,&,1>连同*数是一样的.因积是交换和结合的，在 C 
中有等价： 

A •(★im.CXj * y,)) *(*,•">«/)* Vj))^ BH-km^Xi * V,)) * V^)). 

检*这些项表明 

(★im.CXj * Yi)) *(*,〜(％ *Vp> 岛 (★.m j (X j *y,)) *(★>«,(!/> *V > )). 

如果记最后这个对象为 C , 則 A * C ^ B * C . ■ 

定义设 R 是交换环，并设 C 是 R Mod 的子 范疇. 称两个 i?-«A 和丑在 C 中供 定同构，如果存在模 
C € oAyCC ) 瀉足 /\®C 兰 B ® C . 

用这个术语，命 0 7. 77说明两个模确定格罗滕迪克群中的同一元素当且仅当它们是稳定同构的. 
a 然，间构的模是稳定同构的，下例表明逆不成立. 

例 7. 78 ( 丨 > 如果 Ab 是一切有限阿贝尔群的 范畴. 則习題 5.10 表明两个有限阿贝尔群在 

Ab 中稳定同构当且仅当它们是同构的. 

< II )如果 K 是交换环， F 是秩无限的自由模，則 

R®F^R@R®F. 

于是模 K 和 R ㊉ K 不同构，但在 R Mod 中稳定 同构. 鉴于这种类型的例子，我们常把自己限制 
在有限生成模组成的 R Mod 的子范畴 C 中. 

( ill ) 这里是 R . G . Swan 的一个例子，其中有限生成投射模的稳定同构不趣涵同构. 

设 KsRIIa ，…,实球面的坐标 环]. 把 R ” 看作 ” X 1 列向置，并设； f 
= (I,,-,X 1 ,) , 6R-, 其中横线表示 R 中 mod(l-^>0 的陪集.定义 A>K-W?" 为 A« rl-rX, 并定 
义?>| R " 为= 注意复合 TO | R ^ R 是恒等映射.这是因为； ^ X =$>? = 1, 从而 

n(.r) = 9(rX) = X'rX - r . 

由此，正合列 

0 — 自然映射 - K-/inU — 0 
分裂. 于是，如果 P = RVimA , 则 

R ㊉ J?" _l ^R" ^R® P, 

从而 P 稳定同构于自由 R- 模 R""*、 当然， P 是投射 R- 模) .Swan 用拓扑证明了 P 是自由 /?- 模当且仅 
当”=1，2,4,8.例如，如果 ” = 3,P 就不同构于 ■ 
命题 7. 79 如果 C 是一切有•阿贝尔群的范畴，《 K 0 (C> 是自由阿贝尔鮮，一切准索循环蜉组 
成它的基 B . 



证明由基定理，每个有限阿贝尔群其中 C , 是准素循环群•于是在 / Ce ( C ) 中 [ A ] = 
2 CCJ - 因对中的每个元索存在有限阿贝尔群 A , B 使它等于 [ A ]-[ B ], 因此 B 生成 i ^( C ). 
为证明6是基，假设2叫 [ 0 = 0,其中叫 和〜 是正 整数. 则 2[ m A ] = 

卜 I >-l «• i 

其中 mfii 是〜 个 Q 的复制的直和，从而 [ E "> C >]- 所以在 C 中和 S ”> C ; 稳 


定同构.根据例 7. 78( 丨 hgmiCi 兰 giC ). 最后运用有限阿贝尔群的基本定理得 r = 并存在置 
换 < f € S r 使得对一切 C ; 和％ = • 所以0是 K 0 ( C > 的基. _ 

定义如果 R 是交換环， W —切有限生成投射 R - 模的 子范詩 1»1*(]?>是*-范畴（因为兩个有限 
生成投射 R - 模的直和还是有限生成投射 R - 模）.此时我们常记 K 0 ( Pr ( R >) 为 KJR 〉. 

例 7.80 我们现在 证明： 如果 R 是交換环，且对于这个；?，每个有限生成投射 K - 模都是自由 
的，则 K 8 < R ) 兰 Z . 显然 K 0 ( R 〉 由 [ R ] 生成，因此 K 0 ( R > 是循环群.定义 f • obKPr ( R ))— Z 为 
r ( F ) = rank ( F ), 其中 f •是有限生成自由只-模 . W r ( F 0 F , ) = rCF ) + r ( F , ), 习題 7. 58证明对每 
个有限生成自由棋 f 有满足？ <[ F ]> = rank ( F ) 的同态 f * / C 0 ( R >** Z •因 K 0 ( R > 是循环群，[是 
同构. 

如果 C 是棋范畴，我们可以定义另一个格罗滕迪克群 ■ 
定义如果 C 是模 范詩. 定义 F ( C > 为这样的自由 W 贝尔解，它的基为丨 obj ( C > I ,兄为由一切 

形如 

| B |--| i 4| — | C |. 如果存在正合列 
的元素生成的尸 ( C ) 的子群.格罗滕迪克群 K 穴 C ) 是指阿》尔群 

k\o ^ 

即 K '( C ) 是有生成元 I obj ( C ) I 和关系兄'的 Wll 尔群.对任一模 obi ( C ), 我们记》集 I AI + 兄' 
为 ( A ). 

例 7. 81如果 i ? 是整环 & a e 既不是0也不是单位，則存在正合列 
0 — — —*■ R/Ra — 0， 

其中叫 I rl - ar . 于是在 K \ C ) 中有 等式： 

( R ) = ( R ) + ( R / Ra ). 

因此， （ R / Ra ) =0. ■ 

下一命题用来考察格罗滕迪克群的两个概念—— K 0 < R ) = i ^( Pr ( K )) 和 K \? r ( R )) ——的一 
致性.理由是存在正合列 0 --A — A ㊉ C — C — 0,因此在 K '( C ) 中有 （ A ㊉ C > = CA ) + ( C ). 

命 *7.82 如果 R 是交糗环， C 是一切有限生成模的范畴，《存在同态 

c < K 0 (, R ) -* K '(. C ), 

其中对每个投射 R - 模 P，e : [ P ] 1-( P ). 

证明因投射模的每个短正合列分裂，定义 K 0 ( R > = fC 0 ( Pr (/?>> 的关系和定义 K '( Pr ( R >> 的 
关系是相 同的. 因此包含映射 • F ( Pr ( J «>—_ T ( C ) 诱导出一个合理定义的同态. ■ 

命題 7. 83设 J ? 是交換坏， C 是一切有》生成 R - 棋的范畴.如果 Me ob )( C > 和 
Af = Mo 2吨2叫 p …2 M , = {0} 
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國 


有因子模 Q ,. = 則 

在 K'iO 中 ，( M ) = ( Q ^ + m + UJ ，). 

证明因 Q , = Mi - t / Mi ， 存在短正合列 

0 -► -► - ► Q ,- -► 0 * 

因此在 K '(. C ) 中有 （0,) = ( H _,)-( M ,). 现在我们有重 叠和： 

2< Q .> = = ( M )_ _ 

下面一个明显的问题是如何发现 K '(. C ) 中的一个元素何时是零. 

命题 7.84 设 R 是交換环， C 是一切有》生成 R - 模的范畤.如果 A , B € obj ( C >, 則在 K '( C ) 中 
( A ) = CB ) 当且仅 * 存在 C , U,V e obj ( C ) 和正合列 

0 —17— A © C—V — 0 和 0 — U — B ® C—V —0. 

证明如果像命埋陈述中那样存在模 C , I ；和 V ,则 

( A @0 = < U ) + ( V ) = (B ㊉ C ). 

但 0 — ㊉ C — C -0 的正合性给出 （ A @ C > = ( A ) + ( C ). 同样 ， <B ㊉ O = ( B >+( C >, 因 
此 （ A > + ( C > = ( B > + ( C > 和 ( A > = ( B ). 

反之，如果 （ A ) = ( B ), 則丨 A B \ en '. 和命题 7. 77 的证明一样， 在夕 ( C ) 中有 等式： 

I a I +2 I X,- 1 +S( I y ； I + I y ； I )= I bi +s< I x ； I + I x：i )+s \Y/\, 

其中 0 - X ：-* X . — XT - 0 和 0 — YO - Y ；- 0 都是正 合列. 定义 
C=A ㊉ ■.㊉ S(y; ㊉ 

令； T 为 X ,' 的直和 ， X 为的直和，等等，命理 7. 77证明中的论证给出 
a ㊉ ； f ㊉ w ㊉ 浐兰8 ㊉ ； r ㊉ ； r ㊉ y . 

根据习題 7. 12,这个同构产生正合列 

0 — x， ㊉ r—x ㊉ y* — x* — 0 ， 

0 — f ㊉ V — (x ㊉ y*) ㊉ y ， — x* ㊉ W - 0 

和 

0 —r ㊉ r - a ® (x ㊉ r ㊉ y *> — 八 ㊉ ⑺®，〉—。. 

中间模是 C . 再次运用习题 7. 12,存在正合列 

0— X，㊉㊉ C — B ㊉ （A ㊉ X* ㊉ Y ") -0. 

定义 1 ； = x ' ㊉ y 和 v = b ㊉ a ㊉ ； r © y *, 使用这个记号.最后的正合列是 
0-*1/一 B ® C—V —0. 

同样的处理产生正合列 0 — U ~* A ® C—V —0. _ 

第8章中我们将证明定理 5. 52即若尔当-赫尔德定理的棋版本.而现在仅给出一个定义 • 

定义称模范畸 C 中的序列 

M = M 。 3 2 JW 2 3…2 R = {0} 

为 M 的合成列，如果它的每个因子模 <3,二財,.-"*#,.郜是 obKC > 中的 单模. 我们称模范畴 C 是若尔 
当-赫尔德 范崎， 如果： 

( I ) 每个对象 M 都有合成列 | 

( H ) 对每两个合成列 


獯 和范畴 


351 


和 


M = M 0 2叫3的2…2 Af „ = {0} 


M = M" 0 ^ M 1 ^ … 2 A 4= <0}, 

有《1= ”和 1 換 0 € S„ 使得对一切 j 有(^三％，其中 Qi = Mj - j /M, 和 Q；；= 

定义若尔当-赫尔德范畴中棋 M 的长度 /( M ) 为合成列中项的个败 n . 如果合成列的因子单模是 
Qi .-. Q n . 我们定义 


jh(M) = Qi @ …㊉ Q,. 

一个合成列可以有几个同构的因子模 ，ih(M) 记录它们的重数. _ 

引理 7.85 设 C 是若尔当-杜尔德范丼设 Q! ，…， <3,，Q；,“.，QL 都是 obj(C ) 中的单模. 

( I ) 如果 

Q , © - @ Q ■兰 Q ； ④… ㊉ Q ； ， 

« m = ”且有 JL 換 a e S , 使得对一切_/有#主其中 Q ; = Mi -,/ Mi 和 Q;= 

( II ) 如果 JW 和 M' 都是 obj(C) 中的糢，且存在单權 S € obj(C> 使得 
S®jh(M) 兰 S ㊉沐(从）， 

則 jh(M) Sjh(M*). 

证明 （ 丨 > 现在 

Qi ㊉ … ㊉ Q , 3 Q 2 ㊉ … © Q , 3 Q 3 © … ㊉ Q , 3 … 

是因 子模为的合成列，同样，同构模 ㊉…㊉是有因子模(^，…，^的合成列.由 C 
是若尔当-赫尔德范 W 可得结论. 

< II >因 S 是单模，从（丨）可得结论. ■ 

引理 7. 86如果 0 — A—B — C — 0是若尔垂-銬尔德范畴中的正合列，則 
jh(B) 彐 jh(A) ㊉ jh(C>. 

证明对长度汽 C ) 用归纳法 证明. 设八= AoSA, 3...3AX = <0} 是/ V的合成列，它的因 
T 棋是兑 •••••Q ,. 如果八 C) = 1,则 C 是单模，因此 


B 2 A 3 A , 3-2 A B = {0) 

是 B 的合成列，它的因子棋是 ，…， Q ,. 所以 

jh ( B ) = C ® Q , ㊉ … @ Q , = jh ( C ) ㊉ jh ( A >. 

关于扫纳步，设 /( C ) > I . 选取 C 的极大子模 C ! (因为 C 有合成列，所以极大子模存在）•如 
果 B - C 是给定的满射，定义珥= v ^' CC ,). 有交换图（垂直箭头是包含映射） 


0—― ►a c — ►o 

个 

0 — *-A — ►«, — ► C , — ►() 

因（^是^：的极大子棋，所以商模 

C * = C / C , 

是单模 • 注意 B / B , ^ CBM )/( B , M ) s C / C , = C *. 根据基础步，有 

jh ( C ) = C * ④ jhO ：,) 和 iWB ) = C * ㊉ jWB ,). 


[ 495 ] 


根据归纳假设， 


JHCB ,) = jh ( A >© ih ( C !). 
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所以， 

jh ( B ) = C *© jh ( B ,) 

㊉ jh(A) ㊉ jwcp 

兰 ih ( A) ㊉ jh ( C >. ■ 

定理 7. 87设 C 是模范畴，其中每个模 Me ob 〗（ C > 都有合成列， 《 C 是若尔当 -# 尔德范 
畴当且仅当是自由阿贝尔群，它的基 6' 由一切 （ S ) 组成， S 遍历 obj ( C ) 中一 切不同 
构的单模. 

证明假定扩 ( C ). 是以 S ' 为基的自由阿贝 尔群. W 0 不是基的成员，对每个单模 S 有 ( S ) 关 0. 
此外，如果 S 关文， 則因基中没有重复的元索，所以 （ S >#( S '>. 设 Afeobj ( C >, 并设兑，…，0„和 
必，…， Q ； ■是 单模，它们分别是 M 的两个合成列的因子模，根据命题 7. 83,有 
(Qi > + …+ (Q.) = <M) = (Q ； > + …+ (O. 

使用基汉来表达的唯一性说明对毎个 Q ) ,存在兑使得 （ Q ,) = (<?；>;• 实上，左端任 一（ Q ,) 的个 
数等于右 《< Q ；) 的复制的个数.所以 C 是若尔当-赫尔德范畴. 

反之，假定对 C 若尔当-赫尔徳定理成立.因每个 Me obj ( C > 都有合成列，命题 7.83 证明 6' 
生成 K '< C ). 设 S 是 obj ( C > 中的单棋.如果 （ S ) = ( T >, 则命题7.84说存在（：,1/,7€0切(0,以 
及正合列 0 —1/ — S ㊉ C ~* V — 0和 0 — U — T © C -* V —0. 引理 7.86 给出 
jh ( S > ㊉ jh ( C ) ^ jh ( U > ® ih ( V > 兰 jh ( T) ㊉ jh ( C ). 

_根据引理7.85,我们可以逐个消 * 单直和项，直到留下 S 完 T . 同样的论证表明，如果 S 是单棋， 
则 （ S > 关 0. 最后，我们证明 K \ C ) 中的每个元素作为5,中元索的线性组合的表达式 唯一. 假设存 
在正整数 m , 和~使得 

-= 0, (1) 

其中 S •和厂都是 obj ( C ) 中的单模.且对一切 i , j,Si ^ T ,. 如果记 S , 的 m , 个复制的直和为 
则等式 （1) 给出 

(E m . s .)= (2»> T /)- 

根据命® 7. 84,存在模 C ’， U , V 和正合列 

0 -*U C ㊉ y ^ m . S .- - » V -»0 和 C ㊉ y ^ n . T ； — V -» 0, 

并且引理 7. 86给出 

jh(2"».S ( )=jh(E»>T>)- 

根据引理7.85,有某个 S ; 出现在右端，与对一切•关 7} 矛盾. 所以等式（1>不可能出现. ■ 
注称模 M 为不可分解模，如果不存在非零模 A 和 B 使得 M 主 A ㊉ •我们说模范 _C 
为克鲁尔-施密特范畴.如果 

(I ) obj ( C ) 中的每个模都同构于 obj (0 中不可分解模的一个有限直和 • 

(B ) 如果 


D , ㊉ … ㊉ D . 三 ㊉ … ㊉ £4, 
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其中一切直和項都是不可分解模，則 m = n , 且存在置換 ffES , 使得对于一切 _>• 有 DJSD #. 

有一个类似于定理 7.87 的定 理说： 模范詩 C 是克鲁尔-施密特范詩当且仅当 K 0 ( C ) 是自由 
阿贝尔群，它的基由一切 [ D ] 组成， D 遍历 obj ( C ) 中一切不同构的不可分解模 • 

把下一个系和命题 7. 79作比较. 

系 7.88 如果 C 是一切有限阿《尔群的范畴，《 是自由打贝尔群.它的生成元是一切 

( S ), 其中 S 是阶为素数 p 的循 环群. 

证明根据定理 5.52,— 切有限阿贝尔群的范畴是一个若尔当-赫尔徳范畴，而单 Z - 模是阿 
贝尔群 I P , 其中/ •是索数. _ _ 

巴斯定义了更髙的群和 Kp 证明存在一个正合列把它们和 K 0 联系起来，并展示了如何用 
这些群来研究投 射模. （见 Milnoi ■所著的 < Introduction to Algebraic K - Th «> ry >. 奎伦把一个拓扑 
空间 X ( C > 和某个范畴 C 结合起来，从而构造了阿贝尔群的无穷序列 K «( C >. 然后他对一切 n >0 定 
义了 K / Oai + HXCC )) ;即这个空间的同伦群，并证明他的 K , 和巴斯的 那些在 n = 0, 1,2时相 
同（见 Rosenberg 所著的 《Algebraic K-theory and Its Applications ). 

习題 

7.58 设(：是*- 范畴. 1£明托。(0解决/下面的泛映射问《. 



其中 GJI 任一阿贝尔群.如果 Aiobj ( C >** K 0 ( C > 是函数 AH - CA ], 且 / iobi ( C >— G 满足只 ® A 兰 B 便 
有/04>~/(8>以及满足 /(A * B > = /( A )+/( B ), W 存在唯一的同态/ ■ K ,( C )- G 使得 ffl 交换. 

7.59 把 C=PO(N >看作一 个*- 疱鴯， 其中， m * n-m + n. 证明 K,(C>SZ. (由此，我们巳经从0然 
败构造出整败.用类似的方法，可以从 一个半 B S 构造一个阿贝尔 《G. 尽管我们不能期望 S 总 
能嵌人 G.) 

7. 60 ( I ) 如采 C 是一个模范畴，它的对象有无和，证明/^(0 = <0>. 

( II ) (艾伦伯格） i£ 明：如果尸里投射横（在某个交換环》上> ，则存 在自由 R- 楔 Q 使得 P ㊉ Q 是自 
由 R- 模.由此推出，对可数生成投射 R- 模 的范* •{:有 K/C) ~ <0>. 

搗示： Q 不必是有限生成的. 

7.61 证明 

7.62 设0和£^都是 *- 范踌，并设 F:C — (^是*-保 持函子 I即 F(A*B)SF(A>*F<B). 证明 F •由 [A] — 

[FA] 诱导出一个同态 K 0 (C) -* K ,( C '). 

7. 63如果 C 是一个模 范畴， ff 明 K'(C) 中的毎个元素都有 （A)-(B> 的形式，其中模 A,B 在咖(0中. 

7- 64设 C 是有短正合列的 范轉. 证明存在癘射尺。((^-/^(亡>. 

7.6 极限 

有两个更一般的结构，一个推广了拉回和交，另一个推广了推出和并，两者都牵涉到一族模 
《 MiWefh 它的指标集/是一个偏序集. _ 

定义设/是偏序集 . f 上 r ■模的逆系统 是《有序对{%,&}，它由棋的一个加标族和 
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画 


对所有 iO 的一族态射 M ；} 组成，使得对一切 i ，^=1 H . 并当时下图 交換： 

H — 

X〆 

例 7.25( V )中，我们看到偏序集/定义了一个范畴 PO(D « PO (/) 的对象是/的元索，而 
Hom ( i ,» 当•时是空集，当时只包含一个元索如果定义 F ( i ) = Af , •和 F ( g ) = W , 则 
易知是一个逆系统当且仅当 FiWKD — RMod 是一个反变函子.现在我们看到可以定义涉 
及任意范畴 C 中的对象和态射的逆 系统： 每个反变函子 C 产生一个.例如我们可以谈论 
交换环的逆系统. 

例 7. 89 < i ) 如果7 - {1,2,3} 是有 IS 2和1 <3的偏序集，则 J 上的一个逆系统是如下 

形式的图 



( II ) 如果 Z 是模 A 的一族子模，則它能够在反包含关系下形成偏序集> 即当 
M'. 对包含映射 M * — 有定义，易知一切2■的族连同包含映射是一个逆系统. 
( iii ) 如果/配置了离散偏序，即《0当且 仅当； =_；‘，則 J 上的一个逆系统就是模的加标族 • 

( IV ) 如果 N 是具有通常偏序的自然数的集合.则 N 上的一个逆系统是图 

M 0 Mi ■*— M2 •••. 

( V ) 如果 J 是交换环 R 中的理想，则定义它的 n 次幂为 

J* = { S a| … a, « a; 6 ■/}. 

毎个 r 都是一个理想且有递*序列 

R 2 J W 3 …. 

如果 A 是 R - 模，则存在子模序列 

A3JA3J Z A3 PA 3 
如果 m > n ，定义 < > A//-A -* A//M 为 

' a + /"Ah*a+；"A 

(因为[涵这些映射是合理定义 的）. 易知 

{A/J'A,<K) 

是 N 上的一个逆系统. 

( Vl > 设 G 是群，并设 A / ■是 G 的一切具有有限指数的正规子群的族，配置反包含关系的偏序， 
如果在 JV ■中則 M < N . 定义< tG/N' ~^G/N 为 gN'hgN . 易知一切这种商的族连同 
映射<^形成 JV 上的一个逆系统. ■ 

定义设 J 是该序集，并设是 J 上 R - 模的逆系统.反向极限（也叫做投射极限或极 
限）是栺一个 R-m JimM , + 和一族 R - 映射 U . : lynM , — > « 6 /). 満足 

( I ) 只要就有 <〜=«■•» 
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(N ) 对每个棋 X 有映射 /,•: X — M ,., JL 对一切 iO 满足# _/；=/•, 并存在峰一的映射幻 X — 
lynM , 使得下图 交換： 


H 

反向极限的记号 JiffiM , 是不完全的，它没有反映相应的逆系统的映射（而 limM , 依赖于 它〉， 

然而这 fi 通常的用法. 

和作为泛映射问题的解定义的任一对象一样，一个逆系统的反向极限如果存在就是唯一的（不 
计同 构〉. _ 

命題 7.90 存 在佐序 栺标集 J 上的 i ?- 模的任意一个逆系洗的反向极限. 

证明定义 

L = {( m,)en < 只要丨 O 就有 m . =^( mp >. 

容易验证 L 是]的子棋.如果 p , 是 IjM , 到 M , 的投射，定义 a ^ L -从为 限制/ », | L . 显然 

^ i «> = «c 

假定 x 是一个模.它有映射/ | 对一切 i o 满足4/；= /；• 定义幻 x 一 n 舛为 

0U) = (/i<x)>. 

对一切；由给定的等式 ¥/；■=/, •可知 im 0 GL . 而且，使得图交换 ， o 4« • rH •(/ 〆x )>^■* 

/ 〆 ； r >• 最后，0是唯一的映射 X ~* L 使得对于一切 i O 图交换.如果 V>i X - I -, 则？ >( x ) = (»«,) 
和〜汽*) = m ,. 于是，如果 f 对一切 i 和一切满足 <1 ,?>(： 1 ：> = /,_(1>，則/«,.= /__(*>, 从而 9 >=ft 
由此可知 ljmM , . ■ 

反向极限在不是模范畴的其他范畴中也可能存在，例如存在交换环的反向极限，群和拓扑空闾 
的反向极限也存在. 

读者应验证下面的论断，其中我们描述了例 7.89 中的各个逆系统的反向极限. 

例 7. 9 〗 ( I ) 如果〖是满足1 >3和3的偏序集 {1,2,3 W 则一个逆系统是图 

A 

\ s 

反向极限是拉回. 

( II ) 我们已经看到一个棋的两个子模的交是拉回的一个特殊 情形.现在® 设 I 是模 A 的一族子 
模，从而和例 7.89( B ) —样， I 和包含映射是一个逆 系统. 这个逆系统的反向极限是 Q M . 

(«) 如果/是离散指标集，则逆系统 : fen 以积 Um , 为它的反向极限.其实，这正是 
积的图定义. 

( IV )如果■/是交换环 R 中的理想，且 M 是一个 J ?- 模，则[例 7.89( V )] 的反 
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_向极限常叫做 JW 的 J_ 进位完备化，我们把它记为众为了理解这个术语，我们扫视点集拓扑的 一角. _ 
定义度最空间是指一个集合 Xfc 置以叫做度置的函教 d:XXX—R， 满足下列公理.对一切 
x ， y，z € X ， 

( I ) d(x,y) > 0, 且 dU,y) = 0当 且仅 当 jt = 力 
( II > d(.x,y) = d(.y,x)-, 

Ci) { 三角不等式） c/(•r,;y)<rfU,*>+d(z，;y)• 

例如，d(:c,：>0=丨•c-;v丨是R上的一个度a. 给定度量空间X,序列收敛的通常定义有 意义： X 
中点 x . 的序列（I,)叫做收敢到极限 y6 X，如果对每个 e>0, 存在 N 使得只要就有 以〜， 
y )< t . 我们记（: r,) 收敛到: y 为 

a —y. 

这个定义的一个闲难是不知道一个序列的极限是什么就不能谈到它 收敛. 一个序列（心）称为 柯西序 
列，如果对每个 e>0 存在/V 使得只要就有 dCrvAXe. 关于序列的这个条件的优点是只 
涉及序列的项而不涉及它的 极限. 如果 X=R, 则一个序列收效当且仅当它是一个柯西序列.然而在 
般的 度董空 间中，我们能够 证明收 敛序列是柯西序列，但反过来不 成立. 例如X由一切正实数组 
成， 它有通常的度 fi I x_y 丨，则序列（1/»0是柯西序列，但它在X中不收敛， m 为0任 X . 

定义度量空间 X的完备化X是指具有下列 内个性廣的度 f 空间： 

(I > x 是 x 的《密子空间，即对每个 ie k , 存在 x 中的序列 （：《：_>> 使得 A — i* 

( II ) X t 的每个柯西序列收敛到 x 中的一个极限. 

可以证明度 a 空间 x 的任意两个完备化都是等矩的（它们之间存在保持距离的双射）， 证明 k 
存在的一种方法是定义它的元索为 x 中柯两序列（心）的等价类，等价（:的定义是《/(〜， 
y ") — 0. 

我们回到逆系统—个序列 

(a, + JM . a 2 + J J M,a 3 + J 3 M,—) 6 
满足条件：对 一切 / +/-M = ^( a _+J"Af> = 0 „ +尸切，从闹 
只 S 就有 — a, € J m M . 

由此，在 OrM = <0> 的（特别重要的）特殊悄形下.提出下面一种 M 上的 度量. 如果 j：6M 且 

• -I 

X尹0,则存在 i 使得X e 且I € 定义II xll =2—, 定义 II 0|| =0. 经简单计算可知 

_ dU , y ) = \\ x - y \\ 是 M 上的度1 (没有交条件.对一个非零 i € f) 尸 M, IU ||可能没有定 义）. 

•-I 

此外，如果 M 中的一个序列 U„> 是柯西序列，则 （ ai +_/M,a 2 +pAf, a3 +J 3 M, …）€ limMATM, 
使用子序列，可以宥出实际上逆命题也成立 • 

特别是当 JW = Z*J = (/0 时，其中 p 是索数.完备化叫做 /»- 进位整 數环. 由此， Zp 是 
整环 . = Frac ( Z # ) 叫做/•-进位数域. 

(ili) 在例 7. 89( Vi) 中我们已经看到群 G 中一切指数有限的正规子群的族 A/" 形成一个逆系统，这 
个系统的反向极限叫做 G 的投射有限完备化，记为 C. 存在映射 G—G , 也就是(於 O, 它 
是单射当且仅当 G 是剩余有 限的； 即 f)N= <1}.例如，已知每个自由群是 剩余有 限的. 
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有一些使用投射有限完备化得到的有趣 结果. 如果/•是一个正整数，称群 G 有秩 r, 如果 G 的每 
个子群都可以由 r 个或少于 r 个元索 生成. 如果 G 是一 个剩 余有限 />- 群 （G 中每个元索的阶都是 P 
的一个幂），它的秩为則有某个7!使得 G 同构于 GL(n,Z>) 的一个子群（不是每个剩余有限群都允 
许这样的线性嵌人）.见 ESxon"du SautoyMararSegal 所著的 < Analytic Pro*p Groups》，98 页. ■ 
下一结果推广了定理 7. 32. 

命题 7.92 如果是逆系统，則对每个模 A , 

Hom( A , ljmM .) 兰 ljmHom(A»M. ) • 

证明由反向极限是泛映射问題的解可得结论*"更详细地说，考虑图 



Hom(^,W,) 


其中 ft 是反向极限定义中给出的映射. 

为证明 g 丨 HomCA . IjmM ,) -► ljmHom (/\. M .) g 单射,假设/: A — ljmM . •和 g ( = 0. 则对一 |503| 
切；,0 =斯/ = 0| /,因此下图交换： 



H 


但替代 / 的零映射也使得图交换， W 此这种映射的唯一性给出/= 0 ,即 (? 是单射 • 
为证明 (9 是满射，取芨€ limHom (/对每个/,有映射戽尺 t A — M , 使得 


Ijm …… 



M , 


JimM ••的 定义对一切,•提供映射 〆 《 a - ，使得=具容，由此 , g = « 〆 >,即 (? 是 满射. _ 
现在我们考虑对偶结构. 

定义设/是偏序集 . /上的 K -_ 的正系 统是相 有序对 { Af ,.,#}, 它由模 的一个 加标族 { JW ,. « f 
en 和对所有 i a 的一族 态射彳 勿： m ,.— 叫}纽成，使得对一切 i , p : = i M ,并且只要下 
图 交換： 

M . --- P - M . 

乂〆 




如果把 / 看作范畴 poah 当时它只有态射 * j. 如果定义 F<») = M, 和 FOej> = < ,則易知 
是一个正系统当且仅当 Fi PO<J)— R Mod 是一个（共变） 函子. 于是，可以考虑涉及任意 
[504] 范畴 C 中的对象和态射的正系统，而把这个正系统看作一个（共变）函子 F< PO(I)-C. 例如，考 
虑交换环的正系统是有意义的. 

例 7.93 (丨）如果1={1,2,3}是1<2和1<3的偏序集，则7上的一个正系统是如下形式 

的图： 



(il ) 如果： T 是模/\的 族 子模.則它可以形成包含关系下的偏序集，即当 
对 AfSM*, 包含映射 M-JVT 有定义，易知具有包含映射的一切 Z 的族是 一个正 系统. 

(I) 如果/配置了离散偏序，則丨上的一个正系统就是用/加标的一 族模. ■ 

定义 设 J 是偏序集， 并设 <祕,.，4>是7 上 R- 模的正 系統. 正向极隈 （也 叫做归纳极《或上 

极隕〉是指_个》-模 IjgjM,' 和一族 R- 映射 {«,■ | M, - JirpMi ■ 满足 

( I ) 只要； O 就有《沒） .a f i 

( II ) 对每个有映射 | M, ► X的穠X ，对一切•瀉足 ■ /,+ ,且存在■♦一的映射 W 
— X使得下田交換， 



正向极限的记号 ligjM, 是不完全的，它没有反映相应的正系统的映射 （而 ligjMi 依賴于 它）， 
然而这是通常的用法. 

如同作为泛映射问®的解定义的任 一对象 一样，一个正系统的正向极限如果存在便是唯一的 

_ (不计同构）. 

命題 7. 94 存在偏序 稽标集 / 上任一 模的正系統的正由极限 • 

证明对每个 J , 设 A , 是 M , 到和中的内射.定义 

D= (写屹)“， 

其中 S 是 gM,. 的子模，它由一切元素 Aai'm,. — Aim; 生成，其中 m ,. 弓从和 i O •现在定义 
a,- 1 D 为 

a,- 8 m g - !-► AjCm,-) + S. 

容易验证 D 三 iigjM,.. ■ 

由此， ligjMi 的每个元索都可表示为 S A.m. +S. 

可以修改命题 7.94 中的论证用以证明其他范畴中存在正向极限.例如交换环、群和拓扑空间 
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都存在正向极限. 

读者应验证下面的论断，其中我们描述了例 7. 93中若干正系统的正向极限， 

例 7. 95 ( I ) 如果 J 是1 <2和 I <3的偏序集{1,2,3>，则一个正系统是图 

A 

4 

c 

正向极限是推出. 

( « ) 如果 I 是离散指标集，則正系统就是加标族 • « 6 /}. 正向极限是和 i ligiM , S 
2 m , , 这是因为在 lirgMi 结构中的子模 S 是 <0>. 或者用另一种证法，这正是余积的图定义. ■ 
下一结果推广了定理 7. 33. 

命題 7.96 如果是一个正系統，則对每个模 B , 

HomdiipM ； .6) = ljmHom(M. .B). 

证明由正向极限是泛映射问題的解可得结论•这个证明是命题 7.92 的对偶，留给读者. ■ 
有一种特殊的偏序指标集对正向极限有用. 

定义 一 个有向 集是括偏序集使得对每个/,存在/使得《_ 和） u 
例 7.97 (丨） 设； T 是模 A 的子模的全序族> 即如果则不是就是 M'G 

M. 和例 7.93( B >— 样， Z 是偏序集，2■更是有向集 • 

(li ) 如果/是有丨 S 2和丨 < 3的偏序集 U ，2,3>, 则 f 不是有向集. 

( HI ) 如果 （Mjie /} 是某个模的族，且丨是离*偏序指标集.则 f 不是有向集.然而，如果 
考虑一切有《部分和 

Mi , ㊉…㊉ 

的族则，在包含关系下是有向集. 

( IV ) 如果 A 是模.则和例 7.93( H 〉一样， A 的一切有限生成子模的族 Fin ( A ) 是包含关系下的 
偏序集 | 并且它还是有向集. 

( V ) 如果 R 是整环 ， Q = Frac ( R 〉， 則和例 7.93( «) —样， Q 的一切形如 < l / r > 的循环 R - 子棋的 
族是一个偏序集，其中且 r 关 0. 因为给定 <〗/ r 〉 和 < l / i > ,两者都包含在 < l / rj > 之中，所以 
它是包含关系下的有 向集. 

( Vi ) 设 W 是 R 中一切包含0的开区间的族，用反包含定义 W 的 偏序： 
u<v 如果 vsu . 

注意 W 是有向集，给定 U , vew , MUnV 6 M , 从而 v 和 Vgun v . 

对每个 uew , 定义 

= {/ « l /— R | /是连续函数 K 

如果即 vet /， 定义冰 l • F ( u )—•^ ao 为限制映射/^■*/| v ，則{_ Fa ;>，$}是一 
个正系统• ■ 

有两个理由考虑具有有向指标集的正 系统. 第一个是正向极限中的元素可以有更简单的描述， 
第二个是 liqj 保持短正合列. 

命鼉 7. 98设是有向 稽标集 J 上左 R - 模的正系统，并设 A ,. « Mi —E M ，•是 第；个内 
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射，从而 ligjMi = ( 2 Af ,>/ S ， 其中 

S = — A , m • : e M •和 £ O 〉• 

[507] ( I ) IjgjM ，■的 每个元素都可表示为 AiA + S 的形式（代替 Ua ^ a + S ). 

( II ) A , m ,+ S = 0当且仅当有某个 rt i 使得？= 0. 

证明（丨）和命题 7.94 的证明一样，正向极限存在， ligjM ; = ( S M ;)/ S , 因此一个典型 
元素 ■ religjMi 有* = 2心》^+5的形式.因 f 是有向集，存在指标使得对出现在 x 的和式中 
的一切 i 有 i 么 i. 对每个这样的 i 定义& = f 5 m f €叫，从而由6 = 定义的元素6在中. 
由此， 

SAjm,—A^6 = SCA.m, — A^6*) 

= E ( A , m l —Xj^pjmi )€ S . 

所以正如所要的， x = S A . m .- fS * A / + S . 

(li ) 如果有某个 * h i 使得 = 0,则 

Xitrii + S = A . m , - f - (X t ^Pt m i ~ A . wij ) + S ** S . 

反之，如果 々 m,+S = 0, 则心 m ,. 6 S , 且有表达式 

Xinti = S a i (A ^* m > 一 € S ， 

其中我们要规格化这个表达式/首先，对相关子引入下面的记号：如果 XI 定义 
rijtktmj) = ^k<Ph m i 一〜 

因 〜 •rCMmp = r(.j f k 9 ajmj), 可以假定这个记号已经经过调止，从而使得 
A,m rf = 2 r 0*^* m >). 

因 J 是有向集，可以选取••个指标 f 使它大于最后一个等式中出现的任一指标 i ， J ’， t 现在 
~ ~ A . m , ) + A , m ^ 

= r( i , I , ) + Aim, 

= K «*， Z ， m ,>+ •灸 •!》•-)• 

其次，由正系统的定义，有 = W ， 因而 
ri.jtk^mj') = ^k9k m j ~ 

= (A，—, - Xjntj ) 4 - lX t <pi (— ) — A* (- > )] 

[ 503 ] = fO“,m,) + r(iM, — 

因此， 

Aifjwi , = ^) r ( A “ JV )， 

其中 A 6 吟.但对 / < z 容易验证 

+ r(A/，m;) = + ntf). 

所以可以把具有相同的较小指标 / 的相关子合并起来，并记 

= 2 r (，山 工/) 
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= 一 
t 

= a, ( 

其中力 €M, 且所有指标 / 是不 同的. 由直和中任一元索的表达式唯一可知，如果则<1〆/ = 

0,因心是内射，所以々 = 0.因为9!是恒等映射，所以右端化简为 =0. 于是右端为 
0,从而心¥^»^=0.因 A, 是内射，所以正如所要的 fim,+ =0. _ 

我们最初构造涉及 2 M； 的商，即 ligjM, •是一个余积的商.在集合范畴中，余积是不相交并 
IJM, . 我们可以把集合X的一个“商”看作X上某个等价关系的等价类 的族. 范畴的类 似性睹 示我们 
可以给出 iigjM； 的第二种构造法，在 yM, 上使用等价关系.当指标集是有向集时，确实可以做到（见习 
fl 7.65). 

例 7. 99 (丨）设 Z 是模 A 的子模的全 序族； 即如果 M, 化61，则不是 MG〆 就是 

M . 则3：是有向集，且 3 IjM ,. 

(II )如果 是模的某个族，则一切有》部分和，是包含关系下的有向集，且! igjM, 

s Ek - 

(II)如果 A 是模， WA 的一切有限生成子棋的族 Fin(A ) 是有向集，且•兰 A. 

(IV )如果 K 是整环和(3 = Frac(R), 則一切形如 <l/ r > 的 Q 的循环 /?- 子模的族在包含关系下形 
成一个有向集，其中 R 和 r #0, 且即 Q 是循环模的正向极限. ■ _ 

定义设和是同一揞标集/上的正系 fit. —个变换^ •，虏 > 是指 

同态的一个加标族 

r = {r, « A, — B.}， 

且对一切*/使得下图 交換： 

a ' ~^* b ' 

—个变 换广《 确定了一个同态 

r < liipA； litpB； ， 

它由 

f « Sa ,< j ,+ T 

给出，其中 SS2 次， TGSB; 分别是构造 ligjAi 和 ligjB ，•的 关系子模， Ai 和；《，是 A, •和 B,+ 到直和 
中的内射•读者需 验证： r 是正系统的变换蓮涵 ) :不依赖于陪集代表元的选取，因此它是合理定义 
的函数. 

命题 7. 100设 J 是有向集， 并设彳 A,., a )}, {B,.,〆} 和丨 Cijj} 都是 f 上的正 系统. 如果 r:{A,.， 
aj} —{B, •，沒和 s ■ 郝是变換，且 

0 Aj — fc B ； ― C,- - ► 0 
对每个都是正合列， W 存在正合列 
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0 -*■ liipA ； ― liipB . —► liipC ； -» 0. 

注 I 是有向集的假设只是为了征明/是单射. 

证明我们只证明 F 是单射，因为剩下的正合性的证明是简单的. 假设汽 1〉=0,其中: r 6 
ligiA ,. 因 I 是有 向集， 命理 7. 98 (丨〉 允许我们记1=44 + 5 (其中 SeSA ,' 是关系子模，义,'是八 < 
到直和中的内射〉.根据定义， r ( x + S )= /< , r , < i i + T (其中 TESB ； 是关系子模，外是 B , 到直和 
中的内射）.现在命題 7.98 U )« 明在 iilgB ,. 中//,.»^,. + 了=0蕴涵存在一个指标使得离 r,. ai = 
0. 因 r 是正系统的变换，有 

0 = fiirjOi = r*aia,. 

_ 最后，因 r * 是内射.有 ai ai =0, 因此1=又,.《,. + 5=0,所以？是单射. ■ 

«7, 101 设 W 是 R 中包含0的一切开区间的族，用反包含定义偏序，并设是例 
7.97( Vl ) 的正系统，其中 

B ( U ) = {/ > U—R ■ /是连续函数> 

和冰 1 / 卜 / 丨 V . 

现在我们提出 W 上的另外两个正 系统. 定义点态乘法下的阿贝尔群 
A ( U ) - {常 数函数 /: U — Z > 

和 

C ( U ) - {连续函数/: U~*R — {0>}, 

则都是正系统，其中 0 和7 都 是限制映射. 

这样定义变换 *• { B ( U ). fi { f }-^{ C ( U )， Af ), 令 *0/> « B ( U )-* C ( U ) 是映射 / i — e 2 "^, 并这样 
定义令 KU ) ■ A ( l /)— BO /) 是包含映射.易知 

0 — A ( U ) -^- B ( U ) -^ C ( U ) — 0 
对一切 U 都是正合列，从而命题 7. 100给出 

0 — litgACU ) — ligjB ( U ) — jigiCa ；) — 0 
的正 合性. 容易验 a U ® A ( U ) 兰 Z .因此 liicBO /) _ 0. 

有一 个方法 可以比较两个函子. 

定义设 Fi C — 2>和 G < C -© 都是共变* 子.一个自 然变换是相一族态射 
GC ), 对 C 中每个对象 C 有一个态射，使得对(:中的一切/| C — C * 下图 交換： 

fcJUfc - 

D 

gc —^ gc ' 

如果每个 r c _ 是一个等价，則 I •称为自然等价，称 F 和 G 是自然等价的. 

在反变*子之间也有类似定义的自然变換 • 

|sm 下一命题证明习埋 7. 5中的同构 fM ■ Hom R ( R ， Af )— M 构成一个自然变换. 

命题 7. 102如果 J ? 是交換环，则 Hom R < R , M ) 是一个 R - 模，且由 9> m (/) =/(1>给出的 R - 

同构 
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<Pm : Hom R (.R,M) -► M 

组成一个自然等价9: Hom / jCR , >- M r , U 是 Mod 上的单位函子. 

注命题 8. 85把这个命题推广到非交换坏上的模. 

证明容易驗证科 f 是可加函数.为证明外 f 是同态，注意，因/是映射，有 
9M <~ rf 、 = < p /)(1) = /< lr ) = /( r ) = r [/( l >] = r ^ M (/)， 

考虑如下定义的函敫 M — H 0 tn R ( J ?， JVf ): 如果 m € M ， 則/ „ * R — M 由给出.易知 /„ 
是一个 R - 同态，且 mh */” 是的逆 • 

为证明同构 PM 构成自然等价，只要对任一棋同态 A | M — N 证明下图 交换： 



其中 A , • fV * hf . 设沿雇时针方向走， / I-*/./H-A/(l), 而反时针方向走，/ 1-/(1) 
H » A (/(1)). ■ 

对命埋 7. 92证明的分析表明它可以如下进行 推广： 把 Hom(A, >换成任意一个保持积的（共 
变〉 左正合函子 R Mod—Ab. 然而，这种推广只是一个错觉，因为 CE. Watt* 的一个定理绐出 
这样的一 个函子 f, 存在棋 A 使得 F 与 Ho«n R (A， >自然等价> 即这些可表示的函子是被刻脚好 
的. Watts 的另一个定理刻 H 了反变函子：如果 G« K Mod—Ab 是反变左正合®子，它把和转变为 
积，寿存在模8使得 G 和 Hom R ( ,B) 自然等价 .Watts 定理的证明可以在 Rotman 所著的 <Ati In¬ 
troduction to Homological Algebra) 77~79 页中找到. 

例 7. 103 ( i ) 在命题 7.100 中，我们引人了从偏序指标集 J 上的一个正系统到另一个正系 

统的变换，如果回忆 J 上模的一个正系统可以看作一个函子 PO(/)— R Mod, 则读者可以看到这 
些变换都是自然变換. 

如果把偏序指标集上的逆系统看作反变函子，則也可以定义它们之间的变换（为自然变换）. 
(IO 选定一个点 P, 令/ >=<p>, 我们断言 Hom(P, >>集合 范畴— 集合范畴和集合范畴上的单 
位函子自然等价.如果X是一个集合，定义 

r x ' Hom(P.X) — X 为 /»-/(/•>. 

易知每个 r x 都是双射，我们现在证明 r 是一个自然变換.设X和 y 都是集合，并设 Ai X—Y, 我 
们需要证明下图 交换： 


Hom ( P ^) A ^. HomCf>,n 



其中 A . » 顺时针方向走，(夕)，而反时针方向走， fV - f (, p )\^ h <, f (, p )). 

( Ill ) 如果 i 是域， V是域*上 的向童 空间， 則 它的对 偁空间 V•是V上一切线性泛函的向董空 
间 Honv(V,«. 賦值映射〜 •/!■*/(») 是V•上的线性泛函，即〜 €(V*>*=V. 定义 zv 1 V— V"为 

ry : vH*e v . 

读者可以验证 r 是从* Mod 上的单位函子到二重对偁函子的自然变换. r 在一切有限维向量空间的子 


岡 
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范畴上的限制是自然等价. ■ 

环论中有一个有趣的部分发展了这个 思想. 第一个问題是什么时候一个范畴 C “同构”于一个 
模范畴 R Mod . 关于这里的同构是什么意思我们有一点挑剔，它稍弱于这样的条件，存在函子 FiC 
— R Mod 和 G | R Mod — C 使得两个复合都等于单位函子 • 

定义称函子是一个 等价， 如果存在*子 G | 75— C 使得复合 GF 和 FG 分别与单位函 
子 I e 和 1 P 自然等价. 

森田理论 证明： 如果 R 和 S 都是交换环，则它们的模范畴的等价蕴涵 K 兰 S . 在第9章中，一 
且引人了非交换环上的模，我们就会讲到一点森田理论，但读者真正要了解森田理论，应读 Jaco 
bson 所著的 《Basic Algebra II 》或 I^m 所著的 <Lectures on Modules and Rings !. 

定义 给定函子 F : 和 G : 1>+ C ，《 有序对 （ F , G > 称为一个伴随对，如果对每对对象 C 

€ C 和存在双射 

rc.D * Homp( FC • D) -♦ Hon\ ； (C»GD) • 

而且它们是 C ： 和 D 中的自然变換 • 

更详细地说，下面两个图 交換： 对 C 中每个/丨中每个: D — 以， 




Homc(C.CD)—Home (C # ,CD). 
Homp(/r.O) -?V Hom p (fCD , ) 


Hom^< 
i •设 


iC . GD )^^ Hom c { C.GD ) 

F—@ r B * Mod^-^Mods , 并设 G= Hom s (B ，）： Mod s 


这里是“伴随”这个詞的詞源. 

Mod K . 定理 8. 99中的同构是 

r * Hom5(F(A)*C) Honiij(A*G(C>). 

如果把 Hom (, )当作一个 内积， 那么就使我们想起了蜣性代教中伴随对的 定义： 如果：是纪 
置有内枳的向量空间的线性变糗，則它的伴随是线性变換7^ : w — v 使得对一切 t < ev ■和一切》€识， 
(Tw.xu) = (vtT" vu). 


例 7. 104 ( i ) 设群范畴一集合范畴是底函子，它把每个群 G 指派给它的底集，并把每 
个同态仅仅肴作一个函数，又设 F : 集合范畴 — 辟范畴是自由函子.它把每个集合 X 指派给一个以 
X 为基的自由群 FX . FX 是以 X 为基的自由群就是说，对每个群每个函数对应唯一 
的同态由此，如果 X — y 是任意函数，则孕： FX - Fy , 这就是 F •在态射上的定 
义|押=孕.读者应明白函数 /—/I X 是双射（它的逆是 fh-W 


tx,h ' ( FX t H) -*■ Horn 集合电 

亊实上，是自然双射，表明 （ F ， LO 是函子的伴随对. 

这个例子可以通过把群范畴换成其他有自由对象的范畴来加以推广，例如关于任意环 
R 的 R Mod . 

< ii ) 伴随性是函子有序对的一个 性质. 在 （ 丨 ） 中，我们看到 ( F ,17) 是一个伴随对，其中 F 是自由 
函子， U 是底函子.要是 ( U , F ) 也是伴随对，則有自然双射 Horn * 合兰 Hom wa _(//, fy ), 



其中 H 是一个群， y 是一个集合.这在一般情形下是不成立的，如果 H 是多于一个元索的有限群， [514] 
Y 是多于一个元素的集合，则出11^合苗畴0///，10多于一个元素，而只有一个元 
素.所以 0/， F > 不是伴随对. 

( M ) 下一章中我们将看到（定理8.99)，对每个共变 Horn 函子 G = Hom R ( A ,), 存在函子 F ’ 

使得 （ F ， G ) 成为伴随对 （ F = A ® u , 叫做张量 积）. ■ 

函子伴随对的更多的例子见 Mac Lane 所著的 (Categories for the Working Mathematician 》 第 4 
章，特別是 85 〜 86 页. 

设 （ F ， G ) 是函子的伴随对，其中 C . 如果 CeobKC ), 则令 D = FC 给出双射 
r * Hom p ( FC , FC )-^ Hofn c ( C , GFC ), 由此，定义 7 c 为 

Vc = r(lfc〉， 

则 7 c 是态射 O - GFC . 习题 7. 75证明7: 是一个自然变换，它叫做伴随对的单位 • 

定理 7. 105设 （ F , G > 是函子的伴随对，其中 P 和 G * 到 F 保持一切正向极 

限， G 保持一切反向极限. 

注 （ 丨 ） 极限的指标集没有限制，特别是不必是有向集 • 

(B ) 更精碥的陈 述是： 如果 C 中存在則 P 中存在 liggFQ , 且 ligjFC ，兰 F ( HtpC ,). 

证明设/是偏序集，并设是(:中 J 上的正系统.易知彳％,,押)>是2?中/上的正系统. 

考虑 P 中下面的图： 

flliqiC.) —. 2 . - ，/) 





其中 a , I Ci - liqjC , fi 正向极限定义中的映射.我 们霱要 证明存在唯一的态射使得 
这个图 交换. 我们的想法是把 G 作用到这个用上，并用单位 GF 分别把 GFqigjC,) 和 GFC,_ _ 
替换为 ligjC：, 和 C,. 更详细地说，根据 3B7.7S, 存在态射7和7,使得下图 交换： 
lij»C —l^CfTlimC,) 

卜 CFa, I 
C, — ^-^GFC, 

把它和 G 作用后的原始图组合起来给出下图的交 换性： 





根据正向极限的定义，存在唯一的沒： lisG—GD 使得图交换，即 /SeHom^lig^CpGD )). 因 
(F，G) 是伴随对，存在自然双射 

r 5 Homp(F(liipC；) *D) -► Hony (liipC, 9 GD )• 
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定义 

y — 6 Horor>(F(liipC,) »D). 

我们断言 y * FCligiC.O-D 使得第一个图 交换. 伴随性定义中第一个交换正方形给出下图的交换性《 
C„GD) HomcCC.GZ)) 


( Fa,Y 




Homp \D) ► Homi){FC,,D) 

因此， r _1 <=( F<W 厂 1 •两个函数都在存上賦值，有 

( Fa ,)* r _1 (/ J ) = ( F 0i )*/= 

另一方面， 因私 = ( G /, H , 有 

r _1 «：</») - - r _ '« G /.) 70. 

所以 

yFa , - r - l (( G / j ) VO . 

伴随性定义中的第二个交换正方形给出下图的交 换性： 


Hom v (FC, .FC) Homp(FC,. D) 



r(/i). = (G/,).r. 


在处賦值， 7, 的定义纶出从而 r /, = (G/,〉，>? i . 所以， 

rF ai -r-*C (C/.) 7 f ) = r V. -/•■, 

因此， y 使得原始图交换. 

我们把 y 唯一性的证明留给读者作为练习，提示用 p 的唯一性. 

对偶的证明表明 G 保持反向 极限. _ 

关于函子成为伴随对的一员有一个充分必要条件，叫做伴 M* 子定環，见 Mac Lane 所著的 
《Categories for the Working Mathematician》117 页. 


习題 

7. 65 设是尺-模的正系统，/是指标集，并设 UM.il 不相 交并. 在 yM , 上定义 m , 〜 m ,， 其中 

和 m ' M ,, 如果存在满足和的指标★使得 
( I ) 证明〜是 UM , 上的等价关系. 

( II ) 记 m . 的等士类为 [ m .]， 并用 L 表示一切这种等价类的族.证明下面的定义铪 L 以尺-棋 结构： 
如果 r € KtrCmJ =* [ rmj » 

C »»,] + [ m -] = + Wm :]， 其中 * > « •和 4 t 

( W ) 证明 L 兰！ • 

提示：用命题 7.98. 

设是 R - 棋的正系统，并设是到某个范畴 C 的 函子. 证明：当尸是共变函子时， 


7.66 




模和范畴 
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{ FM ^ FPi } 是 C 中的正系统，而当 F 是反变函子时，是 C 中的逆系统. _ 

7. 67举出某个有向指标集 J 上一个棋的正系统的例子{岑 } ，其中对一切* •，八 关 <0丨，而= {0>. 

7.68 ( 丨 > 设 K 是有向指标集/的共尾子集（即对每个 J , 存在使得幻，设 <鸠，#}是 J 上的正系统， 

又设是指标在 K 中的子正 系统. 证明/上的正向极限同构于 K 上的正向极限. 

( II >— 个偏序集7有頂元索，如果存在 ooe / 使得对一切*€7有 f < oo . 如果 <鸠，?^是7上的正系 
统，证明 

li $ M . 

(_> 证明： 如果指标集不是有向集，則 （丨） 可能不成立. 

提示： 推出. 

7. 69设 C 和 D 都是 范囀， 并用 7*( C !, P > 表示一切（共变> 函子 C - P 的类.如果定义 
Hom ( F , G ) * { 一切自然变換 F — G ), 

« 明夕 ((：•!》 是范 

注：有一个集合论的技术 问題， 即为什么 Hom ( F , G > 是一个集合（而不是本性类）？答案是它有 可饍不 
是集合，解决这个问题的最容易的方法（但不是唯 一的〉 是假定 C 和 P 中的对象形成集合，即 C 和 D 都 
是小 范畴. 这里我们允许读者这样做. 

7.70 称函子 r ** Mod — Ab 为可表示的•如果存在禊 A 和自然等价 r • T - Hom ^ A , >.证明：如果 
Hom ff ( A . >都是自然等价，则 A 兰 B •由此推出，如果一个可表示的函子 T 自然等价于 

Hom ^ A , >•如不计网构，则 A 被 T 确定 • 

7.71 如果* Vft 域4 h —切有限维向童空间的范鴯， iE 明二 重对價 ••自然等价于单位 B § 子. 

7.72 设{尽，是有向指标集 J 上内射 /?- 模的正系统•证 明： 如果 R 是诺特环，則^是内射模. 

提示：用命埋 7. 69. 

7. 73考虑 ★[>] 中的理想 /■(：«:), 其中 ★是交 换环.证明多项式环 *0] 的完备化 ft *[(>]], 即形式幂级败 
环. 

7.74 设 r * ⑽ •/?} — <(；<} 是指标集/上逆系统的 变换. 如果对 每个沒 

0-^ A t 

是正合列，证赛存在正合列 

0 一 ljmA . ] jmB , JjmC , • 

7.75 设 ( F ， G ) 是函子的伴随对，其中 F * C — P 和 G *2>^ C , 并设 r c . D • Hom ( FC ， D >— Hom ( C , GC ) 是自然 
双射 • 

(I > 如果 D = FC ， 期有自然双射 

T C .K 1 Hom ( fC * fC ) Hora ( C * GFC ) 

且 r ( l rc > = 7 c eHom ( C , GFC ). 证明 7: l c — GF 是自然变换. _ 

< jj ) SUMC - GD , 则有自然双射 

Tcd.d * Hom ( GD * GD ) -*■ HomCFCD , D ) 

且 r l ( l 0 )=* 0 € Hom ( FGD , D >. 证明 e * FG —1 P 是自然变换（我们称 e 为伴随对的余单位 .> 

7.76 如果7是偏序集 • C 是范畴，则/上 C 的預层是指反变 * 子， * PO (/>_* C . 

< I >如果 f 是 R 中包含0的一切开区间 [/ 的族，证明例 7. 97< Vl ) 中的夕是一个阿贝尔群的預层. 

< » >设 X 是拓扑空间，并设/是元素为； f 中开集的僱 序集. 定义 J 上到 Ab 的預层序列是 

正合的，如果对每个 U €7, 
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T '(U) — : F(U 、 一 ，摩 07) 

是正合列.如果7是/上的預层，定义 f 在: r € X 处的茎 * ^为 

无-隸 m 

如果是预层的正合列，证明对每个 x 存在茎的正合列 
T ••一 T ，一 T \. 

7.77 (|)设 F : 群范畴 - Ab 是 F ( G >= G / G ' 的函子，其中 t 是群 G 的换位子群，并设 U « Ab — 群范畴是 
把每个阿贝尔群 A 映人它自己的甬子（即 IM 不必把 A 看作阿贝尔 群）. 证明 （ F , t /) 是函子的伴 
随对. 

(ii ) 证明伴随对 （ F , U > 的单位是自然映射 G — G / CT . 

7.78 证明： 如果 T : R Mod - Ab 是保持积的加性左正合函子，则了保持反向 极限. 

7. 79推广命理 5. 4为允许有无限个直和项.设 { S , • 是一个/?_棋 M 的子棋的族，其中是交换环•如 

果 “一〈 Us ,〉， 則下列条件等价. 

<cr 

( I ) M-Ss,. 

•el 

< II ) 每个 M 有形如 a ~ +••• + & 的唯一表达式，其中％ € '• 

( ill ) 对每个 

s, n <U^> - <o>. 



第 8 章代 数 


本章介绍非交换环和非交换环上的模.我们先证明模就是用另一种方式来看待环的表示，即环 
元素可以看作阿贝尔群上的算子.随后证明韦德伯恩-阿廷定理.它给出了半单环的分类，以及 
Maschke 定理，它说群代数通常都是半单的.在研究张量积.即一种和 Hom 函子密切相关的结构 
(由 于伴随 1*] 构〉 的间隔之后，我们引人有限群的表示和特征标，这个讨论随即用来证明伯恩赛德 
和弗罗贝尼乌斯的群论定理. 

8. 1非交换环 


到现在为止我们考虑的环都是交換环，但还有非交换环的重要例子. 

定义环 R 是栺一个加性阿》尔鮮，它配置一个乘法 RXR — R 并记为,对一切 
a , b,c G R 满足 

(i ) a(bc) = (a6)c I 

(It ) a (6 + c ) = afc + oc 和 （fc + c)a = 6 a + ta i 
( W > 存在 16 R 使得 对一切 a 6 R ， 

\a = a = al . 

下面是环的一些例子，它们是不交换的. 

例 8.1 ( | ) 如果 it 是任意交换环，则元索在4中的一切 nXn 矩阵 Mat〆 *) 是在矩阵加法和 

矩阵乘法下的环，它是交换的当且仅当 n _ l . 

如果4不交换. Ma ^ Ot ) 也是环，这是因为通常矩阵乘法的定义仍然有 意义： 如果 A = = 

[6 # ]则為8的 i ) 元索是 • 正好保证 A 中的元索恒出现在左方，而 B 的元索恒出现在右方. 

< « ) 如果 A 是任意交换环， G 是群（它的运算写作乘法），则我们定义鮮代数如下，它的 
加法阿贝尔群是自由模，这个模的基以 G 的元索加标 | 这样，每个元索有形如的唯一的 
表达式，其中对一切 / r 6 G , a 4 且几乎一切=0,即只有有限个非零的 a g /如果 g 和 A 都是 
基元索（即 g , A 6 G ). 定义它们在中的积为它们在 G 中的积#■，而只要和 gCG 就有 
ag =职 •《； 中任意两个元索的积由线性扩张 定义： 

(2 a «*)( S** A )= S ( )*• 

—个群代数 iG 是交换的当且仅^群 G 是阿贝尔群 • 

在习题 8. 17中，我们给出的另一种描述，当 G 是有限群时，可以作为在点态加法和卷积下 
的一切函数 G —1 

(1) —个阿贝尔群 A 的自同态是指同态/ ■ Ah - A ./ i 的自同态环记为 End ( A ) ,是指-切自 
同态的集合，它的加法是点态加法 

f ~\~ g z a \-^ fia } + gia ) • 

它的乘法是复合.容易验证 End ( A > 总是环，并有简单的例子表明它是不交 换的. 例如/»是索数， 


國 
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( IV ) 设*是环，并设 W * — A 是环自同态.在 40] ={$> 〆 _ 上定义一个新的乘法为 

xa = <Ka)x. 

于是，两个多项式的乘法由下式给出， 

(S a i xi ) ( Y, b > xi )= S c ^ r . 

其中-容易驗证配置了这个新的乘法的 ♦(>] 未必是交换环.我们记这个环为 
- fc [ xw ], 把 i 叫做斜多项式环. 

( V ) 如果圪 ，…, 圪是环， W 它们的直积 

R = R , X — X R , 

是指具有坐标状态的加法和乘法的笛卡儿枳： 

( r ,) + ( rj ) = ( r ,-+ rj ) t ( r ,)( rj )=(” 〆 〉》 

HU 1 我们把 （^ ，…, r ,) 缩写为 h ). 

易知 XmXi ?, 是环. 我们把 r , €尺等 同于第 i 个坐标 ftr , 而其他坐标都是 0 的“向量”. 
如果 •，则 =• 0. 

( VI ) »环 D (或休〉是指一个“非交換域”，即 D 是一个环，其中1#0且每个非零元索 a 6 £> 
有乘 法逆： 存在 a ' eD 使得 aa ' = l = a ' a . 等价地说，环 D 是除环，如果它的非琴元索的集合 D x 
形成乘法下 的群. 当然.域是除环，下面是一个非交换的例子. 

设 H 是 R 上的四维向*空间，标记一个基为 l , i ,),4. 于是 H 中的一个典型元素/■是 
h = abi + cj 4- dk , 

其中 《，6， cd € R . 我们定义基元索的乘法如下： 

,•2 =)2 =k 2 = _ lf 

ij = k = — ji\ jk = I ——kj\ ki = j =— i*. 

我们 强谰每 个元素 a € R 与★可交换.如果现在用线性扩张定义任意元索的乘法，则 H 是环， 
叫做（实）四元敝 ㊀ （乘法的结合性来自四元数群 Q == { 士 1,士£，士>,士幻中乘法的结合件）.为证 
明 H 是除环，只要求出非零元索 的逆. 定义《! = £! + & +办+设€ H 的共*为 
H = a — bi—cj—dk\ 

易知 

uir = a 2 -l-6 2 +c*4-^ 2 . 

因此，当 m #0 时，从而 

“― 1 = v/ua = n(a 2 + 6 2 + c 2 + <f 2 )• 

不难证明共轭是加性同构且满足 

uw = wa . 

正如高斯整数用来证明费马二平方和定理（定理 3. 66〉-个奇素数 P 是两个平方数的和当且 


© 四元数由 哈密顿 （W. It Hamihon〉 在1843年发现，当时他璺寻找复数的一种推广，从而把它应用到某 种物理 
现象的棋 S 上.为此他希望构遗出一个三绻代数 • 但是只有当他看拜三维应该用四雄代替时他才能 成功. 这耽是为 
什么％密顿把 H 叫做四元教，为纪念喰密顿把这个»环记为 H. 



仅当 P = lmod 4 ——四元数也可以用来证明拉格朗曰 定理： 每个正整数都是四个平方数的和 （见 
Samuel 所著的 (Algebraic Theory of Numbers !, 82~85 页） • 

在构造 H 时，只用到域 R 这样的 性质： 非零数的平方和非零， R 的任一子域也有这个性质，但 
C 没有.例如，存在有理四元败的除环. 

在第10章中讨论又积代数时，我们将构造其他除环的例子. ■ _ 

注某在教学家在环的定义中不假定必須包含幺元 1. 他们举出一些很自然的例子，如镐 
整教成可积*數，一个*數 /• [ o , oo )— r 是 ifr 积的，如果 

f | /(x) I dr = limf | fix') | dr < oo. 

Jo »-«Jo 

不难看出，如果 / 和发可积，則它们的点态和/+发与点态积/>也是可积的.么元的唯一 
«选者是常教凾数 e , 即对一切 j ：€ = 1 ,俚 l 然 e 是不可积的. 

然而幺元的铁席使得许多构造更加 复杂. 例如，如果 R 是“没有 A 元的环”， a 6/?, 則把 a 
生成的主理想 （ a > 定义为（<1)-={«1:广€扪将导致<1任<£1)的可能性，由此，我们必 須重新 
定义 （ a ) 以迫使 a 在罝 面. 多項式环突得很 奇搔： 如果 i ? 没有么元，則 J ： «!?(>] •还有其他 
(更重要的）理由需要么元，但这要例子足以表明不假定有么元会导致某种不方便，所以我 
们决定环養有 么元. 

习证明每个“无幺元的坏”可以作为一个攻想嵌入一个（有幺 元的〉 环. 

环 R 的子坏 S 是包 含在尺 中的一个环，满足 1€ S , 且对 j ,/€ S , 它们的和 s + j ' 和积在 
S 中和在中有相同的 意义. 下面是正式定义. 

定义环尺的子环 S 是指 R 的子集满足 
( I ) 1 6 S , 

(K ) 如果 S,W a -66 Si 
(III ) 如果 a,d 6 S,Mt ab e S . 

例 8. 2 ( I ) 环的中心（记为 Z (/?)) 是指和每个元素都可交换的一切元素 z 6 的集合： 

Z ( R ) = {r ^ * 对一切 r € Rtsr = rz }. 

易知 ZUO 是 R 的 子环. 如果灸是交换环，則 I G 2( AG > • 习題 8. 10要求证明矩阵环的中心 
是一切标最矩阵 W 的集合，其中 aeZOO , f 是单位矩阵，习 * 8. 11说 Z(H ) = 

{al * a 6 R ) • 

(#) 如果 D 是除环，則它的中心 Z ( D ) 是域.此外，如果 D x 是！)的非零元索的乘法群，则 
2( D X )= Z ( D ) X , 即乘法群 D x 的中心由 2( D ) 的非零元素 组成. _ 

下面是两个不是子环的例子. 

例 8. 3 ( i >定义 S = U + ifti a ，6 e Z 丨 £ C . 定义 S 中的加法为 C 中的加法，而定义 S 中 

的乘法为 

(a + 6i)(c +</i 〉 — ac (ad +Ac>i 

(于是，在 S 中 i 2 =0, 而在 C 中 i 2 关 0〉. 容易验证 S 是环，但它不是 C 的子环 • 

(») 如果 R = ZXZ , 則它的幺元是 （1, 1>.设 

s = {(», 0 ) 6 zxz * nez ). 

容易验证 S 在加法和乘法下封闭，因为 （1,0) 是 S 中的幺元，所以 S 的确 是环. 然而 S 不包含 R 的 
幺元，所以 S 不是 R 的 子环. 臞 
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非交换性立即产生的一种复杂化是理想的概念被分裂为三个概念，现在有左理想、右理想和双 
边理想. 

定义设 R 是环，并设 J 是及的加法子辑•到 J 称为左理想，如果6 /和 涵 
而 J 称为右理想，如果 ar G / • 如果 J 既是左理想又是右理想，則称/为双边理想 • 

例 8. 4在 Mat 2 ( R > 中，等式 

[::][: ：]= [::] 

表明“第一列”（即除第一列外都是0的矩阵）形成一个左理想 （ “第二列”也形成一个左理想> • 
等式 

[::][: :]=[;;] 

表明“第一行”（即除第一行外都是0的 矩阵〉 形成一个右理想 （ “第二行”也形成一个右理 想）. 
读者可以脸证这些单边理想没有一个是双边理想 • 其实，双边理想只有 {0} 和 Mat 2 ( R > 自己.这个 
例子可以用一种明显的方式加以推广，从而对每个环*和一切 给出 Mat . C « 中左理想和右理 
想的例子. ■ 

例 8.5 在环的直积 R = 圮 X ." XR , 中.每个等同 T 

Rj = {(0，... ~ € R f ), 

其中 r ,. 出现在第_/个坐标中.易知毎个 R , 都 JiR 中的一个双边理想（因为如果则 ~ ri =0 和 
[524] ri r ) = 0 ) .此外，中的任一左理想或右理想也 fiR 中的左理想或右理想. ■ 

环同态 Pi ?— S 的定义恰如交换的悄形，我们将看到它们的核是双边理想.下一节定义的零化 
子理想是双边理想的另一个来源. 

定义如果 K 和 S 是环.則环同态（成坏 映射〉 是指*教¥>< K--S ,对一切满足 
( I ) Hr + r ) - f ( r )+?>(/)» 

( II > ?( rr ') = «»•>« 〆 >» 

( iii ) f ( l ) = 1. 

如果 R — S 是坏同态.則核的定义和通常一样： 

kerf = {r € i ? ' Wr ) = 0>. 

象的定义也和通常 一样： 

im ?>= { s € Si s 有某个 》•€ R 使得 s = Wr >}. 

核恒为双边理想，因为如果 =0 和 K . 则 

• P ( m ) = 9 ( r )< P ( a ) = 0 = 9> Ca ) f ( r ) = 9( or ), 

从而 a € ker ¥> 适涵 ra 和 ar 都在 kert 0 中.另一方面， im 9> 只是 S 的 子环. 

当 J 是双边理想时，我们可以形成商环 R //, 因为由 （ r + J >( s+D = r $ + J 给出的阿贝尔商群 
及 / J 上的乘法是合理定义的：如果 r+I = 〆 + /和 S + f = ^+7,则 n + /= r '/ + f . 即如果 
r - r ' € J 和 s — s ' € f ,则 rs — 〆 / e /- 要证明这一点，注意 

n - rs ' = rs - rs ' + n ' - r's = r ( j 一 i ’> + ( r - 〆 ）* € /, 

这是因为和都在 J 中，而 / 是双边理想，所以右边的每个项都在 J 中.易知由 H-r + J 
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(和通常一样）定义的自然映射 7 T : 及—及 / J 是环映射.容易验证同构定理和对应定理对 （非 交换〉 

环成立. 

当 K 是不必交换的任意环时，我们定义模.对照交换的情形，现在有两种不同的 楔：左 
尺-禊和右 模. 左 / H * 我们已经定义了（虽然到现在为止我们一直叫它模）. 

定义设 R 是环. 一个左 /?- 横是指一个（加法） W 贝尔群 M ， 配置以标最乘法记为 
Cr»m) h* rm » 

使得对一切 ntym 6 M 和一切 r，/，l € R ， 下列公玫 成立： 

C i ) r(m + m / ) = rm 4 - rm i l525| 

(II ) (r + 〆>!?« = rm+ rm ； 

(iii ) (rr’）m = r{rm)\ 

(|V ) lm = m. 

定义一个右 /?- 棋是 指一个（加法）托 jfl 尔觯 M ， fc 置以标量乘法记为 
(m # r) mr , 

使得对一切 M 和一切 r,/,l € R 下列公理成立 》 

(I ) (m -|- iw / )r = mr -|- mr \ 

(N ) m(r+〆 〉 ， mr + mr '； 

(IK ) mirr*) = (.mr)r \ 
dV) ml = m. 

记号 记左 K - 祺 记右只-模 M 为 M r . 

当然，把右 /?_ 祺中的标量乘法记为 — mi 也没有什么妨碍，如果这样做，则我们看到只 
有公理 （《) 和左模的公理不同 • 右边的版本现在要读作 
{rr f )m « r (.rm). 

这两个定义的真正差别是由理想产生的•环/?中的左理想是左 /?- 祺，右理想是右尺-模，在例 8.4 
中我们看到它们是不同的东西. 

子樓的定义是明显的，它是在标 B 乘法下封闭的子群.注意环可以看作一个左 K - 模（记 
为 r R ) 或一个右棋（记为的子模是左理想，尺《的子棋是右理想.如果 N 是左模 M 
的子模，则商横 M/N 是通过定义标暈乘 法为以 m + N ) = rm + N , 以做成一个左 /?- 棋的 商群. 

定义称右模 M 和/ V 之间的一个加性函教 — Njj 为 J ?- 同态 （或 /?- 映 射），如果对一 
切 m e M 和 r 6 = /( w)r • —访右 i ?- 模和 R - 狭射构成一个范记为 Mod K • 记号 K Mod 

已经引入用来表示一切左糢的 范詩. 在这两个范畴中我们都用 

Horn /? ( M , N ) 

来表示 K - 禊 Af 和 N 之间的一切 K - 映射的集合，其中 M 和 ； V 是同一边的 R - 模. _ 

例 8.6 设 G 是群，4是交 换环， 并设 A 是左* G - 模. 定义 G 在 A 上的一个新的作用（记为 
g * a ) 为 

g» a = g~ l a, 

其中和 g 6 G . 对* G 的任意元素，定义 

«ec «€c 

易知在这个新的作用下， A 是一个右模：即如果和 aeA , 由给出的函数 



374 


第 8 幸 


AX 4 G - A 满足右模定义中的 公理. 当然，我们通常把写作 au . 于是，一个模既可以看作 
左也可以看作右模. ■ 

例 8.7 我们现在推广例8.1(«).如果 M 是左 !?- 棋，则称 I ?-映射为 M 的自网态. 

M 的一切 J ?- 自同态的集合叫做自同态环，记为 En 4( M ). 作为集合， En 4( M ) = Hom / MJVf ), 我们巳 
经看到它是一个加法阿贝尔群.现在定义乘法为 复合： 如果/, g ! M-M ,则/发： mh / (容 ( m )>. 

如果把 M 看作一个阿贝尔群，则记例 8.1 ( S ) 中定义的自同态环 End ( M ) (没有下标）为 
End z ( M ), End R ( M ) 是 End z ( M ) 的 子环. ■ 

我们现在要证明环元素可以看作一个阿贝尔群上的算子（即自同态> • 

定义环尺的一个表示 i 指环同态 

a : R — Endz ( M ) * 

其中 M 是一个阿贝尔群. 

环的表示可以翻译为模的语言. 

命题 8 . 8每个表示 a : End z ( M ) 把 M 配置成一个左 K - 模结构，其中 M 是啊贝尔解.反 
之，每个左尺-模确定一个表示 a * R — End z ( M ). 

证明给定一个同态只 — End z ( M ) ，记 〆 为办 • 并定义标量乘法 i?X M 为 

|527| rm = o r ( m ) ， 

其中 m € M . 经简单计算可知配置以这个标貴乘法的 M 是一个左 J ?- 模. 

反之，假定 Af 是一个左 J ?- 模.如果则 mh - rm 定义了一个自同态 T r * M — M . 容易验 
证由 a : r ^ T r 给出的函数 a : R ^ End z ( Af ) 是一个 表示. ■ 

定义称一个左/?_模为忠实的，如果对一切 r 6/?, 只要对一切 m€M 有 rm = 0, « r =0_ 
当然， M 是忠实的只是说表示 c : End z ( M ) (命题 8.8 中给 出的〉 是一个单射. 

称一个 R - 模是有限生成的，如果存在有限个元索叫 ，…， 1^6从使得每个都是 Wl ，…， 
的一个 R - 线性组合.特别地，称一个模是循环的，如果它由一个元素生成. 

例 8. 9设 EA 是伽罗瓦扩张，它有伽罗瓦群 G = Gal ( E /« ,则 E 是一个沁-模： 如果沒 E , 则 

如果 E 是一个循环-模，我们说有正规基.每个伽罗瓦扩张 EA 都有正规基（见雅各布森 
所著的 《Basic Algebra I 》，283 页〉. ■ 

现在我们可以讨论命题 7. 24,即关于代败整数的一个较早的结果. 

命题 8. 10 (丨）如果有限生成阿贝尔蛘 JVf 关于某个环 J ? 是忠实左模，則 R 的加法群是有 

限生成的. 

( » ) 如果0是一个复教，令 Z[a] 是 a 生成的 C 的子坏.如果存在一个忠实 Z[ a ] -模 M, 而 M 
作为阿 fl 尔群是有限生成的， 《 a 是一个代教整數. 

证明（丨）根据命睡 8.8, 环 K 同构于 End z ( M ) 的一个子环.是有限生成的，习埋 
8.6 证明 End z CM ) = Hom z ( M , M ) 是有限生成的.根据命题 7. 23, K 的加法群是有限生成的 • 

( II ) 根据命题 7. 24,只要证明环 Z [ 0 ] 作为阿贝尔群是有限生成的，这由 （j >可得. ■ 
舫面第7章中所有定义都可以对右边的版本定义——子模、商模、 J ?- 同态、同构定理、对应 
_定理、直和等等——但有更优美的方法来定义. 

定义坏I ?是一个有序三元组其中 o : J?XR—i? 是加法，户 | J? 是乘法，它 
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们满足特定的公理.两个钚 （ J ?, a ,/ x ) 和 ( W , 〆 ） 是相等的，如果 i ?= R ’， fl = a . / i = m - 定义对立 
环 R ° p 为这样的环，它的加法群和 R 的加法群相同，而它的乘法 ； !° p * RXR — R 定义为户 s > = 

/ a ( i . r ) = jr . 

这样，我们只是颠倒了乘法的次序.容易验证 R ° p 是环，显然 （ RcpjWii ?, 此外 ， K = J ?° P 当 
且仅当 R 是交换环. 

命 B 8. 11每个右 J ?- 模 M 是一个左 R ° •■-模.每个左 R - 模 M 是一个右 R ° P - 模. 

证明在这个证明中我们做得十分繁琐•说 M 是右 R - 模就是说存在函数 <r : MXR — M , 记为 
tfCm . r ) = mr . 如果户> i ? X R - /?是 i ? 中给定的乘法，则右 R - 祺定义中的公理 （B ) 说 
a(.m,/x(.r,r >> =〆<»(»» ， /■> ， 〆）. 

为了得到左 K - 模，定义: =< T ( m ， f ). 为证明 M 是一个左 R 0 * 1 - 模，只是一 

个验证公理 （ ill > 的问埋，用繁琐记号来写耽是 

a'{/t or (r,r') ,m) = o' (.r,a' i.r ,m)). 

但 

o '{/ x ^ ir ,/) , m ) = a (. m , ft op ( r , r )') = , r )) = m ( r ’ r )， 

而右埔是 

= a(a(m,r) ,r) = (mr'ir. 

这样，因 M 是右 R - 模，所以两端相等. 

现在命題的第二部分随之可得，因为一个右 K ° p - 模是一个左模，也就是左 K - 模. ■ 

由命题 8. 11，关于左模的任意一个定理也是关下左尺叩-模的定理，因此它也是关于右 R - 棋 
的定理. 

现在我们注意对立环不只是一种说明的方法，它们确实是自然地产牛的. 

命 B 8.12 如果把一个环看作它自身上的左模，到存在 坏同构 
End R ( R ) ^ R 0 * 1 . 

证明定义 f | End R ( J ?) — •■为 W /) =/(1>,容易验证？是加法阿贝尔群的 同构. 现在 

V (. f ) 9 ( g ) = fa ) g(D . 另一方面， «»(/«) = (/. «)(1)=/(^(1)).但如果记 則因 /是 

一个 K - 映射，有 /( g ( l >) = /( r ) = /( r ， l ) = r /( l >, 因此 /(«( l » = r /( l ) = *( l)/(lX 所以， 

9(. fg) = <P(.g)9if). 

我们已经证明了 End R ( R >^ R 是加性双射，它顛倒了乘法 次序. ■ _ 

—个反 R 构 — A , 其中 i ? 和 A 都是环，是指一个加性双射满足 
Hrs) = VCs)9M. 

易知 R 和 A 是反同构的当且仅当例如 H 中的共轭是一个反同构.如果 i 是交换环，则矩 
阵的转置 AH - A ' 是一个反同构 Mat , C *) -* Mat ,( fc ) ,这是因为 （ABY = B ' A 1 , 所以 Mat n (« ^ 

[ Mat ,(«]•". 然而当 A 不交換时，公式 （ AB / = W 不再成立.例如 



，P 1 

\ r _ Tap+br 


Lc a 

JLr 

’ .cp + dr 

eg + cfc J 


而 
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[:: n : : h :;] [::]， 

它们的 1，1 元索 pa + rb^ap+br. 

命题 8.13 如果 R 是任意环，則 

[ Mat w ( l ?)] 0|> ^ Mat w ( R ° p ). 

证明我们断言转置 A — 八*是环同构 

[ Mat ”（ J?>] op — Mat .( R op ). 

首先，由 （ A*> f =A 知 AhW 是 双射. 我们设置一些记号.如果 M =[ m ^] 是矩阵，则它的:7元索 
m ti 也可以记为 • 记中的乘法为 a *6,其中 = ，并记中的乘法为 
A*B • 其中 （ A * B 〉 办- ( BA ) 0 = d 我们必须证明在 Matji ? 0 **) 中 （A * B )* = 

在中有 

(A * BV U = ( BA 功 
=( BA ) 月 
= 

在中有 

(iVB% = 多 (A% * (B% 

=*(b) m 
=S a *i # b i* 

= 2* i * a * i - 

HM 1 所以在 M a t ,( R ° P ) 中正如所要的有 （ A*BY = AW . ■ 

存在 R - 模的直和与直积，其中 R 是任意环（不必交換）.毕竞一个 R - 模是一个加法阿贝尔群 
fld * 了一 个标量乘法. 如果0是一族左 /?- 模，則作为基础阿贝尔群的直积来构造亶积 

ri M i - 然后定义标量乘法为 Km ,.) = ( n ^) ,如果每个 M , 都是左 R - 模，而如果每个 M , •都是右 

<«1 

R - 模，则标 撤乘法 定义为 （ m < ) r =( m i r >. 和交换环上的模一样，定义直和为11財,的子棋， 

4(1 I 

它由几乎一切坐标都为0的一切/元组组成.不难修改外直和与内直和的定义及其初等性质使它们 
适用于此，比如命埋 7. 15和系 7. 16. 

W 直和存在，我们也可以构造自由左 R - 模（作为若干个复制的直和）和自由右 K - 模（作为 
Rr 的直和）. 

左棋或右模的正合列也有意义（也是因为模是具有额外结构的加法阿贝尔 群〉， 读者使用它们 
应该没有困难. 

习題 

8-1 设 K 是加法阿贝尔群，它配置一个结合的乘法，且满足两个分 配律. 定义阿贝尔群 R _= Z © i ? 上的乘法为 
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*= (mn ,mj + «r 4- rs ) * 

其中当 m >0 时， ms 是 m 个 i 的和，当 m <0 时， ms 是 | m | 个 一 s 的和. 

证明是有幺元 （1,0) 的环，且 i ? 是 R •中的双边理想.（我们说 R •是在只中添加幺元得到的 .> 

8.2 设尺是形如的一切矩阵的集合，其中 a , 6是复数，5表示 a 的共轭复败.证明尺是 Mat 2 ( C ) 

的子环，且 R 三 H , 其中 H 是四元数除环. 

8.3 证明在环/?上下列条件 等价： 

< I >对每个左理想的序列 …， 存在 N 使得当时有 
(B ) 左理想的每个非空族7•都有极小元索. 

8.4 (环的转变）设9>: J ?— S 是环 同态， 并设 M 是左 S - 模. 证明由 （ r , w > h -9( r > m 给出的函败定 
义了一个标 ft 乘法，使得 M 成为左 /?- 模. 

8.5 设 f 是环/?中的双边理想.《明一个阿贝尔 BAf 是一个左 （ R/D - 模当且仅当 Af 是被 J 零化的左尺-模. 
8.6 如果 M 是有限生成的阿贝尔群， ii 明环 End ( M ) 的加法群是有限生成的阿贝尔群. 

提示： 存在映射到 M 上的有限生成自由阿贝尔群 F , 把 Hom (， M ) 作用到 F — Af —0 上以获得一个单射 
0— Hom ( M ， M ) — Hom ( F \ Af ). 但 Hom ( F . M ) 是 M 的若干个复制的有限直和 • 

8.7 ( I ) 如果♦是交换环， G 是有有限阶 n 的循环群， if . 明 AGS 4 U ]/(^- l >. 

C M >如果々是整环，定义洛朗多項式环为 4( x ) 的子坏，它由一切形如 / Cr >/ x •的有理函数组成，其中 
n € Z . 如果 G 是无限循环群，证明 K ； 同构于洛朗 （ Laurem 〉 多項式. 

8.8 设是 C 上的四 维向童 空间，基为在 R 上定义一个*法.使得基元索满足四元败 H 中满足的 
那些恒等式[见例 8.1( V ))].证明 R 不是除环. 

8.9 如果 A 是环，可以不交换，证明 Mat Ok ) ft 环. 

8.10 证明矩阵环 Mat _( R > 的中心是一切标 M 矩阵 d 的集合，其中是单位矩阵. 

8.11 证明 Z ( H > = Ul « a 6 R ). 

8.12 设是环的11积. 

( I ) 证明 = 

U ) 证明 Z ( R ) = Z ( R ,) X ••• X Z ( R m ). 

<iy >如果々是域且 

R = Mat 、 ⑷ X … X Mat _ ( Jk ), 

证明 dim *( Z (/?)〉™ m . 

8.13 如果△是除环，证明 zi 01 * 也是除环. 

8. 14环 A 中的一 个幕等 元是指满足 〆 = e 的元索 e 6 A • .如果是环， M 是左 J ?- 棋，证明每个直和项 
M 确定 End R ( M ) 中的一个幂等元. 

提示： 见系 7. 17. 

8.15 设/?是环 • 

( I ) (皮尔斯分解） tf 明： 如果，是环 R 中的幂等元，則 

R = Re @ R ( l - e ). 

( H ) 设 R 是环，它有左理想使得 !？ = /©/. 证明存在幂等元 e 6/ 和/€ J 使得 1=#+/. 此 
外 • 7 =/«，/ = «// • 

提示： 分解1 =e + /, 并证明 £/ = 0 = / e . 

8.16 称环 R 中的元索 a 有左逆，如果存在“€只使得 《a = 丨.称有右逆，如果存在€及使得 aw » 1 . 
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C I ) 证明：如果 a R 既有左逆“又有右逆 w • 9 i u — w . 

(II) 举出一个环I?的例子，其中一个元索 a 有两个不同的左逆. 

提示： 定义只= Eiid*(V ) ,其中 V 是域走上的向量空间，且有基，定义为对 
一切 O 1 = 6.^ . 

(III) (卡酱兰斯基）设及是环，并设 a,«, V 6 只满足 《a = l = t^. 如果1^关1/,证明 a 有无限个左逆 • 
提示：元索 M+a s (l—aw) 是不同的吗？ 

[5321 8.17 设 A 是域， G 是有限群，并设 _F(G,t) 表示 G — 4的一切函数的向量空间. 

( I ) 定义？ ■> KJ-，(G,4> 如下： 如果“ = " Za.x 6 *G , W P. ■ . 证明 


和 


9 *，，= 9 - + 9 , 


9-( y)-S 沪•(: r ) hCr - l jO . 

«€C 

(上 面的算子叫做叭和朽的卷积 .） 


( II )证明， ( G » 是环，由 Mh - f ■给 出的/•: AG —，( c ；,4) 是环同构. 

8. 18 ( | ) 对域是和有限群 G , 证明 （ AGP 主 AC . 

( II )证明 H 01 •名 H , 其中 H 是实四元数 除环. 

习理 8. 30要找不同构于的环 

8.19 ( I ) 如果尺是环 ， r € l ?, 又如果子环，证明由 r 和走生成的子环是交换的. 

( II ) 如果△是除环， r € 厶，又如果 ft 子环，证明由 r 和*生成的子除环是（交換）域. 

8. 20记四元败群 Q 的元家为 

定义线性变換: RQ-H 为移 开横： 

对 JT ■ 1, 9(1) = 9 (. x ) = X. 

证明史是滴射环映射，由此推出存在环网构 RQ / ker ^ H . (较少计算的证明见例 9. 113. > 

8.21 如果/?是环，其中对每个:有/ = j ：, 证明 K 是交换环.（布尔环是这种环的一个例子 .） 

8. 22证明存在范畴 ^ Mod - Mod # 的等价. 

提示： 绝定左尺-棋，其中 M 是一个加法阿贝尔群，:只>< Af - M 是标置乘法，考虑右 
1 T - 棋 （ M ,</) ,其中 〆： MX — M 由命題 8. 11 定义. 定义 F ：^ Mod - Mod # 在对象上是 


8.2 链条件 


本节介绍任意环上模的链条件，以及雅各布森根 /( R >, 它是一个对环 R 有彩响的双边理 
_想.例如，半单环 K 是有限群 G 的群环 CG 的推广，在下一节中，要用 /( R ) 和链条件刻两它 
们. 我们还要证明韦徳伯恩 （WedderbunO 的一个定理，该定理说有限除环是域，也就是它是 
交换的. 

我们已经证明了群的若尔当-赫尔德定理（见定理 5.52>, 这里有这个定理关于棋的版本.如果 
引人 算子群 的概念 • 则可以同时证明这两个版本（见 Robinson 所著的 { A Course in the Theory of 
Groups 》65 页）. 

定理 8. 14 (扎森豪斯引理）給定模 M (在任意环上）的子模 AGA •和，存在同构 
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A - KA * nB *) _ B 4-( B , Q A *) 

A-\-(A 9 fl B> = B+(B- 0 A) * 

证明引理 5. 49 的证明经简单修改就适用于此. ■ 

定义模 Af (在任意环上）的一个列（或一个过濾）是栺子模的有限序列 M = M 0 , 

M n = {0} ,它满足 

Af = M。Q 2 M 2 2…2 = {()}• 

这个列的因子棋是指模鸠/]^,]^/^,…,^- 〆 ]^。，长度是指严格包含关系的个數，等 
价地说，长度是非零因子模的个數. 

列的一个加细是指以原来的列作为子序列的列 M = M / 0 , M \ ，- M k = <0> . 称模 M 的两个列等 
价，如果在两个非零因子模的集合间存在双射使得对应的因子模同构. 

定理 8. 15 (施鶫埃尔加细定理1 模 M 的任意两个列 

M 2 2…；2 = {0} 和 M = JV 0 2 N ! 3…2 N * = {0> 

有等价的 加细 . 

证明定理 5. 51的证明经简单修改就适用于此. ■ 

定义称一个左模是隼横（成不可约），如果 M 关 <0} 且 M 没有真 子模. 

和交换环上的棋一样，对应定理表明模 M 的一个 1?- 子棋是极大子模当且仅当 M / N 是单模. 
可以修改系 7. 14的证明来证明一个左模 S 是单棋当且仅肖 S 兰 R / J , 其中 J 是极大左 理想. 

定义合成列是指一切非零因子樓都是单模的列. 

注意一个合成列只允许有无意义的加细，也就是只能重复它的项（如果是单棋，则. 
Mi / M i+l 没有非零真子棋，因此没有中间子模 L 能够满足从<2乙2財, +| ).梢确地说，合成列的任 
一加细等价于*来的合成列. 

一个模未必有合成列，例如把阿贝尔群 Z 看作 Z - 模躭没有合成列. 

定义任意坏 R 上的一个左 /?- 模 M 称为有升链条件，縮写为 ACC , 如果每个左子模的升裢都 
有 终止： 如果 

S! c Si C Ss E - 

是子模的裢，則存在某个使得 

s , = S l4 -1 = S l+ 2 = 

任意环及上的一个左 R - 模称为有峰链条件，縮写为 DCC , 如果每个左子模的降链都有 终止： 如果 

Si 2 S 2 2 S 3 2 … 

是子模的健，則存在某个使得 

S, = s l+1 = s f+2 = 

第6章中对交换诺特环证明的大多数定理（例如命題 6. 38: ACC 、 极大条件和理想的有限生成 
之间的等价）都能够推广到有 ACC 的左棋，证明也相同. 

命题 8. 16 (丨）如果一个左模 M 有 DCC , 則 子模的每个非空族叉包含一个极小元素，即存 
在子模各€，，使得没有一个 只能够 满足 SGSo . 

( » ) 如果一个左模 Af 有 ACC ， 《子模的每个非 空族叉 包含一个极大元素，即存在子模 
T . 使得没有一个能够满足 

证明选取如果 s 是夕的极小元索，证明已经完成.否则，存在子模& ef 使得 S 3 
Si . 如果\是极小元索，证明已经 完成. 否則，存在子模使得 SSSi ^ Sz . DCC 说这个序列 


國 
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必终止，即存在 S ,6_ F ， 它是分的极小元素（因为寻找一个更小子模的阻碍只有 S , 是极小元素）. 
_第二个陈述的证明类似. ■ 

命题 8. 17任意坏 R 上的模 M 有合成列当且仅当它有关于子模的两个糙条件 • 

证明如果 M 有长度为》«的合成列，聃没有一个子棋序列的长度 > n , 否则就要违背施赖埃尔 
定理（加细一个列不可能缩短它）.所以 Af 有两个链条件. 

设是 M 的一切真子模 的族. 根据命埋 8. 16,极大条件给出极大子模 €>7^. 设 
的一切真子模的族，并设是这种极大 子模. 迭代得递减序列 
MSM , a M 2 3 

如果出现在这个序列中，脚阻碍构造 M „ + 1 的只有％=().因 M 有两个链条件，这个链必终止， 
所以有某个 f 使得 M ,=0. 这个链就是 M 的合成列，这是因为每个都是它前一个的极大子模. 

■ 

定理 8. 18 { 若尔当-鐽尔徳定 a ) 模 M 的任意两个合成列等价.特别地，如果合成列存在， 

則合成列的长度是 M 的不吏量，叫做 JVf 的长度. 

证明前面我们注明合成列的任一加细等价于原来的合成列，现在由施赖埃尔定理，任意两个 
合成列等价，特别地，它们有相同的长度. _ 

设 V 是域4上的向置空间.如果 V 的维数为”.则 V 有基% •它的一个合成列是 
V — < ni ，"•.!<”> 9< t >| •"•，》•> 3... 2< v _> 5{0} 

(因子棋是一 维的， 因此是单 * - 模）， 所以 V 的长度为 n . 

系 8. 19如果模 M 的长度为 n ， 則每个 M 的子模的鏈的长度 

证明根据施赖埃尔定理，给定的链可以加细成一个合成列，所以给定链的长度最多为_ 
若尔当-赫尔徳定理可以看作一种唯一因子分解定理，例如我们在系 5.53 中看到它给出了算术 
基本定理的一个新证明. 

如果4是除环，则一个左4-模叫做4上的一个 左向量 空间. 下面的来自线性代数的定义在这 
里仍然有意义. 

定义如果 V 是除环厶上的一个 左甸量 空间，« V 中的表 X = x ! ，…，:^称为线性相关，如果 
有某个:’使得 

€ <xj ，…， ip … ， o : 麟 >• 

_ 否則称 x 为线性无关. 

读者应 验证： 如果力，线性无关，则 

<xj • — = <ii> ㊉…㊉ <*r 繼 〉. 

命 JH 8.20 除环厶上的每个有陳生成左向量空间 V = < v ,,-,!；„> 都是若千个△复制的直和； 
即一个除环上的每个有限生成左甸量空间都 有基. 

证明考虑列 

v = < v i ，…， %> 2 <v 2 •…， %> Q <v 3 ， •••,% 〉 2 … 2 <V„> 2 {0}. 

记 < v <+1 ，…， ％>为 I /,.， 从而根据第二同构定理， 

<% ， ." ， 1/”>/<” 1+1 = (<Vi>+l/ i >/C7 l 三 <%〉/(< ”•> riK). 

所以第 * •个因子模同构于<%〉的一个商，而如果 t /,^0, 則<!；,>兰因△是除环，它的商只有△和 
<0}. 抛弃对应于平凡因子模 {0} 的*些 Vi , 我们断言剩下的那些 t ； (记为 Vl ，…, V | n ) 组成基.对一 
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切 ），有 ' 龟 ( v i + l ，：.， v K y 读者现在可以对 m 用归纳法证明 < Vl > ，…， （ t <„> 生成一个 直和. ■ 

这个命题的另一个证明使用了相关关系，在习埋 8. 23 ( li ) 中有概要叙述. 

下一个问埋是 V 的任意两个基是否有相同的元索个数.实际情况是关于域上向量空间的定理与 
除环上的左向量空间的定理十分相似，但读者不应轻率地加以接受. 

系 8.21 如果 V 是除坏厶上有限生成的左向量空间. V 的任意两个基有相同的元紊个數. 

证明和命埋 8. 20的证明一样， V 的一个基给出一个列 

V = <Wi ，•"，!》•〉 2< t »2» t » B 〉2 ... ^( v n ) 3{0}. 

W 为毎个因子棋同构于而 d 是除环.因此是单的，从而这个列是合 成列. 根据若尔当-赫尔徳 
定理，由 v 的任意其他的*形成的合成列必有相同的长度. _ 

这个系的另一个证明在习題 8. 23 ( M ) 中有概要叙述. 

由此，一个除环4上的有限生成左向量空间有左维数，我们把它记为 dim ( V ). 

如果 一个阿 贝尔群 V 既是一个除环4上的左 向置空 间乂是 右向址 空间，那么它的左维数一定 
等于它的右维数吗？有一个除环4和一个珂贝尔群 V 的例子，它是 d 上的双 侧向量 空间，左维数 
为2，而右维数为 3. (见 Jacobson 所著的 (Structure of Rings ) 158页 .） 

我们刚才巳经看到除环上的左向量空间的维数 ft 合理定义的.对每个环 R , —个自由左 R - 棋 F 
的秩是合理定义的吗？即 f •的任意两个基有相同的元索个数吗？在命理 7. 50 中，我们看到当 R 是 
交换环时，秩&合理定义的，可以证明当 R 是左诺特环时，即 R 中的毎个左理想都有限生成的， 
秩也是合理定义的（见 Roiman 所著的 （An Introduction to Homological Algebra ) 111 页）. 然而， 
下一个例子表明秩不总是合理定义.的. 

例 8. 22设《是域， V 是* 上有无限基 N 丨的向置空间，并设 K = EmU ( V ). 设 A * 
由满足 对一切》有 ?>( t ； 2 lI )=0 的一切线性变換？ V 组成的左理想.又设 B 是由满足对一切 n 有 
^( vzn + i ) = 0的一切线性变换 V — V 组成的左 理想. 我们让读者验证 A 门 B =* (0> 且 A + B = 
R . 从而 K = A ㊉ B . 

设 W 是以奇败下标的巧„„为基的 V 的子空间. 如果广 是一个同构，則映射 
是 R - 同构 

R « End *( V ) S End ^ OV ) - A . 

同样，如果 V 是由偶败下标的巧，张成的 V 的子空间，则 K 兰 End *( V > = B . 由此，自由左 K - 模 R 
和 R ㊉ R 同构. ■ 

有另一个有用的因子分解定理.任意环 R 上的一个左 R - 模 M 称为不可分解樓，如果不存在非 
零子模 <4和 B 使得 M = A ㊉ B . 克魯 尔-施密特定理说，如果 M 有关于子模的两个链条件，则 M 
是不可分解模的直和： = 此外，如果 M = B ! ©• •• ㊉ B „ 是另一个分解为不可分 

解棋的分解，则 m = n , 且存在置换 <re S „ 使得对一切 i 有 A ,. •证明可在 Rotnwn 所著的 

《An Introduction to the Theory of Groups ) 144~150 页中找到 • 

下面是韦德伯恩的一个惊奇的结果. 

定理 8.23 ( 韦德伯慂）有限除坏 D 是城； 即 D 中的乘法是交換的 • 

证明（雄特 ©) 如果记 D 的中心为 Z , 则 Z 是有限域，因此它有 9 个元索（其中 9 是某个素 

数的幕 ）• 由此 D 是 Z 上的向薰空间，从而有某个使得 | D | =9", 即如果我们定义 


[537] 


© 在定 a 9. 123中我们将结出另一个 a 明. 
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[D « Z] = dim2(D) ， 

则 [D « Z] = n . 如果能够证明 n>l 将导致矛盾，就能完成证明. 

如果定义容易验证 C(a) 是包含 Z 的 D 的宇 除环： 如果 "， v 
_ €£)与 (1 可交换， 荆《+仏 ⑽和 1 (当 “关 0 时）也与 a 可 交换. 由此，有某个螫数 </(a) 使得 
I C(a) | =^ <d, ,即 [C(a) * Z] = rf(a). 我们不知道 C(a) 是否可交换，但习« 8. 25给出 
[D « Z] = [D « C ( a ) J [ C ( a ) > Z ], 

其中 [Di C(a)] 表示 D 的作为 C(a> 上的左向量空间的 维数. 即 ”=[£) • C<a>；M(a) ,从而 d(a> 是” 
的因数. 

因 D 是除环，它的非零元索 D x 形成9"_丨阶乘法群.根据例 8.2 (I),群 D X W 中心是 Z x , 
并且如果 a€D>< ,則它的中心化子 C D » (a) = C(«O x .因此， | Z(D X ) | =<»— 1和丨 C D » (<i> | = 
q J,a, -l. 其中 d(a> I n. 

D x 的类方程是 

I D y |-| Z x \+' ZLD x > C D »( aj )], 

其中从每个非中心的共轭类中选取一个 a,.. 但 

[D x » C D x(a,)] =| D x I / I C 0 «Cfl ( ) |= - l ), 

从而类方程变成 

我们已经注意到每个 d(a f ) 都是 n 的因数，而 a,. 不在中心的条件说明 <^( a ,.)<7i. 

回忆 n 阶分囫多项式是 4>„(a0 = n(x_{：), 其中! :遍 历一切 n 次单位 原根. 在系 1.41 中，我们 
证明对一切 i, «•„(?) 是 9" 一 1和（矿一的公因数，因此等式 （1) 给出 
*,(«) I (9-1). 

如果 n>l 且{:是"次单位原根，则 {:尹 1,因此{:是单位圆上的其他点.因<?是索敫幂，它是 X- 轴 
上的一个点，且 <J>2, 从而距离丨 9—( 丨 >9-1- 所以 

I I = IT I 9 — f l> g— 1 . 

这与氕 （g) I ( 9 —1)矛盾. 由此可知， n=l, 即 D=Z, 因此 D 是交换的. ■ 

接下来的讨论将用在下一节中证明韦德伯恩-阿廷关于半单环分类的 定理. 考虑 Honv^A.B), 其中 

A，B 都是左 R- 模，且都是有限 直和： 比如 A= j ] A t , B = 2 B >- 根据定理人32和定理 7. 33,有 

<-l i-l 

_ Hom K (A,B) ^ 

精确地说，如果 ai < A+—A 是第《_个内射，且巧 | B-B, 是第）个投射，則每个 /eHomR(A，B) 给出 

映射于是，/定义了一个” Xm 广义矩阵[八](我们称[八]是一个广 

义矩阵，因为不同位置的元素未必在同一个代数系统中）.映射/卜[/ # ]是同构 Hom R (A,B>~* 

2Hom*(A I ,B > ). 同样，如果 gifi-C, 其中 C = J ] C „ ,则 g 定义了一个广义矩阵[办], 

*-1 

其中 g i k = q t gp i « By-Q.ft < 是内射，％ : C-Q 是投射 • 

复合 g/ 1 A~*C 定义了一个广义”X/矩阵，我们断言这个矩阵由矩阵乘法 （g/h = y Z , g h f ii 
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给出： 因为 'ZptPi = 1 B • 所以有 

^gkifa = ^UgPjPifai 

= 9*«( 'EtPiPj ) f»i 
= Qkgfai 
=(*/〉》• 

附加某些假设，我们可以把广义矩阵变成真正的矩阵. 


命《! 8. 24设 V = 是左 模. 如果存在左 R - 模 L ， 丑对每个 i 存在同构 ？=■+ * V ; •* L ，則 

<-1 

存在环同构 

Endji(V) 兰 Ma^CEnd^CD). 

证明定义 


为 


0 1 Endjj ( V ) 一 Mat ^ CEndj ^ CD ) 


0 1 / ^ L<pjp jfa {tpT 1 ] * 

其中 a , I V ,— V 和心 * V — 分别是内射和投射. 0 为加性同构是 W 为恒等式 

Hom (2 v ,.2 V J = SHom ( V ”\0). 

当指标集有限时 成立. 在讨论广义矩阵时，位于0 的 元素在中，而现在这些元索都 
在同构仿样 Hom R ( L , L ) = End R (U 中 • 


现在证明沒保持 乘法. 如 果*, /€ End R ( V ), 則沢 而矩阵乘积是 


O(gmf) = [ Y l (,<PiPigam i 'H<PkPkfai9T X )'\ 
= [ ^ ViPi ^ kPkfa ^ ] 

= [妁 ojhX] 


= [9 jPjgfai < p 7 1 ]. 

系 8.25 如果 V 是除环 4 上的 n 蛾左向量空间， w 存在坏同构， 

En < U ( V ) ^ Mat .( a ) 0 ". 

证明同构£吨00兰^1« 11 (4 0|> >是命理8.24对于7=7 1 @.“©7,的特殊情形，其中每个 V ,- 
是一维的， W 此同构于厶注意.根据命题 8.12, End ^ CA )^^. 现在运用命题 8.13, 它说 

下一结果涉及一种直和分解，它是和命埋 8. 24中的分解相对立的一个极端情形. 

系 8.26 设 /?- 模 M 是直和 A ^ jB ! ㊉ … ㊉ B w ， 其中对一則存在环同构 
End/^Af ) 兰 End/? ( 氏 ）X …X End R CB m ). 

证明如果/，托 End / M ), 令 [4] 和[知]是它们的广义 矩阵. 只要证明[知] [4] 是对角矩阵 


^40) 
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diag (扪 l/ll *— 

而当 I •乒 i 时， ^/* > € Hom R ( B i , B > )=0, 因此= ^ gik f ^ = 0 . _ 

定义 假定 A 是交換环，則环 R 称为 代数， 如果 尺 是一个々-模，且 A 中的标量和每一个都 
可交換：对一切和 r ， se 尺， 

a ( rs ) = ( ar)j = r ( as ). 

假定尺和 S 都是代数，则环同态 /* 称为★-代数映射，如果对一切和 r € i ?, 

f ( ar ) = a /( r ), 

HD 即 / 也是々模映射. 

♦ 被假定为交换环（在 t - 代数的定义中）的理由可以在一个重要的特殊情形中看到，如 果是是 
K 的子环，令 s = l 并取 r €*， 則有 ar = ra . 

例 8.27 ( I )如果 A = CO ], 则 A 是 C - 代数，且由 ？ >i 一 1 P ' 定义的 

?>> A - A 是 C - 代数映射.另一方面，由幻乏 ^( x-lV (其中7是《：的共板 复数〉 定义 
的函数 A — A 是环映射，但不是 C 代败映射.例如， tf (« x ) = - f ( x - l ), 而 iWd = « x - l ). 现 
在 CO ] 也是 R - 代数，0是 R - 代数映射. 

(«) 每个环 R 都是一个 Z - 代数. 且每个环同态都是一个 Z - 代数映射.这个例子表明在 R - 代 
数的定义中为什么不要求 A 同构于 i ? 的子环. 

( BI ) 如果 A 是包含于 R 的中心内的子环，则 R 是*-代败. 

( IV ) 如果4是交换环，则 Mat〆 *) 是代数 • 

( V ) 如果♦是交換环， G 是群.則群代数 * G 是代败. ■ 

我们现在已经对任意环的左模定义了 ACC * 下一定义说，环 R 是左诺特环，如果把它看作自身 

上的左模时有 ACC (回忆它的子模是左理想> . 早先诺特环的定义是这里当 R 交换时的特殊情形. 
定义 称环 R 为左诺特环， 如果它有左埋想的 ACC (升链条件）： 每个左 《 想的升健 

Ji C J 2 £ /， S … 

都有终止《印存在某个使得 

U =■ 乙十 I =夂+2 = •••• 

类似定义右诺特环为有右理想的 ACC 的环. 如果4是域，则每个有限维 A - 代败/\既是左诺特 
环又是右诺特环，这是因为当 dim ( A > = 时，任一左理想的升链或右理想的升链最多有 n 个严格 
包含关系.特别地，如果 G 是有限群，则的维数 有限. 因此它既是左诺特环又是右诺特环.习 
题 8. 28给出一个左诺特环的例子，它不是右诺特环. 

命題 8.28 在环 R 上下面的条件 等价： 

(i ) R 是左诺特环 • 

(■) R 的每个左理想的非空族包含极大元素. 

_ ( iii > 每个左理想都是有限生成的. 

证明修改命埋 6. 38的证明即可. 圏 

定义称坏 R 为左阿廷环，如果它有 DCC (降 链条 件）： 每个左 a 想的降裢 

h 以 2 3 2… 


都有终止^即存在某个使得 
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I, = h+l =厂+2 = •••• 

类似定义右阿廷环，有非右阿廷环的左珂廷环的例子（见习题 8.29). 如果4是域，则毎个有 
限维 A - 代数 A 既是左阿廷环又是右阿廷环，这是因为当 dim04> = n 时，任一左理想或右理想的降 
链最多有 n 个严格包含关系.特别地，如果 G 是有限群，则 K； 的维数有限，因此它既是左阿廷环 
又是右阿廷环.由此可知，当4是域而 G 是有限群时，有两个链条件（左侧和右侧）. 

环 Z 是 （左） 诺特环，但不是（左）阿廷环，因为链 

Z 3(2)3(2 j )3<2 3 )2 - 

没有终止.下一节中，我们要证 明一个 环是左阿廷环蕴涵它是左诺特环. 

定义环 J< 中的左理想 L 称为极小左理想，如果 L?>MO} 且没有左理想 J 能够满足 (()}£_/CL. 

—个环未必含有极小左理想.例如 Z 就没有极小 理想： Z 中每个非零理想 /都有 /= ( n ) 的形 
式，其中》是某个非零整数，而 J=(»>2(2n>. 

命题 8.29 < 丨 > 环/?中的每个极小左都是单左 K -模 • 

( » ) 如果 R 是左阿廷坏， W 每个4零左理想/包含极小左理想. 

证明 （ 丨 > 如果 L 包含子棋 S 满足 {0}CSC/ •，則 S 是 R 的左理想，与 L 的极小性矛盾 • 

< li ) 如果是一切包含在/内的非萼左理想的族，則因丨是非零的， 所以: F 关 0 . 根据命题 
8.16, /■有极小元素，这样的元索就是极小左理想. _ 

我们现在定义一种特殊的理想.它由雅各布森引人，类似于群论中的弗拉蒂尼 （Fratini〉 子群. 
定义如果 K 是坏，定义它的 ■ 各布森根_/(/?〉为/?中一切极大左 a 想的交.如果 J(R) = <Oh 
則称环 R 为雅各布森半单环. 

显然，我们可以定义另一种雅各布森根 •. 一切极大右理想 的交. 然而，这两种根是相同的（见 
命 @8.36). 

环 Z 是雅各布森半单的 .Z 中的极大理想是作零索理想 （/■> ,因此 J(Z>=p (0 =彳0}.如果 R 是 
局部环 （有唯 -- 极大理想 P 的交换 环）， 则 J(R) =P. —个局部环的例子是 i?= 是奇数 

它的唯一极大理想是 

(2> = {2a/<»: 6是奇数 }. 

例 8. 30 设* 是域，《= 对1和 n 之间的任意6令 COL(C 表示第#列，即 

COL(/) = <A = [a iy ] 6 Mat.<*) « 对一切 => 0>. 

易知 COL(<> = RE # ，其中£：*是《处的元索为 1 而其他元索为 0 的 矩阵. 我们断言 COLQ) 是 i? 中 
的极小左理想.如果定义 

COL"(/) = ^COL(i), 

則 COL" (/) 是左理想，且 

R/COL* (/) ^ COL(£) 

是左禊.因 COL(/) 是极小左理想，它是单左模，从而 COL-(/> 是极大左理想.所以， 

COL* (/) = {0}， 

因此尺= Mat.a) 是雅各布森半 单的. _ 

命 B8.31 给定坏对 0：6及 下列条件等价： 

(i > xe/cwi 


(H 
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(ii ) 对每个 r 6 J ?， 元素1 一 ri 有左逆，即存在“ e R 使得— KE ) = 1 j 
[5441 ( iii ) 对每个极大左理想 h = {0} (等价地，对每个单左 J ?- 模 M , xM = > . 

证明 （ 丨 >=>(_). 如果存在使得 1 — rr 没有左逆，則 R (1 — rr > 不包含1,因而是 
真左理想.因定理 6. 46 (每个真理想包含于某个极大理想中）的证明没有用 a 交换性，所以存在极 
大左理想/使得1 -rr € R (1 — S 7. 现在因 /( R ) 是左理想，因此 rr € J ( J ?) Q J •从而 
1 = (1 — nr ) + nr ^/» 产生矛盾. 

c H )=>( i » ). 本章前面定义单左 R - 模时我们提到一个左 i ?- 模 M 是单的当且仅当 M 兰 J ?//, 其 
中/是极大左理想. 

假设存在单模 M 满足: cM 关{0> | 因此存在 M 使得； roi ^ tO (当然， m 垆 0). 由此子棋 Kxm 
包含 l:rm ,从而 Rxm 孕 {()>• 因 M 是单的，它只有一个非零子模，就是 Af 自身，从而 Rrw == M . 所 
以存在 r ^ R 使得 rxm = m , 即 （ 丨 一 rx)m = 0 . 根据假设 ， l — rr 有左逆，比如 u(l — r *) = l •因此 
0 = “(1 一 rx)m = m ,产生矛盾. 

( Ii ) =* ( I ) ■ 如果 i ( R/D = {0} , HlJxd + 7) - j ：+/= / . 即: r €/. 所以，如果对每个极大 
左理想 f 有: c (/?/ J ) = <0 K 则: t € = ■ 

注意命题 8. 31中的条件 （ H > 可以重述为 J ( R ) 当且仅当对毎个*€ Rr , l _* 有左逆. 

下面的结果在交换代数中经常用到. 

系 8.32 ( Nakayama 引 9 M 如果 M 是有限生成左 R - 模，= M . 其中 J 是積各布 

森根，則 Af = {0}. 

特别地，如果 K 是局部环，即 R 是有■♦一极大《想 P 的交換环，且 M 是有限生成 K - 模满足 

PM = M , « M = {0}. 

证明设叫， •••，》», 是 M 的生成集，旦在如下的意义下 极小： 没有它的真子集能够生成因 
JM = M ,有叫= 2 r « m » * 其中 r i ^ J - 由此 

(1 - r x )m x = 2 r » m f 

• -X 

因命题 8. 31说 1— r | 有左逆，比如“，从而％ = ur , m ,. 这是一个矛盾，因为现在 M 
能被真子集 <«,,•••,«.} 生成. 

第二个陈述立刻可得，因为当 K 是有极大理想 P 的局部环时， _/( R ) = P . ■ 

注 Nakayama 引中棋 M 是有•生成的假设是必要的，例如，容易胗证 J ? = { a /6 泛 Q i 
dm 6是奇数 } 是有极大 a 想 P =(2) 的局部环，而 Q 是一个 R - 禊，且有 PQ =2 Q = Q . 

注 _/( J » 还有其他的刻 A _其中的一个在命题 8. 36中给出，运用 K 中的单位（有左右逆 
的 元素〉表示. 还有一 个刻* 运用左拟正 « 元素 表示： 元素称为 左拟正 則的，如果 
存在 y ^ R 使得夕 •■! = ()( 这里 y . j ： = j ： + y — 3 CC 是 B 运算），一个左理想称为左 拟正则 
的，如果它的每个元素都是左拟正 則的. 可以怔明/(及）是 R 中嗱一的极大左拟正則理想 
(见 Lam 所著的 《A First Course in Noncommutative Ringsl 67 〜 68 頁）. 

下一个理想的性质与雅各布森根有关. 

定义称坏 J ? 中的一个左理想 A 为幕零的，如果存在某个整數1使得 A m = <0} • 
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回忆 A " 1 是形如以…〜的积的一切和的集合，其中对一切 j , 巧 6 A ， 即 A " ={$>,「••‘ * 
a ki 6 A }. 由此，如果 A 是幂零的，则每个 ii 6 A 都是幂零的，即， = 0. 另一方面，如果^6及 
是幕零元素，不能推出由《生成的左理想是幂零的•例如 R = Mat 2 U ) ，其中♦是某个交换环， 

令。-[2 :]. 现在 a * = [:但 &包含 

咄 x m 

这是一个幕等元<^=*.所以对一切 m , r = e^ 0 , 因此 （ K *>" 关 {0}. 

系 8. 33设 R 是环，則对/?中的每个摹零左《想 J 有 J ( R >. 

证明设 /" =彳0> ,* e 对每个 rei ? 有 rre /, 从而 （ r ； T )- = 0. 等式 
(l + rr + kP + m + GW — Od-fxX 

表明1一《是左可逆的，从而根据命题 8.31, xej ( R ). ■ 

命鼉8, 34设 J ? 是左 W 廷坏，« J ( R ) 是幂零理想 • 

证明在这个证明中记 J ( J ?> 为 /. 因 K 是左阿廷环，左理想的降链 
■/ 3户3 •/’ 3… 

有终止，比如尸= 尸 +1 = …， 记/ = J " ,从而 f = / z • 我们假定 J ? M 0} 并导致矛盾. 

设7是满足的一切非零左理想 B 的族. 因，7€丨，所以， #0. 根据命翮 8. 16,存 
在极小元索 B 。 € ••选取6 € B a 使得 ft 关<0} • 现在 

7( ft ) = l l b = Ib^ <0}, 

从而 ft £ B 0 €只，极小性给出 B。 = lb • 因 6 e B 0 , 存在 _r € f & _/ = J(R) 使得 6 = 姑 . 因此 
0 = ( l __ r )6 .但根据命埋 8.31, l _： r 有左逆，比如 《 ，因此 0 = « i ( l —: r )6= A ，产生 矛盾. ■ _ 
显然雅各布森根是左理想，但它也是右理想> 即 J ( R ) 是双边理想.我们先绝出形成双边理想 
的另一个来源. 

定义如果/?是坏， M 是左 R - 獏， 定义 Af 的零化子为 

ann ( M ) = <a ^ R 5 对一切 m € M,am = 0}. 

虽然容易看出 arm ( M ) 是况中的双边理想，我们还是来证明它是右理想.设 d 6 ann ( M ) ,r 6尺 
和因 M 是左尺-模，有 rm € M . 因 a 零化 M 的每个元索，有 a ( rm )=0. 最后，结合性给 
出对一 •切 m t ( ar)m = 0 • 因此 or € ann ( JVf ). 

系 8. 35 ( I ) ；( R ) = Q ann ( R / J ) •从而 JUO 是 K 中的双边理想. 
c II ) 布森半单坏. 

证明 （I ) ㊀ 用 AU ?) 记 ann (/?//) , 其中对一切极大左理想 f 作交. 对任一左理想 
© (丨）的证明是正碥的，伹下列证明更好： 

如果之砭八及〉，则根据命 *8. 31,对每一个单左 R - 模 M 有: r/Vf ■ {0〗 . 但对某个极大左理想 J 有>即， 
x 6 ann ( J ?//). 于是 ，1 6 f ") ann (R/O. 

锤大 

关于反包含，如果： r € f | ann CR/I) • 謂对某个极大左理想 / 的每一个形如尺//的左尺-模，有但每 

1_糧太&■纖 

一 个单左模 M 節有这种形式，因此 or €•/(#?>. 
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我们断言 annO ?/7> e J . 如果 a 6 ann ( R / f ) ，則对一切 有 a ( r + J > = ar +/=/, 即 ar € J . 

特别地，如果 r = l , Wa 6/. 因此 A ( R > E /( J ?). 

关于反包含，假定 / 是一个极大左理想，定义 S = R ", 7的极大性蕴涵 S 是单 i ?- 模. 对每个 
非零工云另，定义？为办： rl - rr . 容易验证％是 R - 映射，因 S 是单的，所以它还是…个 
满射.于是， K / kert ^ 兰 S , 且 S 的单性表明左理想是极 大的. 但易知 ann ( R //>= 0 kerf ^. 
由此 J ( J ?> eA ( R >. 因 /( R > 等于 A ( R ), 而 A ( R ) 是双边理想的交，所以 J ( R ) 是双边理想 • 

< H >首先，因 /( R ) 是双边理想，所以 R / J ( i ?) 是环.环的对应定理表明，如果 J 是 J ? 的包含 
在 J ( R ) 中的双边理想，则_/(只//)=_/<及>/7,如果 /=/(!?) 便可得 结果. ■ 

现在我们证明可以用右理想代替左理想来定义雅各布森根. 

定义环 K 中的犖位 是捎有 左右逆的元索即存在尽使得 

UV = 1 = VU. 

命题 8.36 ( 丨 ） 如果 R 是环，則 

HR ) = U 6 尺：对一切 r , s 6 /?,l + rw 是尺 中的单位}. 

( II ) 如果 R 是环，且 /( R ) 是 R 的一切技大右理想的交，則 /( R > = /( R ). 

证明 （丨）令 W 是使得对一切有 l + rxj 是单位的一切 iei? 的集合.如果 •r€W, 
则令 *=-1 得到对一切 r6R, 1 —《 •是单位.丙此 l-r;r 有左逆，从而根据命題 8.31,:rej(R). 
所以， VVGJ(R). 关于反包含，设 •!€/(/?〉. 根据系 8.35, J(R) 是双边理想，因此对一切 j€R 有 
«€/(/?)• 命题 8.31 说，对一切 r 6R. l-r_r S 是左可逆的，即存在 “e /?使得 u U — f ： w) » 1 .于 
是，«= 1+KTXJ. 现在因 J(R) 是双边理想，所以 (-^)jsei(R). 因此“ 有左逆（命® 8.31 〉 . 另 
一 方面，“也有右逆，就是 1—rjrj. 根据习题 8. 16, “是 R 中的单位•所以对一切 r, S eR,l_rTj 是 
i ? 中的 单位. 最后，把 r 换成 一;•， 得是单位，因此 

(li >在 （ 丨 > 中对 J ( R > 的描述是左右对称的.在证明命题 8. 31和系 8.35 的右边版本之后， 
可知 _ T ( R ) 也能如（丨）那样描述，从而推出 J '( R ) = J { R ). _ 

习® 

8.23 ( I >推广引理 6.69 的证明，以此 ffi 明如果4是除环，則由 < S > 定义的 a < S 是一个相关关系 • 

< II >用定理 6. 71 ffi 明除环上的毎个左向童空间有基 • 

( I )用定理 6. 72证明除环匕的一个左向*空间的任意两个基有相同的基数 • 

8.24 如果 * 是域， A 是布限维代数.定义 

L = { A « € End *( A ) * A . * x \-* ax ) 

和 

尺 ={ 外 € End * ( A ) * p s * x \-* xa }. 

证明存在 A - 代数同构 

和 

提示： 证明由 al - A ■定义的函数 A - i ■是单射 i - 代败映射，因 A 是有限维的，所以它也是满射. 

8.25 ( 1 ) 设 C 是除环 D 的子除环. ffi 明 D 是 C 上的左向嫌空间，由此可定义 [ DiC ] = dime ( D ). 

<«) 如果 ZGC £ D 是除环的塔，其中 [£>• C ] 和 [ C ， 幻有限.則 [ D «2] 有限，且 
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[D « Z ] = [D * C][C * Z ]. 

携示： 如果 《 i , ，…，〜是 D 的作为 C 上的 左向* 空间的基 ， q ^是 C 的作为2上的左 向董空 

间的基，证明一切(在这个次 序下〉 的集合是 D 在 Z 上的基. mu 

8. 26 (模律〉设 A , B 和 A ' 都是模 M 的子棋.如果 A ' QA , 证明 A H (B + = (A A B > + A '• 

8. 27 ( I ) 设 0 —A —S — C —0 是某个环 J ? 上的左 /?- 模的正合列. 证明： 如果 A , C 都有 DCC , 則 S 也有 

DCC . 由此推出，此时 A ㊉ B 有 DCC 

( II )设 0- A—B — C — 0是某个环 R 上的左 R - 模的正 合列. 通 明： 如果 A , C 都有 ACC , WB 也 
有 ACC 由此推出，此时 A ㊉ B 有 ACC . 

( IH ) 证明每个成为极小左理想的直和 的环部 是左阿廷环. 

8. 28 ( L * Small ) 证明形如的一切矩阵的环是左诺特环，但不是右诺特环，其中 a 6 Z e Q . 

8. 29设/?是一切 2 X 2 矩阵=的环，其中 Q ,6, r € R . 证明尺是右阿廷环，但不是左阿廷环. 

提示： 及中只有有限个右理想 • 但对 Q 上的毎个向量空间 VGR , 

[: oHB a - v } 

是一个左理想. 

8. 30举出一个环的例子，它不网构于 IT . 

8.31 ( I ) 如果尺是交换环， i £ 明 K 没有幕 零元. 

( ID 举出一个交换环 R 的例子，它没有幂零元，但 

8. 32设 A 是域，•证明 a == 是左拟正 W 的•但主左理想拓 i 不是左拟正則理想. 

8. 33 (丨> 如果 A 是除环•证明的有限子屏未必是循环群.与定理 3. 30作比较 •（阿 米苏尔 
(& A . Amitsur ) 发现了除环的乘法群的一切有限子群 .） 

( II ) 如果△是除环，它的中心是特征/0>0的域， E 明4<的每个有限子群 G 都是循环群. 

提示： 考虑 F , G , 并运用定理 8. 23. 

8. 34如果/?是环， M 是左 /?- 模，证明 Hom R ( l ?, M ) JI 左模，并 i £ 明它同构于 M 
提示： 如果 /• I ?— M 和 〆 € K , 定义 〆 /• rh /( r /> . 

8. 35如果▲是特征0的域，則 End 4 a [ l ]〉 包含算子 

x « fit ) 和 : y 丨 /⑴ H * </(/). 

(I >如果 AU ) 是由 i 和: y 生成的 EmUrtl ]) 的子代数，证明 

yx — xy + 1 . 

( ID 证明 A〆 *) 是左诺特环，它没有真非平凡双边理想满足左右消去律（如果《关0, W 等式 o 6 ==ac 

或等式如= m 蘿涵 • _ 

注： 习理 8. 35可以这样 推广： 用…，“]替代用偏导数 

X. » fit x . — .«.) 

替代算子: r ， 用 

yt 1 /(,”•••，/■) — »—./.) 

替代算子; y . 由々 .-, x ., y , ,-. y . 生成的 Erxi (41^ 的子代数 ⑴叫做 * 上的”次外尔 代敝. 
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外尔 （ H . Weyi 〉 把这个代数引人量子力学中的动置模型和位置 算子. 可以证明对一切1,4/10 
是左诺特单整环（见 McConnell " Robson 所著的 《Noncommutative Noetherian Rings 》19 页）. ■ 


8.3 半单环 

群是一个抽象的对象> 我们只能把它画作一个“朦胧之物”，写作一个大写的 G. 当然，存在熟 
悉的具体的群，诸如对称群 S„ 和域 A 上向置空间V的一切非奇异线性变换的一般线性群 GL(V). 
有限群 G 的表示是 G 到这种熟悉的群之中的同态，对于 G 它们具有根本上的重要性. 

我们先呈示群表示和群环之间的联系. 

定义蜉 G 的一个 A - 表示是一个同态 

o 1 G —► GL.( V) * 

其中 V 是域 A 上的向量空间. 

注意，如果 dim(V>=n, 则 GL(V> 包含&的同构复制[如果 w …％是V的 一+ 基且 
，则存在非奇异线性变换: T*V — V 使得对一切所以，置换表示是々-表示 
的一种特殊情形.群表示可以翻译为模的语言（把下面的证明与命题 8.8 作比较〉. 

命题 8.37 每个表示 ( MO - GUV ) 祀 Vfc 置* 一个左沁-模的结构，记这个模为 V tf . 反 
之，每个左 AG - 棋 V 螭定了一个▲-表示《^0— GL ( V 0. 

证明 给定同态 a: G+GL(V>, 记 为〜， 并定义作用 AGXV— V为 

(E a f* ) w = S a ^»« (u > - 

经简单计算可证明V配置了这个标 si 法后是一个 ^E*G - 模. 

反之，佃定 V 是左* G - 模. 如果 geG ， 则定义了一个线性变换 T ， V — V . 此外，7；的 
_逆是 7 V , 所以 7 V 是非奇 异的容 易脸证由…容卜 7 ",给出的函数 wg - gl ( v > 是卜表示. ■ 
如果 riG - GL ( V ) 是另一个卜表示，”和7«分别是命理8.37中由^ a 确定的 K ；- 棋，那 
么什么时候回忆如果是线性变换， W 可以把 V 做成 *[>]- 棋，记为 V T , 并在 
命题 7.3 中我们知道，如果 Si V — V 是另一个线性变换，则 PgV 1 ■当且仅当存在非奇异 fiV-V 
使得 S = VTf~ l . 

命题 8. 38 设 G 是觯， a , T > G — GL ( V > 是*-表示，其中4 是城. 如果 V 和是命超 8. 37中 
定义的相应的 kG - m , 則作为 K ；- 糢有 V •兰 V 1 当且仅当存在胙奇异 f | V — V 使得对每个 
< pr (. g ) = aig )9. 

注我们常说 f 交 SSa 和 r . 

证明如果 PV " — V * 是同构，則 V是向量空间的同构，满足对一切 x；€V 和茗€0有 



但 W 中标置 乘法的定义是 p = r ( g >( v ) ,而 V "中标量乘法的定义是幻； = < K g Ki ;). 因此对一切 
茗 e G 和 X ； € V ，有 f(t ■(度 KxO > 所以对一切 g € G , 

9 r (gy = 

反之，命题假设给出对一切 G , 外■(容 ）=( Kg ) 史，其中9是非奇异 A -线性变换，从而对一切 
g 6 G 和 I /6 V 有 P ( r ( g ) T ；) =<»( g >9>( v ). 由此易知？是 AG - 同构；即9>由容保持标量乘法._ 
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我们现在用矩阵重述上面的命題. 

系 8.39 设 G 是群， Mat , U > 是表示， 則作为 * G - 模有（是*>*兰当且仅当存 
在非奇异 nXn 矩阵尸使得对一切; c € G , 

Pr(x)P^ 1 = a(x). 

例 8. 40如果 G 是有限群， V 是域 A 上的向量空间，则平凡同态 WG — GL ( V ) 定义为对一切 
•r eG ，< xCr > = l v .对应的 AG - 模 V ° 叫做平 / UG - 模： 如果 t » eV ， 则对一切 x € G,w = w •平凡區 D 
棋 t (也叫做主 fcG - 模）记为 

V 0 (*). ■ 

现在介绍一个重要的环类 i 我们将会看到大多数群代数都是半单环. 

定义称左 K - 模是半单的，如果它是单模的直和.称环 R 是左半单的，如果它是极小左理想 
的直和 e . 

回忆如果把环 i ? 看作左 /?- 模，則它的子模是它的左理想，此外，左理想是极小的当且仅当它 
是单左 K - 模. 

下一命題推广了例 8. 30. 

命«8.41如果环 R 是左半单的，《它的左《想有两个鍰条件. 

证明因 R 是左半单的，它是极小左理想的直和： i ?= 设1=乏>,,其中 . 如 

果广 = e - 则从而〜•々》■,• W 此，如果 e , =0, WL ; -0. 由此可知，只有 
冇限个非零 M ，即 R = ㊉ … ㊉ L ,. 现在列 

R = L, ㊉…㊉ 3 “ ㊉… ® L, 3… 2L„ 2 {0> 

是合成列，这是因为因子模是…，/««,它们是单的.根据命® 8.17, R (作为它自身上的左 
模） 有两个链条件. ■ 

我们现在刻脚任意环上的半单模. 

命题 8. 42 —个左棋 M (在任意环上）是半单的当且仅当 M 的每个子模都是直和項. 

证明假设 M 是半单的，《此从= - 其中每个 S , 都是 单的. 对任意子集 JGJ 定义 

/€7 

S» = Zsj - 

如果 B 是 M 的子模，佐恩引理给出满足性质 sin B =<0> 的极大子集 KG J , 我们断言 M=B ㊉ 
S K - 只需证明对=8+5 |£ ,这是因为根据假设它们的交为 {0} ,从而只*证明对一切_/€ J , S ; £ B + HH ] 
S K •如果 ） 6 K ，则 S ,. G S K £ B + S K . 如果_；•任 K ,則极大性给出 （ S K + S y ) 于是 

sic ■+■ sj =6^0, 

其中 〜e s K ，巧 e s j9 be b . 注意 sj ^ o 9 否 w 〜= 6 e s K n b = { o } • 因此 
Sj = b — s K ^ Sj r \ ( B-f S K ). 

从而各 n ( b + s k )^{ o }. 但冬是单的，因此名 = s,+n ( b + s k > , 且正如所 要的各 gb + s k . 

所以 M = B @ S k . 

现在假定 M 的每个子模都是直和项. 


© 可以定义一个坏是右半* 的. to 果它 ft 极小右理想的直和.然而 • 在系 8. S 7 中.我们将看到一个坏是左半单的当 
仅当它是右半单的. 
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(丨）每个非零子模 B 包含一个单直和项 • 

设 非零. 根据佐恩引理，存在 B 的满足的极大子模 C 根据系 7.18, C 是 B 的直和 
项：.存在某个子模 D 使得 B = C ㊉ D. 我们断言 D 是单的.如果 D 不是单的，可以重复刚才的论 
证证明 D = £)' ㊉吖，其中 DMT 都是非零子模.于是 

B = C ® D = C ® D ’®£ T . 

我们断言 C ® D ' 和 C ㊉ D •之中至少一个不包含原先的元素 6. 否则，6 = /+^ = /+，，其中 〆 ， 
c〃e C e d ' 和 ， err 但 给出/ . 因此 </’= 
d"= 0 , 从而 6=</6 C , 与 C 的定义矛盾.最后， C © D ' 或 C ㊉ £ T 与 C 的极大性矛盾 • 

( II ) M 是左半单的. 

根据佐恩引理，存在 M 的极大单子模族 | >6 W ,使得由这个族中的单子模生成的子棋 U 

是它们的宜和 ，U= 2 S > 根据假设， U 是直和项，有某个 M 的子棋V使得 M = U@V. 如果V 
= {0} ,证明已经完 k. 否则.根据（丨>,存在某个包含在V中的单子棋 S, 它是一个直和 项：有 
某个 v'£v 使得 v_s@v'. 族 U <S> 违反了第一个单子模族的极大性，因为这个 
大族也生成它的直和.所以 V— 彳0> ,从而 M 是左半单的. ■ 

系 8.43 ( 丨 > 一个半单糢 M 的每 个子棋 和每个商模都是左+单的. 

( II )如果 J ? 是 （左） 半单环，則每个左 R - 櫻都是半 单糢. 

_ <«) 如果/是半单环 J ? 中的双边理想，則商坏 R // 也是半单环 • 

证明 （ 丨 ） 设 B 是 M 的子模 .B 的每个子模 C' 自然都是 M 的子模.因 M 是左半单的，所以 
(:是 M 的直和项，从而根据系 7. 18, C’ftB 的苜 和项. 因此根据命理 8.42, B 是左半单的. 

设 JW/H 是 M 的商模.现在 H 是 M 的直 和项. 从而有 M 的某个子棋使得 M=H ㊉ H '. 但 
根据第一段，是左半单的，且 M/H 兰 H'. 


( II ) 存在自由左 K - 棋 F 和满射 K - 映射 F - M . 现在 R 是它自身上的半单模（这是半单环 
的定义），因此 F 是一个半单模.于是 M 是半单模 F 的商，从而根据 （丨〉 它是半单的. 

< iii ) 首先，因为丨是双边理想，所以 R // 是环. 根据 （ H , 左 R - 棋 R // 是半单的，因此它是 
直和 R " 兰 2 S , , 其中$是单左棋.但每个^作为左 （ i ?//)- 模也是单的.这是因为 S , 的任一 
( K //)- 子模也是~的尺-子模.所以是半 单的. ■ 

系 8. 44 < i ) 有限生成左半单 R - 模 M (在任意环上）是有限个单左模的直和.特别地，左 

半单环 R 是有限个极小左理想的皇 和. 

(li ) 左半单坏《,，…，的直积 R = i ^ X •••><；?■ 也是左半单环 • 

证明 （丨〉 设々，•••， i „ 是 M 的生成集.因 M 是左半单的，它是单左模的直和，比如 M = 
•现在每个 or , = ^勺只有有限个非零分量. 其中因此 Ui , …，1胃}只涉及有限个 
Sj , 比如 S & ，-, s K . 所以 

Me < Xl ,- ,1,> G S 、 ㊉…㊉ S 人 £ M. 

i ? 作为自身上的左半单模是循环的，因此是有限生 成的. 所以 R 仅仅是有限个单左子模的直 
和；即 i ? 是有限个极小左理想的直和. 

(B ) 因每个 是左半单的，所以它是极小左理想的直和，比如= _/„ ㊉ … ㊉ • 在例 
8.5 中我们看到每个 _/ a 不仅是 i ?,. 中的左理想而且也是 R 中的左理想，由此_/»是 i ? 中的极小左理 
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想.因此 J ? 是极小左理想的直和，从而它是左半单环. ■ 

由此，域的有限直积是交换半单环（本节的后面要证明它的 逆〉. 例如，如果《是无平方因子 
的整数，则孙子剩余定理蕴涵^■是半 单环. 同样，如果 A 是域，且 /(： c > e 是不同的不可约多 
项式的积，则 * W /(/( i » 是半 单环. 

我们现在可以推广命题 8.20, 除环 A 上的每个左向量空间（不必有限生成）都有基.每个除环 
都是左半单环，4自身是唯一的极小左 理想. 所以毎个左厶-模 M 是4的复制的直和，比如 
M = gl . 如果而€ A 非零 . m X =< x , * «_€/>是 M 的基. 这就解释了在命题 8. 42 的证明中为 
什么 flj 现佐恩引理. 

下一结果表明左半单环可以用雅各布森根来 刻脚. 

定理 8. 45环；？是左半单的当且仅当它是左阿廷环且 J ( R ) = {0}. 

证明如果 R 是左半单的.则根据命题 8.42. 存在左理想 J 使得 R = J ( R ) ㊉ 丨.由此根据习题 
8.15 (|),存在幂等元和/6 /使得1 =«+/• 因 J ( R ) ,命® 8.31 说 /=1— «有左逆， 

存在 tt € R 使得 “/- I . 但/是幂等元.从而 /=/• 因此1=“/=«户= (“/>/ = /, 从而一/=0. 

根据习题 8. 15 ( B ), J(R)e=J(R), 所以 /( R ) = {0}. 最后，命 H 8. 41证明 J ? 是左阿廷环 • 

反之，假定 R 是左阿廷环且 J < R > = <0}. 我们先 证明： 如果/是/?的极小左理想， 则 I 是 R 的 
直和项.现在 /? M 0 h 从而〖$_/(!?)>所以存在不包含丨的极大左理想/\•因 I 是极小的，所以它 
是单的，从而 /flA 不是/就是<0>.伹/门犬=/ 蕴涵 fSA, 产生矛盾，因此 /f!A=Un.A 的极大 
性给出 = 所以④ A . 

选取 -- 个极小左理想 / i , Ri ? 是左阿廷环，所以存在这样的极小左理想.正如刚才看到的， 

有某个左理想氏使得现在根据命8 8.29 ( » ), B , 包含一个极小左理想，比如 
从而存在左理想 B 2 使得氐=/ 2 @8 2 .这个构造法可以迭代，只要鱿有左理想的严格降 
链8 | =38 2 =^“25^ | .如果对一切 r , B r ^{0}. 則违背 DCC > 所以有某个 r 使得,因此 

乙 ㊉ … ㊉ L 且 R 是半 单的. ■ 

注意链条件是必 需的. 例如 Z 是稚各布森半单的.即 J ( Z >~{0}, 但 Z 不是半单环. 

现在我们可以证明下面的值得注意的结果. 

定理 8. 46 (« 普金斯-列维茨基丨 如果环 R 是左 W 廷环，《它是左诺特环. 

证明只要证明 R 作为它自身上的左模有合成列，这样立即可用命埋 8.17 证明 R 作为它内身 
上的模是左诺 特环. 即 R 有左理想的 ACC * 

如果用 / = •/(«> 表示雅各布森根.則根据命题 8. 34,有某个 m > l 使得 _T = {0} ，从而存在链 
R ，2 J 3尸3 J 3 3…2广= W . 

因毎个尸都是 R 中的理想，它有 DCC , 所以商尸 / J * +1 也有 DCC 现在根据定理 8.45， R // 是半单_ 
环[它是左阿廷环的商，所以是左阿廷环，根据系 8.35 (I), 它是雅各布森半单 的]. 因子模 
J r / J 9+, 是 （/?//>- 模，因此，根据系 8.43, 是半单模，从而它可分解为单 （ R / J )- 棋的直 

和（可能无 限〉. 但只能有有限个直和项，这是因为 JV 尸 +1 的每个 （ R //)- 子模必定是 R - 子模， 

而 J v /J 1+I 关于 R - 子模有 DCC 因此存在单 （ R / J ) - 模 S ,. 使得 

JVJ" +l = & ㊉ S 2 ㊉… ® S P . ? 

一 -次删除一个单直和项产生的一个列，它的第 i 个因子模是 

( S ■- ㊉ S i+ 丨 ㊉ … ㊉ S ,)/( S i +1 ①… ㊉ S ,) 兰 S ,-. 
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现在单 （ R / J )- 模 S , 是被 J 零化的 K - 模，所以 S , 也是一个单 R - 模，因此我们已经构造了 /V 尸+ 1 
作为左 i ?_ 模的一个合成列.最后，对每个<?用这种方法加细 J ? 原来的列，得到 i ? 的合 成列. _ 

当然，定理 8. 46的逆命理不成立. 

下一结果是基本的. 

定理 8.47 |NtescM«e 定理）如果 G 是有限群， * 是特征不拢整除丨 G 丨的域，則是左半单环 • 

注如果 * 有特征0,假设恒 成立. 

证明根据命埋 8. 42,只要证 明 + G 的每个左理想/都是直 和项. 因 * 是域， 々 G 是上的向童空 
间，/是子空间.根据系 6.49, J 是（向置空间的）直 和项： 存在子空间 V (它可以不是 KJ 中的左 理想〉 
使得 4 G = f ㊉ V . 存在《 -线性变换 d ： kG -* I 使得对一切6 G J 有 d (. b ) = bRktrd=V [每个 u e kG 
有形如 《 = 6+ t < 的唯一表达式，其中/和 V ,«« u > = 6] • 如果 d 是 4 G - 映射而不仅是映射， 
则根据系 7.17 的判别法，证明就可以完成，丨是的直和项当且仅当它是一个收缩核；即存在 AG - 映 
射 D 4 G -7 使得对一切“氐 J 有 D ( U > = «. 我们现在用一种“平均”方法迫使成为一个 AG - 映射 • 
定义 D » 4 G —4 G 为对一切 “ 6 , 

D(u) ° jh ? c xdU ~ lu) - 

注意根根据对 ♦的 特征的假设，在4中 | G | 关0 ,因此它可逆.显然 D 是一个4 -映射. 

(i ) imDC /. 

如果和：色©,则为 inw / G /) , W 为 f 是左理想，所以 
_所以， D ( u ) 定义中的每个项都在/中，从而 D («> 弓 L 
( II )如果 6 e K 则 D («=6. 

因6 € /，从而 x~ x b e /，且 d (. x ~ l b ) = x ~ x b . 于是 jd (, x ~ x b ) = xi -1 6 = 6 .所以 ^ xd (. x ~' b )= 

*€« 

\ G \ b , 因此 £ K 6) = 6. 

( ill ) D 是一个 kG 映射. 

只要证明对一切 g€G 和一切 《1 6 kG 有 D ( gu ) =《£)(«> •而 



= 点石严广 ㈨ 


= D ( gu ) 

(因 j 遍历 G ， 所以 y = 供也遍历 G > • ■ 

Maschke 定理的逆定理也 成立： 如果 G 是有限群， A 是域，它的特征整除 | G | ，则 AG 不是 
左半单的，习题 8. 37有一个证明的概要. 

进一步分析左半单环之前，我们给出它们的几个特征. 

命题 8.48 在坏1?上下列条件 等价： 

( I ) /?是左半单环. 

( ii ) 每个左 R - 模都是半单模. 

( iB ) 每个左 /?- 模都是内射模. 




代 
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( IV ) 每个左 /?- 模的短正合列分裂. 

( V ) 每个左模都是投射模. 

证明（丨）冷（11).由系8.43(|)(如果 i ? 是半单环，则每个•模都是半单模）立得. 

(H )=>( W ) • 如果 E 是左 /?- 模，则命題 7.64 说，如果每个正合列 0 —£：— 分裂，则 
£：是内射模.根据假设， B 是半单楔，从而命题 8. 42蕴涵序列分裂，即£：是内射模. 

( W )=>( IV ). 如果 — 0是正合列，则和每个模一样，只要 A 是内射模，该正合 

列必分裂（见命题 7.64) • 

( IV )=>( V ). 给定棋 M , 存在正合列 

0 —〆- 

其中 F 是自 由的. 根据假设，该序列分裂，从而 ㊉ ，.所以 M 是自由模的直和项，因此它是 
投射模（见定理 7.56) • 



( V )=^( I ). 如果 J 是尺的左理想，则 

0 I R R/ 1 — ^ 0 


是一个正合列.根据假设，尺/7是投射的，所以该序列分裂（见命题 7.54), 即 J 是尺的直和项. 
根据命题 8. 42, R 是左半单 /?- 模.所以是左半单环. ■ 

由于半单环上的模的优良性质，以致有环的整体維数的概念，用以测 fi /? 离开半单性程度， 
我们将在第11章中讨论整体维数. 


下面是更多左半单环的例子 • 韦徳伯恩-阿廷定理证明再没有其他的左半单环. 


命理 8. 49 ( | ) 如果△是涂环，7是4上的左向量空间，直 dim ( V ) = n ，則 End ^ CV ) ^ 

Mat ^ C ^ P ) 是左半单坏. 

( II ) 如果厶丨， … ，厶 m 都是除环，則 


是左半单环 


Mat ” （么！ ) X ••• X Mat ”_ (A m ) 


证明（丨〉根据命题 8. 24,有 


End ^( V ) ^ Mat „( End A U )), 

根据命题 8. 12, End ^^)^^. 所以 End ^ CV ) ^ Mat m (A op ). 

我们证明 End A ( V ) 是半单的.如果％,•••, %是7的基，定义 

Col (» = { T € End ^( V ) « 对一切 i •关） 有丁 (％) = 0}. 

易知 Col ( p 是 EndJV ) 中的左 理想： 如果 End A ( V ) ,则对一切 《• 关 j 有 S (7 V ,) = 0 • 回忆例 
8. 30：如果我们考察 M a t B ( d ° P > 兰 E n d A (\0 ,则 Col ( p 对应于 COL (», 它是除第）列外都是0的 
所有矩阵.显然 

Mat a U op ) = COL ⑴ ㊉…㊉ COL ( n ). 

因此， Erid / V ) 也是这样的直和.我们断言在例 8.30 中，每个 COL (>> 都是极小左理想，从而 
End ^( V ) 是左半单环.现在我们证明 Col ( i ) 的极小性. 

假设 J 是 End A ( V ) 中的非零左理想，且 JQCoKP . 选取非零的现在 F (巧 > = « i 关0,否 
则 F 会消去每个基元素从而变成 0. 如果 CoKj ) ,记 TXvpsu ;. 因11^0,存在 S € Enc ^( V ) 使_ 
得 S ( x ;) = tt -. 现在 
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SF(vi) 


0 

S ( u ) = w 


如果 i 乒 
如果 i = 久 


所以 t = sf ， 这是因为它们在基上一致.因/是左理想，从而： rei •所以 Coio > = i , 且 Coi ( y 〉 
是极小左理想. 

( « ) 从 （丨） 和命题8_44 ( il ) 立得，因为，如果 A 是除环，則根据习题& 13, 也是除环. ■ 

系 8.50 如果 V 是味环厶上的”蛾左向量空间，則对 l <_ j </ i , EncU ( V ) 中的一切极小左理想 
Col ( j ) 都同构. 


证明设 h ，...，％是7 的基. 对毎个 j 定义& : V— V为交换％和巧而固定其他％的线性变 
换 •易 知: Th*7> ，•是 同构 Col(l>—CoKp. ■ 

在引理 8.61( M ) 中，我们会看到 En4(V) 中的一切极小左理想都 同构. 

定义称坏 J ? 为簞环，如果 R 是非零的 JLR 没有非零真双 边埋想 • 

在命0 8. 59中，我们会看到每个左阿廷单环都是半单的. 

命 * 8 . 51 如果 4 是除环， «i?= Mat, ( 厶）是单坏 . 

证明一个矩 阵单位 En 是一个 ”X„ 矩阵，该矩阵除 p, 9 处的元素为丨之外，其他元素都是 0. 
矩阵单位形成看作4上左向量空间的 Mat,(4) 的基，这是 因为毎 个矩阵 A = [%]有唯一的表达式 

A = 2 a v £ 0- 

[当 然， 这就是说= n*.] 经简单计算可知矩阵单位按照下面的法则相乘： 




0 

E it 


如果 >#* 
如果 j = k . 


假设 N 是 Mat „ Ca > 中的非零双边理想.如果 A 是 A / 中的非零矩阵，比如它有非苹元索％关0 •因 
N 是双边理想，对一切包含.但 

E n AE ii = E n 2 a « E w E 为 


= E #. S a v E *, 


= 2 a *« E ^ E *» 

= a u E »- 

因“,>关0,且 4 是除环，所以 aJJ 1 , 从而对一切 e JV . 而一切的集合张成厶上的 
左向置空间 Mat . CA ) ,因此 N = Mat ,(^) . _ 

我们现在证明命題 8.49( S ) 的逆：每个左半单环都同构于除环上的矩阵环的直积.第一步里示 
如何产生除环 • 

定理 8.52 (舒尔引理）设 M 和 M ' 都是单左 i ?- 模，其中 R 是坏. 

(i ) 每个非零 R - 映射/: M —从都 是一个同构. 

(It ) End R ( M ) 是瞭环.特别地，如果 L 是坏 R 中的极小左 a 想， « End R ( U 是除坏. 

证明 （ 丨）因 M 是单的，它只有两个 子模： M 自身和 <0>.现在因为/关0,所以子模 ker / 
^ M • 从而 ker /= {0} ，即/是单射.同样，子模 im /# {0} ,从而 im /= ,所以/是满射. 

(H ) 如果/| Af — M 且/关0 , M 根据 （i >，/是同构，因此它有逆/ -1 6 EndjjfM ). 于是 
环 End B ( M ) 是除环. ■ 



引理 8.53 如果 L 和 L ' 都是坏 R 的板小左理想， 刻下面 每个味述蘊涵它下西的一个： 

( 1 ) LL r ^{0), 

(2) Hom * a , Z /) # <0} 且存在夕 € L ' 使得 L ' = Lb ' •, 

(3) 作为左 R - 糢有 L 主 i /. 

如果还有則 （3) 蘊涵 (1), 即三个陈述等价. 

证明设 L 和1/都是极小左理想. 

(1>=>(2) • 如果 LL ' 关彳0},则存在6 6 L 和 6' 6 1/使得乒 0. 于是由 il - ay 定义的函 
败 /« L - L ' 是非零 R - 映射，从而 H Omji a , L ')#{0}. 此外，因为 L 6' 是极小左理想 L ' 的非零子 
模，所以 LA ' =!/• 

(2) =»(3).如果 Hernia ,!/) 关<0},則存在非零的/ > L - i / ,根据舒尔引理，/是同构， 
即 L 兰1/ . 

(3) 和 L 2 _{0>=>(1).假定1. 2 关{0},于是 存在； r ,; yeL 使得关 0. 如果 giL — 1/是同 

构，则0关 gixy ) = xg ( y ) e LL ' . W 此 LL ' # . ■ 

注意，如果 /(/?) = {0}， 則 L 2 tM 0}. 否則 /. 是幕零左理想，系8.33给出乙£只1?) = <0},产 
生矛盾 • 

命題 8. 54如果尺=是左半单坏，其中/^是极小左《想，則每个单 K - 模 S W 构于某个 L # . 
证明现在根据习®8•34, S 名 Hom R ( l ^， S )关{0>•如果对一切）， Hom R a ” S ) =彳0},则 
Hom R ( R ， S ) =■ <0} (因为/? = L ,). 因此有某个 > 使得 Hom R ( L ,_ ,5) 关 <0丨 . 因~和 
S 都是单的，定理 8.52 < i >给出 L >^ S . ■ 

下面是一个富丁-想象的证明. 

证明根据系 7.14, 存在左理想/使得 SSR /7, 从而存在列 
R 3 / 2 10}. 

在命题 8. 41中，我们看到 

/? = L, ④ …㊉ L, 2 h ㊉…㊉ L, 3… 2L. 3 {0} 

是合成列，它的因子棋是 M ，…， L ,. 现在施赖埃尔加细定理（定理 8.15) 说这两个列有等价的加 
细.因一个合成列只允许有®复其项的加细，所以因子模 S 出现在第一个列的加细中必同构于第二 
个列的一个因子模，即有某个《•使得 S 兰 ■ 
例 8. 55平凡 4 G - 模 VqUX 见例 8.W ) 是一个单換（因为它是一维的，除了 {0> 和它自 
身外没有其他的子空 间）. 根据命埋 8.54,V 0 (4> 同构于 *G 的某个极小左理想 L . 我们寻找中满 
足对一切 A6G 有 A« = “的元索“ = - 以此求出 L. 对于这样的元索 

^ - 2 a ^ = 容= “• 

ir€C g^c 

因 G 中的元索形成向黃空间* G 的*,所以系败相同，从而对一切 g 6 G 有= a/ ^ ,特别地， 
ai = a * -由于该式对每个 A € G 成立，因此一切系败气都相等.所以，如果定义 ye «； 为 

7= 2 茗， 

<cc 

则“是 y 的标 量倍. 由此， L =< 7 > 是一个左理想同构于平凡模 v 0 (« . 此外， < y > 是唯一的这样的 
左理想. ■ 
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一个抽象的左半单环 R 是极小左理想的 直和： ,并且我们知道对每个 j , End R ( Lp 是 
除环. 下一步是求 R 的直和项，这些直和项最终是矩阵环：它们来自归并同构项得到的 i ? 的极小 
左理想分解. 

定义设 R 是左半单冧，并设 

R M ㊉ … ㊉ L , , 

其中 L, •是极小左理想.給直和項重新标号，使得最先的 m 个 * 想 Lp …， L •没有两个同构，而 
在给定的分解中， 每个卜 同构于某个 L ,., 其中左 * 想 

B. = 

称为 K 关于分解 R == 的单分置. 

在系 8. 62中，我们 ; 将看到单分置不依赖于況的极小左理想的直和 分解. 

我们把韦德伯恩-阿廷定理 e 分为两 部分： 一个存在定理和一个唯一性定理. 

定理 8. 56 (韦德伯恩-阿廷 I ) 环 I ?是左半单环当且仅当同构于一个除坏上的矩阵环的 直积. 
证明充分性是命題 8. 49. 

关于必要性，假定尺是左半单的.现在 R 是它的单分董的直和： 

尺=氏㊉…㊉ B w • 

其中每个是同构极小左理想的 直和. 命题 8. 12 说存在环同构 
R ot， ^ End R ( i ?), 

其中只看作它自身上的左模.现在根据引理 8. 53,对一切 i ^ j 9 Hom R ( B i9 Bj ) = {0} ,从而运用 
系 8. 26得到环同构 

R" ^ End R (R) ^ Endj^B 丨 > X …X End R ( B m ). 

因为是 M 的同构复制的直和，根据命题 8.24, 存在环同构 

End R ( B t ) ^ Mat ”,（ End K ( L ,)), 

根据舒尔引理， End R ( L ,) 是除环，比如厶,，从而 

R° 9 = Mat ni ( A ,) X …X Mat ”.（△_)• 

因此， 

[ Mat ,, ( A >]印 X …X [ Mat .. (^)]^. 

最后，命题 8. 13给出 

R 三 Mat ”，（△?»> X …X Mat ”_ (從 ）• 

因为根据习® 8. 13,对一切 i , 也是除环，从而证明 完成. 

系 8.57 环 K 是左半单环当且仅当它是右半 单环. 

证明易知环是右半单的当且仅当它的对立环 i ?° p 是左半单的 
部分，我们看到 

R° p ^ Mat ,, ( A , > X …X Mat ,_ ( A w > ， 

其中 A ^ EncUa ,). 


■ 

. 但在定理 8.56 的证明的中间 


© 书徳伯恩对半单数证明了这个定理，其中* 是域* 阿廷把这个定理推广为这里陈述的那样.这个定理说明了 
W 廷环这个名称的来由. 




作为这个系的一个推论，我们可以说一个环是半单的，而不必有形容词左或右. 

系 8.58 交換环 K 是半单的当且仅当它同构于有限个城的直积. 

证明域是半单环，从而根据系 8. « (ii ), 有限个域的直积也是半 单的. 反之，如果 K 是半 
单的，则它是除环上的矩阵环的直积.因 K 是交换的，所有矩阵环必定都是 1> U 大小的，且所有 
除环必定都是域. ■ 

虽然半单的名称似乎蘊涵单环是半单的，但这是不淸楚的.事实上，没有 DCC 的假定，这是 
错的（单环不是半单环的例子见 Lam 所著的< A First Course in Noncommutative Rings 》 ， 43 页〉. 

命題 8.59 单左阿廷环 J ? 是半单的. 

证明 ( Janusz ) 因 R 是左阿廷环，它包含一个极小左理想，比如当然 L 是单左 i ?- 模.对 

每个由 /«(*) = ：« 定义的函数 / a » L — R 是左 R - 棋 映射： 如果 re /?, 则 

/, (rr) = (rr)a = r(jo) = r/„(x). |563| 

现在而 L 是单模迫使 ker /^ = L 或 ke r / a = 彳0} . 在第一种情形有 La = <0 h 在第二 
种情形有 LS La . 于是， L 或都是 <0} 或者是一个单棋. 

考虑和显然， f 是左理想 i 它也是右理想，这是因为对 6弓 i ? 和 LaGl 有 
-€* 

( La)b = L ( ab ) Z I . 因 R 是单环，非零双边理想/必等于 R . 我们断言 R 是有限个 La 的和.如同 R 
中的任一元素，幺元1在某个 La 的有限和中> 比如1 e + m + 如果则6 = 61泛 
b ( Le , + … + L ^) C Lq + … + （因为 + ••• + 是左理 想）. 因此， i ? = + -+ Le n . 

为证明 R 是半单的，只要证明它是单子棋的 直和.取” 为满足 R = L ei +•••+/•«„ 的极小 整数, 

我们断言尺二乙*! ㊉ … 根据命理 7. 19,只要证明对 一切“ 

n (S Le >)= «»• 

如果这个交不是 <0}, 则心 ，的单 性表明门 （ SL ^) = Le , • 即这与选取的 n 是 
极小的矛盾.因此，/?是半单环. ■ 

下面的系由命® 8. 59和韦德伯恩-阿廷定理立得. 

系 8.60 如果 A 是单左阿廷环，則有某个和某个除环4使得 A 兰 Mat /厶〉. 

下一引理给出左半单环享有的一些重要性质，将用来完成韦徳伯恩-阿廷定理，这通过陈述它 
的组成成员的唯一性来实现•特别地，要证明系 8.60 中的整数和除环4是由 A 唯一确定. _ 

引理8_61设 R 是左半单环，丼设 

= 乙1 ㊉ … ㊉ [• = © … ㊉ ， 

其 t /^是 极小左理想，是 K 相应的单分量 • 

(i ) 每个是环，且是 K 中的双边《想，当•关 I •时. BiB , = {0}. 

( I ) 如果 L 是 R 中的任一极小左 a 想，它不必出现在 R 的给定的分解中，則有某个 i 使得 
L 主 L f 且 L S B ; • 

( iii ) R 中的每个双边理想 D 是若干 B , 的直和 • 

( IV )每个都是单坏. 

证明（丨）每个战都是左 理想. 为证明它也是右理想，考虑 

B,R = ㊉…㊉ G BiB, + - + B i B m . 

回忆对每个 i ， B , •是同构于 L ••的若干左理想 L 的 直和. 如果 LSL ; 和 L ' 兰~ ,则运用引理 8.53 中 



的逆否命题非 （3) =>非（1>得到当 >关《时乙1/ = <0}.因此，如果 >9^, 

BiBj = (E L )(S L/ )^SlX / = <0}. 

LSI L'^L, 

于是，坟圮 + … + B , B w c •因 B , 是左理想，所以 B . B , Q RB { Q B , . 由此 Q B , ， 所以 
是右理想，因此它是双边理想. 

在证明玖是右理想的最后一步中，我们看到•即 B , 在乘法下封闭.所以要证明 B , 是 
环，现在只要证明它包含 幺元. 如果]是尺中的幺元，則 l = q +*"+ e w , 其中对一切 *•, e^Bi，in 
果 A 6 取，則 

bi = lbi = + … -he m )bi = efii » 

这是因为由（|>，只要关 * 就有同样，等式乂=6,1给出6 〆 ,=6,因此6是^中的 
幺元. 所以取是环 e . 

C il ) 根据命题 8. 54,有某个 i 使得极小左理想 L 同构于 L ,. 现在 

L = RL = < B , ㊉ … ® B „> LCB 1 I > + …+ 8»^. 

如果则根据引理 8.53, =.{0> • W B , 是右 理想. 所以有 

LC B f L £ B ,. 

( III ) R 中的非零双边理想 D 是左理想，根据命 0 8. 29 («), 它包含某个极小左理想 t 现在根 
据命® 8. 54,有某个 i 使得 h 我们断言找£门.根据引理 8. 53,如果 L ' 是玖中的任一极小左 
理想，则有某个使得 L ' = L 6'. « LSD 且 D 是右理想，我们有 L ' = W S LI/£DR G D . 
我们巳经证明了 D 包含每个同构于1*,.的左理想 | 由于 B ; 是由这种理想生成的.所以记/?= 
均 ㊉ B ; ，其中 B , - 满足 B , S D ,以及 B ; = 满足 Bj ^ D . 根据系人18 (它对非交换 

环上的模成 立 ）， D = B ， ㊉ （D D Bp •但 D 门坧= <0} ,否則它要包含某个极小左理想 L 兰~ ,其 
中_/€•/，和上面一样.这迫使 B ; S £>. 所以 D = B ,. 

( IV ) B . 中的左理想也是 R 中的左 理想： 如果 R ，则 < 2 = Y, a i • 其中七€色 I 如果4 6 
B,, 则时 B ; B , = {0}， 所以有 

abi = ( a , 4- •••+ a „)6| = 6 B,. 

同样， B , ■中的右理想也是 R 中的右理想，因此 B , •中的双边理想 D 也是 R 中的双边理想.根据（||>, 
K 中的双边理想都是单分量的直和，因此 DQB ,. 蕴涵0={0}或£)=8,.,所以玖是单环. ■ 

系 8.62 如果 R 是半单环， W 包含一个极小左《想1^的单分量是由一切同构于的板小左理 
想生成的左 * 想. 所以，半单坏的单分量不依箱于 R 的极小左理想的直和分解. 

证明由引理 8. 61 ( « >可得. _ 

系 8. 63 ( I ) 如果 A 是单阿延环，則有某个除坏4使得 A 名 M a t ,(4> • 如果 L 是 A 中的极 

小左理想，《每个单左模同构于 L ， 此外， 4°» SEnd A ( L ). 

(■) 两个左 A - 模 M 和 N 两构当且仅当 dim ^ JWsdim ^ JV ). 特别地，如果 A = Mat 
« M^N 多 且仅当 sdim ^ N ). 

证明因 A 是半单环，每个左模 M 同构于一个极小左理想的直和.但根据引理 8.61 ( H ) 

极小左理想都同构，比如同构于 L ， 从而 dinvjCMVn 是分解中直和项的个数.如果作为左 Mai 


© 8;不是 R 的子坏，因为幺元 c , 不 ftR 中的幺元 1. 
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模 Ai^N, 则作为左4-模 M 兰 N, 从而 dinv/M) = dim 4 (N). 反之，如果 dim/AO = nd = 
dim A (N)， 則 M 和 N 都是 L 的个复制的直和，因此作为左 A- 模 A^JV. 

现在可以假定 A = 和 L = Q > Kl ), CcJ ( l ) 是由后面 n -1 列为0的一切 nX ” 矩阵组成的极小 

左理想（见命题8.49> • 定义 f < A — End A a > 如下：如果厶和 则％ 卜 《. 注意灼是 A - 
映射：它是加性的且如果 a € <4和 JL 则有？ > rf ( a <) = ( a < )d = a(. Id) = o ?> d ( <). 其次， 9> 是环 
反 同态： 9 i = l t , 它是加性的，且細’ = : 如果 <6 L ,则 ^ 9dU) = <Pd(. Id') =td'd = ||66] 

V - y ( f ), 即 ¥> 是环同态 — ErnUa ). 为证明炉是单射，注意每个<€1^1^1,(4)是元索在 A 中 
的 矩阵. 因此 W = OS 涵 < = 0. 最后证明 V 是满射.设/€ End A a ). 现在 L = A £„ ,其中£„ 

是矩阵单位（每个单模由它的任一非零元索生成）.如果〜€厶，令 Oi, ..•,«»] 表示1•中第一列是 
(“ ■ ，…， 而其他元索都为0的"X”矩阵.记 /(£„) = [4, …,毛]. 如果 t € L , 贝!1/形如[“丨，…， 

«J ，只要用矩阵乘法的定义容易看出[«!,•••,、] =[叫，…, 《J£„ . 因/是 A- 映射， 

/([«!.•••,«„]) = /([«, 

= [“1 ，…， “K 

-=[Ml ，…， = ?>rf, ([«1 f— 

所以正如所要的 /=?></, €imf. ■ 

R 的单分 ft 的个败 m 是一个不变#，因为它是不同构的单左 R- 模的 个数. 然而还有更强的唯 
一性结果. 

定理 8. 64 (韦* 伯*- 阿廷 H) 每个半单坏 R 部是一个直积， 

R 三 Mat., (.At > X …X Mat.. (4康）， 

其中 «,>1. 4是除坏，并且教 m 和… 以及除环由 R •♦ —螭定 • 

证明设 R 是左半单环，并设^=8,㊉…㊉ B ■是由 i? 的某个极小左理想的直和分解形成的单 
分■分解•假设 R = B 彳 X...XB :. 其中每个是双边理想而 ft 也是单环.根据引理 8. 61,每个 
双边理想是若干 B, 的立 和. 但琪的宵和项 fl, •不能多亍一个，否則单环 B; 包含真非；双边理 
想. 所以， i = m , RJ： 新标号后对-一切，•有 B;= B,.. 

抛弃下标，剩下的是证明如果 B = Mat,(d) S MavU*〉 = B' ,则 n=n 且厶兰在命® 

8.49 中，我们证明了 Col( O ( 由除第 < 列外其他列都是0的一切矩阵 组成〉 是 B 中的极小左理想， 

从而 Col(/) 是单 B- 模.所以， 

{0} S Col(l) S Col(l) ㊉ Col(2) £ … e Col ⑴㊉…㊉ Col(”） = B 
是 B 作为它自身上的模的一个合成列.根据若尔当-赫尔徳定理（定理 8.18), 71和因子模 Col(<> 

是 B 的不 变霣. 现在根据系 8. 63,对一切/ ,Col( O^CoI(l) ,因此只需证明4可以从 Col(l) 重 
新得到，而在系 8. 63 ( | ) 中已经做到了： 4兰 End^CoKl)) 0 * 1 • ■ 

当域々是代数闭域时，对群代数 KG 的描述可以简化. _ 

系 8.65 (Mollen) 如采 G 是有限群，是是代教闭城，它的特征不能整除丨 G| , « 

= Mat,, (4> X …X (*). 

证明根据 Maschke 定理， MJ 是半单环，它的单分量同构于形如 Mat/4) 的矩阵环，其中4 



是中某个极小左理想 L 的 Eiu ^ a )' 所以只要证明 End iC ( L ) op = il =*. 

现在 EndwaPeEm ^ a )# ,因 I •是*上的有限维向量空间，所以 EndJL )"* ■也是是上的有 
限维向童空间，因此 dsEndwa ) 0 ' 1 是4上的有限维向量空间.每个/€ End t ( ； a ) 是一个 /6 G - 映 
射，因此是一个映射；即对一切 a € A 和《 6 L ， fiaut = a /( u ). 所以由 aH - au 给出的映射 
— L 与 / 可 交换, 即 *( 等同于一 切％) 包含在 4 的中心 2(4) 中.如果則衣和是中的 
每个元素可交换，因此由4和《?生成的子除环 H 5) 是一个（交换） 域. 由于4是*上的有限维向 fi 
空间，从而《幻也是4上的有限维向量空间：即 《( 沿 是域*的有限扩张，因此根据命题 3.117, « 
是是上的代败元素.但4是代败闭的，因此且 4 = 4. ■ 

例 8.66 存在不同构的有限群 G 和 H , 它们有同构的复数群 代数. 如果0是”阶阿贝尔 
群，则因 C 是代数闭的，所以 CG 是 C 上的矩阵环的直积.而 G 是阿贝尔群 S 涵 CG 是交换的， 
因此 CC 是 C 的； I 个复制的 直积. 由此，如果 H 是任一 n 阶阿贝尔群，则 CGSCH . 特别地， 

和 I 2 ® I 2 是不同构的群，它们有同构的复数群代数.由该例可知，群 G 的某种性质会在群代数 
CG 中消失. ■ 

系 8.67 如果 G 是有限群，4是代數闭城.它的特征不 能整蜍| G | ,则丨 G | =« f + g + … 

其中的第《’个单分量由 》,•><〜 鉅阵组成.此外，我们可以假定 ni - ie . 

注定理 8. 149说一切 n , 都是 | G | 的因教. 

证明作为*上的向量空间， AG 和有相同的维数，这是因为根据系 
8.65, 它们是同构的.但 dim ( AG>-I GI ,右端的维数是 2 dim ( M a t ,, (4>) = ；^»»? • 

最后，例 8. 55证明存在唯一极小左理想同构于平凡棋 V e U >, 对应的单分量，比如珥是一维 
的， ■ 
CG 中单分量的个败 m 有群论的解释，我们先来求群代数的中心. 

定义 设匚! ，…， C , 是有限群 G 中的共 耗类. 对每个定义类和为元素 ~ eCG , 它由 
z i = 2 * 

给出. 

下面是共轭类个数 C 的环论解释. 

引理 8.68 如果 r 是有 限解 G 中共耗类的个教，則 

r = dim c(Z(CG” • 

其中 Z ( CG ) 是群代数的中心.事实上， Z ( CG ) 的基由一切类和组成. 

证明如果~ = 是一个类和，則我们断言勺 € Z ( CG > • 如果 A € G , 则如，这是 

#€ C , 

因为用 G 的任一元索作共轭只是共轭类中元素的 置换. 注意，如果 jX , 則巧和 没有共同的非零 
分置，因此* ：,,•••, t 是一个线性无关表.剩下的要证明 * ，张成中心. 

设 “= 如果因此对一切《巨0有《2 < ^-> = a < r 于是，如果 

g 和《在 G 的同一个共轭类中，则它们 在“中 的系数相同，这就说明《是类和巧的线性 组合. _ 

定理 8.69 如果 G 是有限群， 《 CG 中单分量的个教 m 等于 G 中共耗类的 个教; •. 


© 根据例 8.55. 群代数《；恒有唯一的极小左理想同构于 V 0 (4) • 即使 * 不是代败闭的. 
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证明我们在引理8.68中刚看到广=<«1»1 ( ；(2((»».另一方面，矩阵环的中心 Z ( M at % ( C )) 

是一切标童矩阵的子空间，因此根据习題 8.12 (爾），《 = dime ( Z ( CG )>. _ 

本节的开始我们看到群 G 的《 -表示对应 4 G - 模.现在我们回到表示. 

定义称鮮 G 的表示是不可约的，如果对应的模是单的. 

例如，一个一维（必不 可约〉 表示是群同态 A 其中* )< 是4的非零元索的乘法群. 

平凡模 VoCt ) 对应表示，对一切 *6 G , A f = l . 

下一结果是构造有限群的特征表的基础. 

定理 8.70 如果 G 是有限群，«它的不可约复數表示的个數等于它的共 fe 类的个敷 r . 

证明根据命题 8. 54,每个单 CG - 棋同构于一个极小左 理想. 因极小左理想的个败是 m[CG 的单分 
量的个数],我们知道 m 是 G 的不可约 C - 表示的 个数. 而定理8_ 69说 m 等于 G 中共轭类的个数 r . ■ [5691 
例 8. 71 ( i ) 如果 G = S 3 , 則 CG 是六 维的. 因为 S 3 有三个共轭类（根据定理 2.9, S „ 中共 

轭类的个数等于不同循环结构的个败），所以有三个单分量，维败分别为1,1和 4. (不用定理 8.69 
也能知道这个亊实，因为把6写作平方和，除了六个丨的和之外，只有一种方 式). 所以 
CS 3 名 CXCX Mat z ( C ). 

—维不可约表示中的一个 ft 平凡表示，另一个是 明>1 (符号函败). 

(li ) 我们现在对 G=Q (8 阶的四元数群）分析* C . 如果 A = C , 则系 8. 65给出 
CQS Mat„,(C ) X ••• X MatJC ) , 

而系 8.67 给出 

I Q 丨= 8 =» + ”| + …+ ”;， 

其中〜=〗.由此，或者一切 n , = l , 或者四个〜=1和一个 《,=2. 第一种情形不可能发生，因为这 
将蘧涵 CQ 是交换环，但四元数群 Q 不是阿贝尔群.所以 

CQ^CXCXCXCX Mat 2 ( C ). 

我们也可以用定理 8. 59 ,因为 q 恰有五个共轭类，就是 •，乃 , UJ >. 

群代数 RQ 比较复杂， W 为 R 不是代败 闭的. 习題 8.20 证明 H 是 RQ 的商，由于 RQ 是半单的， 

W 此 H 同构于 RQ 的一个直和项.由此， 

RQS RX RX RX RX K . ■ 

下面是韦徳伯恩-阿廷定理的一个爽心的应用. 

命 *8.72 设 R 是坏，它的单位元索鮮 U = U ( R > 是有限的■为奇教，是阿贝尔鞾， 

且存在正整數叫使得 

11/ I = JT (2 - - 1). 

证明首先我们注意到在 R 中1 = _1, 否则一 1是偶数阶的单位.考虑群代数 A 17, 其中 
A = F 2 .因 * 有特征2且 | U | 是奇数， Maschke 定理说 *1； 是半单的.存在环映射: 把1/ 

中元索的每个 A - 线性组合带到“它自身”.现在 R ' = im 9 是包含 L ； 的 R 的子环（因为 4 U 有 限〉， 

因为局限于子环不会制造任何新的单位.所以 U = l /( l ?'). 根据系 8.43 (1). 环 /?' 是半单的，因_ 
此韦德伯恩-阿廷定理 I 给出 

K '= IlMa ^ (4, ). 

• -1 ' 
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其中每个厶都是除环. 

现在因 J ?' 是有限的，所以△，是有限的， 从而厶 是有限除环.根据“另一个”韦德伯恩定理， 
即定理 8.23, 每个厶都是域•但在 R 中一 1 = 1蘊涵在厶中一1 = 1，因此每个域厶有特征由 
此对整数％>1有 

U. 1=2' 

所有的矩阵环必定都是 1 X 1 的，这是因为较大的矩阵环必包含一个2阶元索，就是 J + K ， 其中 K 
是最后一行第一个元索为1而其他元素为0的矩阵.例如， 

[1 ?t=b ；]-■ 

所以只'是特征2的有限域的直积，从而1/ = 1/(/?') 是一个阿贝尔群，它的阶如命埋中 所述. ■ 

由此，比如说.恰有 五个单 位的环是不存在的. 

雅各布森-谢瓦菜 《 密性定理在 20世纪30年代得到证明，它是韦徳伯恩定理对某种非阿廷环的重 
要推广_环 R 称为左本黡环，如果存在忠实单左 R - 模 S ; 即 S 是单棋，并且如果和 rS =<0} ,则 
r -0. 可以证明交换本原环是域，而左阿廷左本原环是单的.现在假定 J ? 是左本原环. S 是忠实单左 R - 
模，用△表示除环 En 4( S >. 稠密性定理表明，如果 R 是左阿廷的，则 KSMat - Ca 〉， 而如果1?不是左 
阿廷的， 則对每个整数 《>0,存在 R 的子环使得 R , 兰 Mat ^ Ca ). 读者可参考 Lam 所著的 《 A First 
Course in Noncommutative Rings ). 191—193 页. 

韦徳伯恩-阿廷定理引导了几个领域的研究，其中两个是描述除环和描述有限维代数的.除环 
将在第9章的中心单代数和第10章 的叉积 代数中考虑，现在我们讨论有限维代败. 

由于 Maschkc 和 Molien 的定理，韦徳伯恩-阿廷定理可以应用到有限群 G 的常表示；即应用到 

棋上，其中丨是特征不 能整除 | G | 的域. 我们知道此时是半单的.然而，模表示，即是的 
特征整除 IGI 的棋 fl 然地产生了.例如，如果 （； 是有限 p - 群，其中/■是某个素数，则极小正 
规子群 N 是1%上的向最 空间. 现在 G (通过 共轭） 作用在 N 上， 闪此 N 是 F〆 ？- 模. 在有限单群 
_的分类中广泛地使用模表示.布饶尔 （ R . Bra Uer > 在模表 示的研究中看到不可分解模 M 比不可约模 
更重要.回忆模 M 是不可分解的，如果没有非零模 A 和 B 使得 JW = A®B (在通常情形下，一个棋 
是不可分解的当且仅当它是不可约的[即单的],但在模的情形下不再成 立）. 当是半单的时候， 
命題 8. 54说只有有限个不可分解模（对应于极小左理 想）. 然而，这在模的情形下 不真. 例如，如 
果々是特征2的一个代数闭域，* V 和有无限个不同构的不可分解模. 

称域★上的一个有限维 * 代数 R 有有 K 表示型.如果只有有限多个不同构的有限维不可分解 R - 
模. 希格曼 （ D . G . Higma n > « 明： 如果 G 是有限群，则对每个域 A , 4 G 有有限表示型当且仅当它 
的•切两罗子群 G 都是循环群 .20 世纪50年代提出了称为 Brauer - ThraH 猜想的两个问睡.设 R 是 
非有限表示型的环. 

( I )不可分解 R - 模的维数是无界的吗？ 

( II ) 是否存在严格递增序列力 ， n 2 , …，对毎个；有无限多个不同构的维数为 n , 的不可分解的 
i ?_ 模？ 

1968年， A . V . Roiter 对第一个猜想给出了有重大彩响的肯定 回答. 紧随其后， P . Gabriel 引人 
了图论方法，把有限维代数和某种称 为箭困 的有向图联系起来.他证明了一个连通箭图具有有限多 
个不同构的有限维表示当且仅当该箭图是邓肯 ( Dynkin ) 图,0, ， E S , E 7 或之一（邛肯图是描 
述复单李代数的多里图，见778页的讨论) . Gabriel 的结果可以 用遣传 代数 A (单边理想是投射 
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A - 棋〉 重新表示 . V . Dlab 和 CRingel 把 Gabriel 的结果推广到一切邓肯图（通过 G 的任意型 A ) •他 
们证明了一个有限维遗传代数具有有限表示型当且仅当它的图是邓肯图的有限并.此外，用考克斯特 
函子（它是由 LN . Bernstein , L M Gelfand 和 V . A * Ponomarev 为了给出 Gabriel 结果一个新的证明而 
引入），他们用所谓的广义邓肯图把分类推广到温额表示型的遗传代数（无限表示型代数分为温顺型 
和野型两 类). 随后，第二个 BrauerThraH 猜想的确认是对一切遗传代数推出的.对代数闭域上的一 
切（不必是遗传的）有限维代数的 Brauer-Thrall II 的肯定解答来自 R Bautista , P . Gabriel , 
人 V . Roiter 和 LSahnerdn 的可乘基 定理： 每个有限表示型的有限维 A - 代数有可乘基 B : A 的一个向 
量空间的基满足两个基向*的积在 BU <0} 中.亊实上 • 他们证明了存在可乘基，它包含本原正交幂 
等元的完全集以及根基的每个幂的一个基 .M Ausiander 和 I . Reiten 创立了涉及殆分裂净列（定义在 
第10章中）和奥斯兰德-柏滕蓊图的理论，这个理论推广了考克斯特函子的概念，提供了 （任 意）有 
限维代数的新的不可分解表示的构造.从此，奥斯兰德-赖滕 （ AushmdefReiten ) 理论成为研究有限 
维代数表示的最有力的工具.对 T 这些思想的讨论，读者可参考 ArtiirNesbitt - Thmll 所著的 《Rings 
with Minimum Condition >• Dlab-Ringel 所著的 CIndecomposable Representations of Graphs and Alge ¬ 
bras ) .Memoir AMS 173 ♦ 1976# Jacobson 所著的 I The Theory of Rings》，Jacobson 所著的 《 Struc - 
ture of Ring 》 ， Drozd - Kirichenko 所著的 CFinite Dimensional Algebras 》. 

习 B 

8 . 36 设 A 是上的”维 4 -代数.证明 A 珂以作为 的* •子代败嵌入 MauU ). 

提示：如果 《 i € A ， 定义 * A A 为 * xh^ax . 

8.37 设 G 是有限群•并设 A 是交换环.定义 AG •^为 

(这个映射叫做增广映射，它的核叫做增广理 ' 想， idW ). 

(i >证明 e 是…嗾 射，且作为▲-代败有由此推出是扣中的双边理想. 

< 11 ) 证明其中是看作平凡 K ；- 模 的走. 

提示： G 是包含 JI 4 一《1»<1 —的双边理想. 

( IH > 用 （ M > 明： 如果扣=抑7,则 V = < v >, 其中心 
提示：如同例 8. 55那样论证. 

( IV )假定*是特征 p 整除丨 G | 的域.证明不是左半单的. 

提示： 首先证明 e ( v >=0, 然后证明短正合列 


8. 38如果△是除环•还明 Mat , (△> 中的每两个极小左理想 同构. （与系 8.50 作比较 •） 

8- 39环 R 中的一 个元索 a 叫做零因子，如果关0且存在非零6 使得以 = 0( 稍确地说， a 叫做左零因 

子，6叫做右零因子> • 证明 一个没有零因子的左 阿廷环 R 必是除环. 

8. 40设 V — V 是线性变换，其中 V 是域 A 上的向搋空间，又定义 4[ T ] 为 

社 T ] = *[: r ]/( m (: r >) ， 

其中 mOr ) 是了的极小多项式. 

<丨 ） 如果 m ( i ) = ，其中/ •( j ) e *0] 是不同的不可约多項式，且〜会 i , 证明 4[ t]s 

p 


[572] 
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[5731 ir*W/<^(i) v )- 

( ii ) 证明 A [ r ] 是半单环当且仅当 *» G ：> 是不同线性因式 的积. （在线性代数中，我们证明上面的条件 
等价于 T 是可对角化的，即 T 的任一矩阵[从丁的某个选定的基产生的]相似于对角矩阵，〉 
8.41 如果 G = D ,, 即8阶二面体群，求 CG . 

8.42 如果 G = A ,, 求 CG . 

提示：中有四个共糖类. 

8. 43 <1>设4是域，并认为 sgn ， S , — (±1}<4•定义 SigU ) 为做成 * S .- 模的4 (如同命题8.37>,如果 
yGS . 和<!€4, W y a = sgn ( y ) a . tt 明 SigU ) 是一个不可约 4 S ,- 模.又，如果*的特征不是2,則 



( II ) 求 CS s . 

提示： S, 中有5 个共辘 类. 

8.44 设 G 是有限群.并设*和《都是代数闭域，它们的特征/>和 9 都不能整除丨 G| . 
( I ) 证明 4G 和 KG 的单分 M 的个败相等. 

( II ) iE 明 G 在*上的不可约表示的次数和 GAK 上的不可约表示的次数相等. 

8.4 张置积 


我们现在介绍一个新的概念, © 即张貴积.它用来构造诱 导表示（它 把子群的表示扩张为整个群 
的表示).张量积在代数的其他领域也十分有用，例如它们涉及双线性 S !、 伴随同构、自由代数、外 
代数和行 列式. 希®立即知道韦德伯恩-阿廷定理和 Maschke 定理对于群的影响的读者可以直接跳 
到下一节，因为我们将给出的第一个应用——伯恩赛 徳定理 一在证明中没有用到诱导表示.另一 
方面，我们也将证明弗罗贝尼乌斯的定理，那是要用到诱导表示的. 

如果 A 是域， H 是群 G 的？群.則 W 的一个《-表示和一个模是同一个东西， G 的一个 
A - 表示和一个 4 G - 模是同一个 东西. 如采能够迫使一个 AH - 模 JW 成为-•个模，则可以从子群 
的表示造出大群 G 的表示•更一般地.如果 A 是环 R 的子环，我们要迫使一个 A - 模 M 成为一个 
R - 棋.如果 M 是由集合 X 生成的 A - 校. 则每个 m€M 有形如 / n = ，•: r , 的表达式，其中 
_ a € X . 或许我们可以取形如的一切表达式.其中以此来造出一个包含 M 的 R - 模. 
这个天真的方法注定要失败.例如，一个 n 阶循环群 G = < g > 是一个 Z - 模，我们能够使它成为一个 
Q - 模吗？一个 Q - 模 V 是 Q 上的向量空间，易知如果 V * 9 € Q , 刺 qv = 0 当且仅当 9 = 0 或 
v = 0 . 如果能够用上面描述的天真方法造出一个包含 G 的有理向量空间 V ,則 ng =0 会导出在 V 中 
« = 0!添加标 ft 来获得大环上的模的目标仍然有价值，不过很明显我们不能对它的构造如此大度 • 
对此可行的方法是用張量积. 

引人张 M 积最注自的理由之一来自代数拓扑，那里对每个拓扑空间 X 指定了一 个同调 样的序 
列只，（；0,其中所有 n >0, 它是代数拓扑的重要 基础. 屈内特 ( KUnneth 〉 公式计算了两个拓扑空 
间的笛卡儿积 XX y 的同调群，该公式就是用了因子 x 和 y 的同调群的张量积. 


© 模的张量积 • 其中 r 是交 換环. 可 a 在第7«中引 人. 然*,将其8迟9|本拿介绍了*交換环 之后， 相信会得 a 

史好的 展示.如果把张量积放《较早的地方介绍.《必须分两步构 a 它们，先在第7章的交換环上构进，然后现在 
再在_«环上 构迪. 这不是一个好的想法. 
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定义设 R 是坏， Ar 是右模， R B 是左 R - 模，并设 G 是（加法）阿贝尔群.函數/: AX 
B — G 叫做双加性的，如果对一切 a,/e 办 ,V e B 和 r 6/?, 有 
fia ,b) — /(fl ， 6> 十 /( a / .6) ; 
fCatb-h b f ) = f(a ， b) + /(a ， 6’）i 
/( ar ,6) = fia>rb). 

尺-双加性函数也叫做配对函数. 

如果 i ? 是交換环， A , B 和 M 是 R -模，則函数 /: AXB — M 叫做尺-双线性的，如果它是 R - 双 
加性的且 

f(artb) *= /(a»r6) = r /(< i ,6). 

例 8. 73 ( 丨 ） 如果 R 是环，则它的乘法; —K 是双加性的，第 和 第二两个公理 

是左右分配律，而第1个公理是结 合性： 

fiiar ^b) — (ar)6 ~ a(rb) ~ /i(a 9 rb ). 

如果尺是交换环，则; u 是双线性的 .诉为 （ ar)b = a(rb) = r(ab) • 

C II ) 如果是左 /?- 模，则它的标 ft 乘法 — M 是双加性的；如果 R 是交换环，则 
cr 是双线性的. 

( W ) 如果 Mr 和 N 只都是 右只_模，对/6 和定义为 

rf * mH»/(mr)• 

则是左尺-模.读者可以证巩这样确实使 Horn 成为左 / HS . 此外，我们现在可以看到 
由 （ m，/)i —/( m > 给出的賦值函数 AfXHom R ( Af ,/ V > — A / 是 /?- 双加性的. 

域灸上的向*空间 V 的对偶空间 V •给出这个构造的一个特殊 情形： 陚值*数 VXV —备是 
R - 双线性的. 

( IV )如果 7- Hom z ( G , Q / Z > 是阿贝尔群 G 的庞特里亚金 （ Pontrjagin ) 对偶，则賦值函数 
GX(T —Q / Z 是 Z -双线性的. _ 

张 B 积把双加性函数转变为双线性函数. 

定义给定坏 R 和糢 Ai ^， r B , 則它们的张*积是指一个阿》尔鮮/ V ㊉ # eB 和一个 K - 双加性函数 
h * AX B A 

满足对每个阿贝尔群 G 和每个 i ?- 双加性系數/ : AXB — G , 存在嘈一的 Z - 同态/ * A ® rB - G 
使得下图 交換： 



如果/\和3的 张童积 存在，则不计同构是唯一的，因为它巳经定义为一个泛映射问题的解 
(见命題 7. 27的证明 >• 

时，我们常把 Atg ^ B 记为 A®R 

命题 8. 74如果 R 是环， Ar 和 R B 都是模 • 則它们的张量积存在. 

证明设 F 是以 AXB 为基的自由阿贝 尔群； 即 F 在一切有序对 （ a ,6〉 上是自由的，其中 aeA 
和定义 S 为由下列类型 


mi 



(a.6 + fr ， ) — (<JiW — (.atb') t 
(<j + a’，W — (a,6) — (.a tb ) : 

(ar,b) — (a,rb) 

的一切元素生成的 F 的子群.定义 A® r B = F/S, 记陪集 (a,6) + S 为且定义 
A | AX B-* A® rB 为 A 1 (a.6)h*a® 6 
(这样， A 是自然映射的限制）.在 A® R B 中我们有下列恒 等式： 
a®(6 + 6’） = a®6 + a@6’j 
ia + a) ®b= a 0 6 + a' ® 6» 
or ® 6 = a (g) i*. 

现在 M 然 A 是 K- 双加性的. 

考虑下面的图，其中 G 是阿贝尔群，/是 R- 双加 性的： 



其中 ii 是包含映射， rwt 是自然 映射 . W F •是以 AXB 为基的自由阿贝尔群，存在同态 

?>< F — G 使得对一切 （ a ,«,?>( a ,6) =/( a ,6). 现在 W / 是 R - 双加性的.所以 SGkerP , 从 而炉由 
/(a ® 6) = /(( o ,« + S ) = < P ( a , b ) = f ( a , b ) 

诱导出一个映射(因为 A® R B = F / S ) • 上面的等式可以写作 /A = /^ 即阳交换.最 
后，因为 A ® R B 由一切的集合牛成.所以/是唯 一的. _ 

注因 A ® R B 由形如 a 的元索生成，每个“ e A ® R B 形如 
“ = • 

u 的这个表达式是不•♦一的，例如有表达式 

0 = a ®(6 + 6 , )— a @ A — a®y 
= (a + a’）®A — a®6 — a’®6 
= or ® 6 — a ® r 6. 

所以给定某个阿贝尔群 G , —个峡射 g • A® r B — G 由相定 g 在生成元 a ® 6 上的值来定 
义必定是有疑问的，这样一个“函教” 或许不是合理定 义的. 因为用生成元来表达元素 
有许多表 达式. 本质上， g 只是定义在 F 上的（以 AXB 为基的自由阿贝尔群），因为 
A® r B = F/S , 我们还必《证明 g ⑸ = {0}. 最简单的（也是最安全的）方法是在 
AXB 上定义一个双加性凾数，它将产生一个（合理定义的） 同态. 在下一个怔明中， 
我们觯释这个方法. 

命题 8.75 设/| A R — A ' R * g : R B ^ R B ' 分别是右 J ?- 模和左 R - 模的映射，則存在唯一的 Z - 
同态，记为,使得 

f®g * a ® 6 h */( a ) ( g ) g (6). 

证明易知由 （ a ，6) H */ U >® g (6> 给出的函数 y : AXB — Y @ R B ' 是一个 1?- 双加性 函数. 
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例如， 

9 * Car yb ) H * /( or ) ( g ) gCb ) = fia ) r ® gib ) 

和 

9 ! ia , rb ) h * fCa ) ® g ( r 6) = /( a ) ® rgib ); 

因为在中有恒等式 a ' r ® 〆 , 所以两者 相等. 双加性函数9产生唯一的同态 
A ® rB ^ A ， 使得 

a® 6h»/(a) ® ^(6). ■ 

系 8. 76给定右 K-« 的映射 A 和左 K- 模的映射 B ^* B ' -^― B * , 

= / f ® g ' g . 

证明两个映射都把卜/ /( a )® 〆《(«. 这种同态 的唯一 性给出所要的 等式. ■ 

定理 8.77 给定 Ar ， 存在加性*子心 ， R Mod —Ab, 定义为 
F a (B) = A(g) R B 和 (容）= 1 a ® 

其 t /¥ : B — 是左 K- 模的映射. 

证明首先，注意 F A 保持幺元， F A (1 B > = 1 A ®1 B , 因为它固定每个生成所以它是幺 
元 1 a ® b . 其次， Fa 保持复合：根据系 8. 76,有 

Fa («’《) = U ® KK = Ha ® ^)<1 A ®g) = F A (g')F A (ff), 

所以是函子 • 

为证明 h 是加性的，®要证明 F A (g + h )^ F A ( g ) + F A ( h ) ，其中 /r,A I B - B', 即要证明 
= 因为两个映射都把 aSAH-aOWW + dlglAM), 所以等式成立. ■ 

我们记函子 为 A ® r . 当然，如果固定一个左 R- 模，就有一个类似的结果•.存在加性函子 
® kB ' Mod K -► Ab. 

系 8. 78 如果/， M—M* 和客 iN — 分别是右 R- 模和左 K- 模的《构，則 
® r N ， 是阿 fl 尔蟬的同构 • 

证明现在/01<是函子 FV 在同构/上的值， R 此府 1 N . 是同构，同样 ， 1 M ®« 是同构.根据 
系所以 /®/ f 是同构的复合，也是同构. ■ 

在继续陈述张置积的性质之前，我们暂时讨论一个技术问理.一般来说.两个模的 张童积 只是一 
个阿贝尔群，它有可能是模吗？如果是模，那么张 量积函 子是否不仅在 Ab 中取值，而且也在模范畴中 
取值？即 1®/ 恒为模映射吗？ 

定义 设 K 和 S 是环，并设 M 是 Wfl 尔群•則称 M 是 （ R , S >- 双模（记为 R iVf s ) ， 如果 JW 既是左 
R - 模又是右 S - 模，且两个标量乘法由一个結合 律狭系 起来：对一切 r € R,m 6 JW 和 j 6 S , 

rims ') = (rm)i. 

如果 M 是 (K,S>- 双模，可以写 _ 而不加括号，因为双模的定义说两个可能的结合是一致的. 

例 8. 79 ( I >每个环 R 是一个 (R,R)- 双模，額外的恒等式就是 R 中乘法的结合性 • 

< B >环 R 中的每个双边理想都是 （R,R )- 双模. 

(#1) 如果 M 是左 R- 模（即 M= r M 〉 则 M 是一个 <R,Z)- 双模， mM= R M z . 同样，右 K- 棋 JV 
是双模 z N r . 

(IV)如果 R 是交換环，则每个左（或 右〉 R- 模是 （J?,R)- 双模.详细地说，如果 M= r M , 


國 
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定义新的标量乘法 MXK — M 为 （m,r)l-rm. 为证明 M 是右 R - 模，我们需要证明= (mr)〆, 
即 （rrOm = /(rni) ，因 fr ' = A ，该式成立.最后，因为 r(m〆） 和 （rm)〆 都等于 （rr')m ,所以 
M 是 (J?,R )- 双模. 

(V)在例 8.6 中，我们把任 一左* G- 模 M 做成右 AG- 模.方法是对每个 m 6 M 和群 G 中的每 
个《定义尽管 M 既是左又是右模，但通常它不是一个 《G,*G)- 双模，因为所要的 
结合性公式可能不 成立. 更详细地说，设 g，A€G 和 m€M. 现在 /?(»!*)= = (gA _1 >m ，另 

—方面 ， （gmMsA-Wjgm) 为明确两者 SJ 以不间，取財=«；，；》=1和犮， A 为 G 中不 

交换的元索. _ 

下一引理解决了扩张标量的问 B. 

引理 8. 80给定双糢 和左糢 /»打.則张量■积 A® R B 是一个左 S- 禊，其申 
s(a ® 6) = (x>) ® 

同样，蛤定 A r 和 r B s , 张量积 A® r B 是一个右 S - 模，其中 = 

特别地，如果4是交換坏且 A 是6 -代教，« A(g)»B 是一个左 A - 模. 

证明对固定的由 a 卜 w 定义的乘法户， | A-A 是一个映射，这是因为 A 是双模给 
出 

ju,(ar> = siar ) — ( sa)r = fi ,(, a ) r . 

如果 F=® R fl : Mod — Ab . 则 F (内 ）：A® r B -A® r B | (合理定 义的〉 Z- 同态. 丁•是 尸 ( 灼 > = 
/i,® In ' a®6K(sa)® 6, 因此引理陈述中的公式有意义.现在容易直接验证对 A@ R B 模公 
理成立. 

由走-代数 A 是 (A，A>- 双模51得最后一个 陈述. ■ 

例如，如果V和 W 都是域《上的向量空间，则它们的张 M 积也是域 A 上的向最空间 • 
稍后，我们 知道证 明张*积的性质就是证明那些明 M 的映射确是合理定义的函数. 

对于最初的问®.我们已经有 了一些进展： 给定一个左 ff- 模 M , 其中*是环 K 的子环，我们 
可以用扩张标量的方法由 M 造出一个左 K - 棋；即引理 8.80 表明 • W 为 K 是一个 （K,«- 双棋， 
所以 K®*M 是左校.然而，我们还要研究为什么一个左《 模 M 不能嵌人 K®*M 中，其中* 
是环 K 的子环. 

下面扩张标置的特殊情形对于表示是重 要的. 如果 H 是群 G 的子群，/>> H —GL(V) 是表 
示，则广 H~*GL(V> 把V配置成一个左 tf /- 模结构.我们称为诱 导模. 注意 * G 
是右模（它甚至还是右 * G- 模），所以张 ft 积 V° = 有意义.此外，由引理 8.80, 

V 0 是左* G- 模. 在本章的后面我们要更仔细地研究这个结构（见624页的诱导 禊）. 

系 8. 81 ( i ) 给定双模 S A R , 則函子 F a = A® r i R Mod—Ab 事实上 在 5 1^1«« 中取值 • 

(H> 如果 R 是交換环， 則 八公/^是/?-模，其中对一切 reK, 
ria ® W = (ra) ® b = a® rb. 

(iii ) 如果 i? 是交換环， r ^ R , > B—B 是乘; • 的映射 ，《 

1 a ®//r * A ® r B — A 0„B 

也是乘 r 的映射. 

证明 （i ) 根据引理，我们知道是左 S- 模，其中 s(a®6) = ,所以只要证 

明： 如果 B 一 B' 是左 K- 模的映射，则 F A (g) = 1 A ®* 是 S - 映射.而 
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(1 a ® g )[ i ( a ® 6)] = (1 A ® g >[( sa ) ® 6] 

= ( sa ) ® 

=s(a 0 gb ) 根据引理 8. 80 

= 50A ® 客 ）（<*® 6>. 

(« ) 因尺是交换环，我们可以通过定义而把 A 看作 （ R ,/?)- 双模.现在引理 8. 80给出 
ria = ( m ) ® 6 = ( ar ) ® 6 = a ® r 6. 

( Hi ) 这个陈述只需从另一个角度来看上面的等式 = r ( a ©6) : 

® A < r ) C <» ® b )= a®rb = r(a ® b ). ■ 

我们已经对任意的可以是非交换的环 /? 定义了 /?- 双加性函数，而只对交换环定义了尺-双线性 
函数.张 B 积定义为涉及尺-双加性函数的某个泛映射问题的解，我们现在考虑当 i ? 为交换环时对 
于双线件函数的类似问題. 

下面是一个临时定义，很快就会看到没有必要作这个定义. 

定义如果 A 是交換环，則一个双线性乘积是指一个 A - 模 X 和一个 A - 双线性函教 /* | AX 
B — X ， 满足对每个♦-模 M 和每个 A - 双线性函教茗： AXB — 存在唯一的同态產 * 使 

得下图交換： 

AXB -4- ►A- 

W 

M 

下•结果证明纟-双线性乘积存在，但不是新东两. 

命题 8.82 如果 ▲ 是交换坏，且 A 和13是々-模，則模 A® 4 B 是一个 A - 双线性乘积. 

证明我们证明如果定义 A (( a ,6) =< i ®6, 则 供解. 注意由系 8.81, 也是务 - 
双线 性的. 因 g 是々-双线性的，所以它是双加性的，从而存在 Z - 同态 — 它对一 
切 (a,b) € AXB 有女 （ a ®6) = g(a 9 b) . 我们只需证明 i 是 A -映射.如果《6备，则 
giuia ®6)) = gC(ua) ® b) 

= g ( ua f b ) 

= ugia . b ) 因为 / f 是々-双线性的 

=■ 

作为这个命埋的一个推论，没有必要给出双线性乘积这个术语，把它叫做张量积就可以了. 

和 Horn 函子对照，张量函子服从某种交换律和结合律. 

命题 8.83 (交换性1 如果々是交換坏， M 和 N 是々-模，則存在同构 
r : M ® k N -^ N ® k M , 

其中 r 丨 h »«( x ) i 7 i . 

证明 S * 先，系 8.81 证明和都是模.考虑图 
MXN --- ► M%kN 

N9kM 

其中 =”( g ) m . 易知/是 ife - 双线性的，从而存在唯一的是-映射 r : Af® 4 iV — N ®* M 满足 


國 
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r « 交换 M ®* JV 和 JV ®* M 的角色得到的类似的图给出反方向的 ; t - 映射把 m — 

这两个映射的两种复合显然都是恒等映射， 所以！ ■是 同构. _ 

命题 8.84( 结合性1 给定 A R , R B S 和 S C , 存在同构' 

A ®*( B ( g ) s C ) SCA < g ) J ? B )® s C , 

它由 



给出. 

证明定义三加性函数 / iAXBXC — G , 其中 G 是阿贝尔群，为三个变元的每一个（当固定 
其他两个的时候> 都是加性甬数，对一切 
| 582 | fiar,b,c) = f(a，rb，c~> 和 f(a,k,c) = f{a,b,sc). 

考虑出图 



描述的泛映射问理，其中 G 是阿贝 尔群， /是（加性的，/是 Z - 同态. 同双加件函数和两个棋的张 
_#积…样，定义 T(A,B,C) ■ F/N ,其中 F 是-一切有序三元组 （a,U € AXBXC 上的自由阿贝 
尔群， N 是明 M 的关系 子群. 定义 A«/VXBXC—T(A,B,C>S 
h « (o,6，r) h*(a.6.c) + N 

(记 ( a , b , c ) + N 为容易验证这个构进对三加性函数给出泛映射问 H 的解. 

现在证明 A® R <B® S C> 是这个泛问®的另一 个解. 定义=加性函数 AXBXC- A® r 
(B® S C> 为 (a，6，f)h-a® (6®c> ,我们®要找出同态 / : A ® R (B® S C)-(； 使得/ 7 = /• 
对毎个 a € A, 定义为 （6,f> t-/(a,6,c> 的 S- 双加性函败 / a 1 BXC-G 给出唯一的同态 
/ a i B® S C-G 把 6® c h*/( a ,6,c) • 如果 则 

f a+t (6® c) = f(a + a ,b,c) = f(a,b,c) + f{a ,b,c) = /«(6® c> + / a -(A® c). 

由此定义为 «a,6®c) =/.«.®c) 的函数？ >1 AX(B(g) s C) —G 对两个变繳都加 性的. 它是 K - 
双加性的， 这是闪 为如果 r€/?. 则 

• P ( ar , b ® c ) = /.(60 c) = /(ar,*,c) = f ( a , rb , c ) — /„( rb < g ) c ) = 1 Ka , r ( b ® c )). 

所以有唯一的同态 / « A® r (B® sC ) G 满足 a ® (6® c)l-*9 , (a.A(3)f) = f ( a , b , c ) t 即 / 7 = /. 
泛映射问题解的唯一性表明存在满足 a ®6®ch- a ®(6@f) 的同构 T ( A , B , C )^ A ® r ( B ® sC ). 
同样经 ag )6® ch *( a ( g ) W ® c 有丁 ( A , B , C ) 兰 （ A ® r B>® s C ,因此经 a ® (6® W ® c 

有 A® r (B® s C )S(A® r B >® s C . ■ 

注元素 a ® c € T ( A , B , C ) 没有括号，将在下一幸构造张量代數时给以剖析. 

我们现在给出张量积的性质，这将有助于对它们的 计算. t 先，给出关于 Horn 的一个结果， 
_然后给出张暈的类似结果. 

回忆习题 8. 34:对任意左 K- 模 M , 对任意/€ Hom R ( R , M > 和任意定义 
rf * sh»/(sr). 

用环 i? 是 (i?，R)- 双模的事实可以验证 r/ 是 R- 映射，且 Hom R (J?,M) 是左 i?- 模.我们把它合并为 



下面的结果. 


命埋 8. 85 如果 Af 是左尺-模，« Hom R ( J ?, M > 是左 /?- 模，且由 9 M (/) =/( I )给出 /?- 同构 
9 m * Hom R (.R t M) M. 事实上， 9 = { f M } 是 Horn〆 /?, >和 ^ Mod 上的单位函子之间的自然等价. 

证明修改命題 7. 102的证明 即可. ■ 

命题 8. 86 对每个左模 M , 存在同构 

0 M - R M , 

其中〜： r ® mh - rm . 事实上，设= {$ M ) 是 K * R Mod 上的单位*子之间的自然等价 • 

证明由 （ r,m)h*mi 给出的函数尺X M—M 是 R- 双加性的，从而存在 R- 同态沒： R — 

M， 其中 r®m 卜 rm [用 R 是 （/?,/?)- 双模的亊 实]. 为证明沒是尺-同构，只*找出 Z- 同态 /*M— 

使得<?/和介都是恒等映射（因为现在只有一个问题，就是函数0是否是双 射）. 这样的 Z- 
映射由/*讲卜1(2);«给出 • 

为证明同构‘构成 A 然等价，我们需要证明对任意模同态下图 交换： 

R ® k M - l -^- h -^ R® R N 

4 \ e N 

M --- 

为此只要考察生成元 r®m 就够了.顺时针走， r®m—r®/i(m> — r/Km> ，而逆时针走， 
r®mh*rmh^A(rm). 因 A 是 /?- 映射 ，有 h ( rm ) = rh ( m ') ， 所以两者一致. _ 

下一定理说张 董积保 持任意直和. 

定理 8.87 蛤定右祺和左 /?- 棋 {« B , * I 6 /> . 存在 Z - 冏构 
*€1 •€! 

其中 9>| a® (6;>卜(《04). 此外. 如果 K 是交换坏， W9 是 K- 同构. 

证明因为由 /• (a,<6,))H-(a(g)6.) 给出的 ® 败/> AX ( (A® R B,.> 是 R- 双加性 

的，所以存在 Z- 同态 

?" A® R (2B. )- ■ 

满足如果是交换的.則和 2( A® R J3,) 都是 K- 模且 f 是 

.€1 •€/ 

R- 映射(因 为？ 1 是命埋 8. 82中的泛映射问題给出的函 数〉. 

为证明*是同构，我们给出它的逆.记内射巧一 gB, 为\ [其中第 j 个坐标 
为 b ” 其他坐标为 0], 因此，这个直和是 R Mod 中的余积，它 
给出有(？| ^>,+从）的同态 (?： 2(i4® R B,)—A® K (2B.) • 现在容易验证沒是 

y 的逆，所以？是 同构. _ 

有- •个 C* E. Watts 的定理（见 Rotman 所著的 < An Introduction to Homological Algebra), 77 
页）说 I 如果了： R Mod—Ab 是一个保持直和的（共 变〉 右正合函子，則存在右 R- 模 A 使得了和 
A® r 自然 等价. 



例 8.88 设6是域，并设 V 和 W 都是4-模，即 V 和 W 都是 A 上的向量 空间. 现在 W 是自由 

k -模，比如 2 <tu .> • 其中{叫： 《■ e n 是 w 的基.所以 v ®* w ■兰 2 v ®*< Wi >. 同样， 
■61 .«! 

V = S<»P • 其中<% *>€■/> 是 v 的基，且对每个〈叫>兰^〈巧>0*<叫>.但一维向最 
>e; >e/ 

空间<%>和 <叫> 同构于 I 命題 8.86 给出<%> ® 4 < w l > ^ <vj ® w 4 > . 因此， V ® k W 是以 
*«6 /.>€/} 为基的灸上的向量 空间. 在 V 和 W 都是有限维的情形，我们有 

dim ( V ® 4 W ) = dim ( V ) dim ( W ). ■ 

例 8. 89我们现在证明在张量积中可能存在元素不能写作的形式，其中 
设是域 A 上二维向量空间 V 的基.和例 8. 88—样， V @ 4 V 的一组基是 
Vi ® V! tVi ® Vz ,V 2 ® v x 9 V Z ® V 2 - 

我们断言不存在 U^w 6 V 使得 V \ ® V 2 + V 2 ® Vi = II ® XI ；. 否则，把 M 和 U ； 用 V 〗和 U 写出来： 
Vl ® V2 + V2 ® = U®tv 

= (.av\ + bvi ) ® (cvj + dvi ) 

=acvi ® Vj + odv\ ® + bcvz ® v* 4 - bdv^ ® ^2 • 

由基的线性无关性， 

flf = 0 = &/ 和 ad = 1 = &■• 

_ 第一个方程给出 a = 0 或 c =0, 不管那种情形，代人第二个方程可得0«1. ■ 

作为定理 8. 87的一个推论，如采 

是左模的分裂短正合列，则对每个右 i ?_ 模 A ， 

0-> A ® J ? B / U ® * - A ® r B —® P ^ A ® R B ff 0 
也是分裂短正 合列. 如果正合列不是分裂的会怎样？ 

定理 8.90 (右正合性）设 A 是右 /?- 模，并设 
B ' 

是左模的正合列，則 

A © r B / A ® r B 1 ■ ® P > A ® R B n 0 

是阿贝尔群的正合列. 

注（丨）序列的起始缺少 0— 将在后面 讨论； JE 然这与初始时把群 G 嵌入 Q 上向量空间 
的问超有关. 

( \\ ) 一旦证明了伴随同构，就可以给出这个定理的一个更好的证明（见命題 8.100) • 

证明有三点需要验证. 

( 1 ) im ( l ® i ) Cker ( l ®/»). 

只需证明复合是0;但 

(1 ® p)(l ® i ) = 1 ® />i = 1 ® 0 = 0. 

(II ) ker ( l ®/»)^ im ( l ® i ). 

S E = im ( l ® i ). 根据 （ i ) t E ^ ker ( l ®/»), 从而 l ®/> 诱导出一个映射 > * ( A ( g ) B )/£ — 
A ®1 T 满足 
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其中 A 和现在 • 如果 jt : 八@5-^04 0 5)/£是自然映射，则 

/ w = 1® p. 


因为两者都把 a^)bh*a®pb. 


A ^ rB - 5 - ^ ( A^nByE 

A 9 B " 

假设我们证明了/■是同构，则 

ker ( 1 ® 声> = kcr^r = kenr = E = im ( 1 ® i ), 

证明完成.为证明 > 确实是同构.我们构造它的逆 A ® B *—( A ® B )/£. 定义 

如下.如果 6" eB ", 因 p 是满射， 存在 be b 使得坤=6' 设 
/' ( a , b r ) Ko ® 6. 

现在/是合理定 义的： 如果衅|=6〃，则 p (6 — 4) = 0 和卜 ftjker /^ imi . 于是存在 ^€ B ， 使得 
ib ’ = b - b t ， 因此 a ®( A -6 l >= a ® i 6’ eim ( l ®,> = E . 显然，/是 R - 双加性的，从而张量积的 
定义给出同态 /• A ® B *—( A ® B )/£ 满足 /( a @6*) = a ® b + E . 读者可以验证/就是所要的 
多的逆. 

( ill ) l ®/> 是满射 • 

如果 2 a , ®6 ?e <4® B * ，则因 p 是 满射. 对一切《 •存在 6 i € B 使得/><>;=疼.但 

10/> ' £ a,®6i H-S a^pbt = 2 «,<g)6^ ■ 

对函子 ® K B 类似的陈述成立.如果 B 是左 R - 模和 

A '^ A ^ A^O 

是右 R - 模的短正合列，则序列 

A ' ® r B A ® R B -® 1 " » A " < S ) rB -► 0 

是正合列 • 

定义称（共 «) 函子 T > R Mod — Ab 为右正合的，如果一个左 /?- 模序列 
B ' 二 — 0 

的正合性殖涵序列 

Tiff ) - T ( B ) — P> - T ( B *) - 0 

的正合性.对共交*子 Mod R — Ab 有类似的定义 • 

用这个术语.函子 A ® r 和 ® r B 都是右正合函子. 

下面的例子解释定理 8. 90中为什么缺少 “0—” . 

例 8. 91考虑阿贝尔群的正合列 

其中 i 是包含映射.根据右正合性，存在正合列 
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I 2 ® Z -^- I 2 ® Q -* I 2 ®( Q / Z )-0 

(在这个证明中，我们把 ® z 缩写为 ®> . 现在根据命题 8. 86, I 2 ® ZSI 2 . 另一方面，如果 a ®9 是 
h ® Q 的生成元，则 

a < S)g = o ® (2 q /2) = 2 a ® («/2) = 0® C ^/2) = 0. 

所以 ， I 2 ® Q =0 •因此 l ® i 不可能是一个 单射. _ 

下一命题有助于张董积的计算. 

命題 8.92 对每个阿》尔群 B , 有 
证明如果 A 是》阶有限循环群，存在正合列 

0 —► Z 作 • 2*^ A — » 0, 

其中叫是乘 〃的 映射.用一个阿贝尔群 B 作张量得 

户 ■ ® 】0 P ® 

- - Z® X B - =-^0^-0 

的正合性.考虑图 

/ <• ® 10 P ® 1« 

B - -Z®* B - »A®2 B - -K) 

e e 

B — /nB >0 

其中心20 2 8—8是命理8.86的同构，即幻 w ®6 卜 ⑽ ， 其中 m 6 Z 和 66 B . 图中两个复合都 
把；所以围 交换. 把下一个十分广泛的命 M 运用到这个图上得 

A ® Z B ^ B / nB . _ 

命題8.93给定一个行正合的交換图，其中垂直映射/和其都是同构， 

A' ► A 戸 • A" ► 0 

4 乂 i* 

B' —B — 7 ♦ B" - ►O 

存在唯一的同构 /i I A ” 一 〆 使得增广的图交換. 

证明如果则因/>是满射，存在 A 使得 〆 <!)=/ •定义当然，我 
们必须证明/»是合理定义的；即如果 “6 A 满足/ >(!/>= a ' 则 (》( m > =明(<0 •因 〆 = />( u ) ,有 
p(a — m ) — 0 . 从而根据正合性有 a — tt € kerp = im /• 因此有某个 G 使得 a — m = Ka '). 于是 
因办=0有 

qg(a — m ) = qgi ( a ) = qjfia ) = 0, 

所以 / r 是合理定义的. 

为证明映射 A 是同构，我们构造它的逆.和第一段一样，存在映射 V 使得下图 交换： 

矿一 ^- ► 0 

厂 1 Jr ' k 

A' -^-^A —^A - —— ► 0 
我们断言 〆 e / T 1 . 現在 1 ， 因此 

h’hp = h'qg = pg~ l g = p; * 
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因 P 是满射， 有 h，h = \ A .. 类似的计算证明另一个复合 /i/i' 也是恒等映射.所以 h 是同构.如果 
h ’ •• AT -^ Erm & h ， p =^ g ， 又如果 /eA' 选取 aeA 使得扣 二/, mh ， pa = h ， a ，， =qga = ha \ 因此 
A 是唯 一的. ■ 

上面的命题的证明是图上追踪法的一例.这种证明虽然显得长，却是很简 单的. 在每一步 
上，选取一个元索 * 对于它实质上只要做一件 事情. 这个命题的对偶命題的证明是使用这种方法_ 
的另一例. 

命题 8.94 给定一个交換图，它的行是正合的，它的垂直映射是 阂构， 


0— 



存在唯一的同构使得增广的田交換. 

证明用图上追踪法. ■ 

两个非零模的张量积可能是零.下面的命埋推广了例 8. 91中的计算. 

命麵 8.95 如果 T 是每个元素的阶都有》的 Wfl 尔群，0是_个可除阿 H 尔群 . 則 7 T 0 Z D ={ O }. 

证明只要证明每个生成元 t ® d 在 T ® Z D 中是0,其中了和 Wt 的阶有限，存在 
非零整数"使得财 =0. 因 D 是可除的，存在 d '€ D 使得 d = 因此 

t ® d = t < 2 ) nd ' = nt < 2 ) d ' = 0 ® d 1 = 0 . _ 

现在我们明白为什么不能使一个有限循环群 G 成为一个 Q - 模，这是因为 Q ® Z G = 〈0}. 

系 8.96 如果 D 是每个元素的汾都有限的非零可除阿 H 尔群（例如 D = Q / Z ), 則没有来法 
DXD — D 可以使 D 成为一 个环. 

证明假定相反，存在乘法 DXD — D 使 D 成为一个环.如果1是幺元，有1^0,否則 D 
躭是只有一个元索的 零环. 因环中的乘法是 Z - 双线性的，存在间态 D ® Z D — D 使得对一切 
d ' 6 D 有; = 〆 《/， 〆 ） • 特别地.如果 </关0 ,则 但根据命 

埋 8. 95, D ® Z D = {0} ,从而 〆 rf ® =0. 这个矛盾表明 D 上不存在乘法〜 ■ 

从 Horn 可以形成投射模和内射模.用同样的方法从张 * 积可以形成下面的模.在同调代数中 
研究 A ® rB ' 一 A ® R B 的核，它和称为 Tor 的函子密切相关. 

定义如策 J ? 是坏，«—个右 K - 禊称为平坦的 e , 只要 

0 —[590] 

是左 /?- 模的正合列，則 

-1« ® I la 0 6 

0 -*-A ® r B - ►A ® r B - ►A ® rB — 0 

就是阿贝尔群的正 合列. 类似定义左尺-模的乎坦性. 

换句话说， A 是平坦的当且仅当 A ® k 是正合函子 •因为 函子是右正合的，我们知道 
A 是平坦的当且仅当只要 i * B '- B 是单射，則 1 A ®〖 ：也是单射. 

引理 8.97 如果一个右模 M 的每个有 FIL 生成子模都是平坦的，則 M 是乎坦模. 

注这个引理的另一个怔明在系 8.103 中给出. • 


0把族的几何性质飜译致代数中产生这个术语. 




证明设* : 是左 R - 模之间的单射 /?- 映射，并假定 e k er ( l M ® i ) ,其 

中巧和: y ^ eA . 因，有 

0 = (1m® «)a= 2 X ； ® { yt- 

设 F 是以 MXA 为基的自由阿贝尔群，并设 S 是由 ^/ S 三 Af ® R A 的关系组成的 F 的子群（如同命 
题 8* 74中张量积的构 造〉， 于是 S 由 F 中形如 

(m，a + a) — (m ， a) — （ m ， a') j 
(m + m ,a) — (m,a) — (m «a)» 

(mr 9 a ) 一 （ m»ra) 

的一切元索 生成. 设 AT 是 JW 的子模，它由 a , …,: r ， 以及把展示为刚才显承的关系子 
的线性组合时在 M 中的（有 限个） 第一个“坐标” 生成. 当然，的有限生成 子棋. 元素 
(它是“在这个新的张量积 Af '®« A 中的 形式〉 在 kerlw ®; 中，这是因为 
我们巳经小心地使得 （ l M ® i )( W =0 的一切关系仍然 出现. 但^是从的有限生成子模，从而根据 
假设，它是平坦的，因此 （ l M ® f )(«) =0蕴涵在中《'=0.最后，如果是包含 
映射，则 （/® 1 a )( i /) = “，从而 “=0. 所以 l M g ) i •是单射且 M 是平坦的. _ 

我们将用这个引理证明一个阿贝尔群是平坦 Z - 模当且仅当没有有限阶的非零元索（见系9.6〉 . 
下面是平坦模的一些例子. 

引理 8. 98 设 i ； 是任意环. 

[59 T 1 ( 丨 ） 右 R - 模 K 是平坦 R - 模. 

(H ) 右 K - 模的直和 Dm , 是平坦的当且仅当每个都是平坦的. 

( I )每个投射右都是平坦的 • 

证明 （ 丨 ） 考虑交换阁 

A - ^―~ —B 

\ 

K ®, A —— 

其中 《•< A—B 是单射， <T: a 卜现在根据命 IS8.86, <T 和 r 都是同构， W 此 
1 r ® « = ria 1 是单射.所以 R 是它 A 身上的平坦模. 

(li >根据命題 7. 30,任 一 R - 映射的族％ - V / 可以集中到 R - 映射 ? M 

中，其中 P (士>卜(//«^)，容易验证史是单射当且仅当每个乃都是单射. 

设 A — B 是 单射. 存在交换图 

( 2m, ) ®,A -- -( Sm, ) ®*B 

I ‘1 

- ? - - 

其中 f : , 1 是 gAf , 上的恒等映射，向下的映射是命题 8. 87中的同构. 
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根据我们最初的考察， 1®«’ 是单射当且仅当每个 l Mt ® i 都是单射，这就是说是平坦的 
当且仅当每个都是平坦的. 

( III ) 结合上面两部分，我们知道自由 R - 模是 R 的复制的直和，它必定是平坦的.此外，因一 
个模是投射的当且仅当它是一个 fi 由模的直和项， （ H > 证明投射模恒为平坦模. ■ 

没有进一步的假设无法改进这个引理，因为存在这样的环 R , 对于它每个平坦模都是投射的. 

在间有一个值得注意的关系.关键的思想是二元函数，比如 / iAXB — C , 可以看 
作一个参数的一元函 数族： 如果固定則定义厶 ：B — C 为 6 l -/( a , W . 回忆引理 8.80, 如果 
尺和 S 都是环， Ar 和 R B S 是模，则 A ® R B 是右 S - 模，其中 （ a ® Ws = a ® (60 •进一步，如果 C s 
是模，则易知 Hom s ( B , C ) 是右 R - 棋，其中（斤 >(« = /( r *> • 于是 Hom R ( A , Ho « n s ( B , C )> 有意义， 
这是因为它由右模之间的 R - 映射组成.最后，如果 Hom R ( A , Hom s ( B , C )) ,我们记它在 
a 6 A 处的值为 F a , 因此由 F , « 6 H - F ( a )(6) 定义的 F a : B ~** C 是一个参数的函数族. 

定理 8.99 (伴随同构）给定模 A R , R B S 和 C s , 其 + J ? 和 S 都是坏，存在同构 
ta . b.c 1 Hom s (A® r B,C) -► Hom R (A,Hom s CB,C)>. 

即对 / : A ® r ^ — C 和 ti € A*6 € fi * 

TA,B,C 1 /—/• ，其中 /«• * 6). 

事实上，团定 A ， B,C 中的任意两个，映射 rA . a.f 构成自然等价 

Hom s (® rB*C) -► Hom R ( ， Hom s (B,C)), 

Homs(A®ie ， C) HomfjOV.HonisC ， C>) 

和 

Homs (A ©^B, >-► Hom R (A ， Hom s (B，）>• 

证明为证明 r = 是 Z - 同态，设/,发： A ® R B - C ./+ 茗的定义给出对—•切 6 A , 

r ( f + g) a 1 6 h *(/+ g)(a ® b ) = f(a ® 6) + ® 6) 

= r (/) a (6 )-f r (^) a (6). 

所以 r (/+ 尽） = r (/) + r ( g ). 

其次， r 是单射.如果对一切 a € A , r (厶） = 0 , 则对—•切 A 和 66 B , 0 = r (/)“6)= 
/<« ® b ) . 因为 / 把的每个生成元变成 0, 所以 /=0. 

现在 tf 明 i ■是满射.如果 F: A — Hom s (B,C> 是-映射，定义 9: AX B — C 为 < Ka ， b ) = 
F a ( d ). 考虑图 


AXB - > A 9 hB 

容易验证 y 是双加性的，闪此存在 Z - 同态 h A® R B — C 使得对一切 A 和 B , 9 U ® b ) 
= VU , b ) = F „(. b ). 所以 F = r (W ,从而 r 是满射 • 

我们让读者证明命题指定的映射是自然变换，要求给出图及其交换性的 证明. ■ 

给定任意两个函子 F « C ~* X > 和 G : P — C , 称有序对 （ F , G ) 为伴随对.如果对每个对象 C 6 C 
和 D 627 的对，存在双射 

tc.d ' HonipCrc.D) -» HomfCC.C®) > 


[592| 



[593] 它们是 C 和 D 中的自然 变换. 根据定理 8.99,( ®* B , HomCB , >>是一个伴随对. 

如早先的承诺，这里是定理 8. 90——张 ft 积的右正合性——的另一个证明.因 （® R B , Hom ( B ,)) 
是函子的伴随对，根据定理 7. 105,右函子 ® 必保持一切正向极限.但余核是正向极限，而一个函子如 
果保持余核则是右正 合的. 下面是具体的证明. 

命題 8. 100 设 A 是右 R- 模，并设 

' 是左 i ?- 禊的正合列，則 

a® 12 b / — - - a® r b v ^o 

是阿贝尔群的正合列 • 

证明 把左仏 模 B 看作(尺, Z )- 双模，并注意，根据习理 8. 45,对仟意阿贝尔群 C , Hom 2( B . O 是 
右 /?- 模•依据命题 7. 48,只要证明对每个 C , 下 ffl 的顶上一行是正 合的： 

0-^Hom z (A OuB^.O .Horo: (A 0 ff B v C)-»Hom z CA 0 ff B < .C) 

r %. c | 卜 c 卜 c 

0—♦Homu (>l ， H*) -- •Horn* (A. if) »Hom^(A • H # ) 

其中 H " = Hom z ( B *, C),H = Hom z ( B , C ), H r = Hom z ( B ', C ). 根据伴随同构，垂直映射是同构 
且图 交换. 因为底下的一行是对给定的正合列故 - B - iT -0 先用左正合（反变）函子 Ho « n z ( ,0 
作用、再用左正合（共变> 函子 Hom R ( A ,) 作用得到的，所以它是正合的.现在顶上一行的正合 
性由习题 8. 51得到. ■ 

在定理 7. 92中.我们证明了 Hom ( A , >保持反向极限.现在证明 A ® 保持正向极限.这也可 
以从定理 7. 105 得到. 然而，我们给出基于正向极限构造的另一个证明 • 

定理 8. 101如果 A 是右 K - 模，是左 K - 模的正系统 （在任 意的、 不必 有向的栺标集7 
上） ，則 

A ® R liipB ； 兰 liip(A 

证明注意习题 7_66 证明是正系统，从而有意义.我们先把 
ligjB •作为和之间的某个映射的余核来 构造. 对偏序指标集丨中满足 i ：!; 的每对 >€/. 定义 
为经映射卜6^而同构于 B , 的換，其中6,€丑”并定义为 

HM 1 a ' 6, — Xjbi ， 

其中 A , •是&到和的 内射. 注意 inw = S , S 是命題 7 .94中构造 IjjB , •形成的子模.于是， cokew = 
( SB ,>/ S 三 ligjB ,, 且存在正合列 

2 -»2 B ; -»0. 

A ®« 的右正合性给出 

( SBj ) g (liipB. ) -*-0 

的正合性. 

根据定理 8. 87, 由 


r 5 a ® (6；) h*(a (g) b,') 
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给出的映射 r : 2( a ® r b ,) 是同构，因此存在交换图 


- ►^®lroa - ►o 

4 - i r， T 

}J,A«B,) - ► lanw®ft)— »-0 

其中 〆 是定理 8. 87的同构的另一例，且 

a : a ® 〜 1-(1 ® Ay )( a ® < Ab ) — (1 ® A . Xa ® A ,). 

根据命题 8.93. 存在同构— cokeroSliigMlg ^ Bi 〉. 即正系统,1 ® 士的正 
向极限. ■ 

读者或许观察到事实上我们已经证明了更强的 结果： 保持和的任一右正合函子必保持一切 
正向极限_对偶的结果也成立，证明也 类似： 保持积的每个左正合函子必保持一切反向极限. 
亊实上，如果 （ F , G > 是（定义在模范畴上的）函子的伴随对，则 F 保持正向极限， G 保持反向 
极限. 


系 8 . 102 如果是有向指标集 J 上的平《右尺-糢的正 系虼. 《 lig ； F , •也是平坦的 • 
证明设 0 — A ~ B 是左 /?- 模的正 合列.因每个 F , 都是平坦的，序列 


1 .®* 

■ F , ® r A - ► F . ® r B 


对每个 I 都是正 合的，其中1,是 1 F ，的缩写.考虑交换图 


•lim( Fj (2) A ) 一 




® B) 


■(limF, ) ® A« — 


其中垂直映射？ 1 和 0 是定理 8. 10〗的同构，映射^是从正系统 d ,® 幻的变换导出的，1是 ligjG 上 
的恒等映射.因每个 F , 都是平坦的，所以映射 1,®* 是单射 f 因指标集/是有向的，根据命题 
7.100, 頂上一行是正 合的. 所以 1 ®<M ( iigjFiXglA - ►(扭 jjFJlglBft 单射，这是因为它是单射的 
复合 _ 所以是平 坦的. ■ 

系 8. 103 ( i ) 如果 i ? 是整环， J . Q = Frac ( R ) ,則 Q 是平垣 i ?- 模. 


(H ) 如果右 R - 模 M 的每个有限生 成子禊 都是平坦的， 《 M 是乎坦的. 


证明 （ 丨 ） 在例 7.97( v > 中，我们看到 Q 是一个有向指标集上每个都同构于1?的循环子棋 
的正向极限.因 K 是投射的，因此是平坦的，从系 8. 102可得结果. 

( II ) 在例 7.99( ) ii ) 中，我们看到 M 是一个有向指标集上 M 的有限生成子模的正向 极限. 因为 
根据假设，每个有限生成子模是平坦的.所以从系 8. 102可得结果.我们已经给出引理 8. 97的另 
一个 证明. ■ 

系 7. 75可以从阿贝尔群扩张卸任意环上的模. 

定理 8. 104对每个环/?，每个左 K - 禮 M 能移作为子模嵌 入一个 内射左 R -模. 

证明把 i ? 看作双模 Z /? R , 并把一个阿贝尔群 D 看作一个左 Z - 模，我们用习埋 8.45 来证明 


Hom z CR ， D ) 是左 R - 模； 标置乘法 R X Hom z ( R , D ) — Hom z 0?, D > 由 （ a ,9>) I -< rf > 给出，其中 
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afP <rh»9(m). 

现在如果 D 是可除阿贝尔群，我们断言 Hon>z 0?, D ) 是内射模，即可以证明 Horn〆 ， H ) 
是正合函子.因 Horn 是左正合的，只需证明如果 — A 是单射，则诱导映射 
: Hom R 是 满射. 考虑下面的图. 

Hom R (A*Homz (i?«D)) - ^-♦Hoin K M / ， Hom z (R$D)) 

Homz (A 0 ff K»D) - - -- »Homx(A / ®gR *D) 

Homx (AtD) - ►Horn z(A , »D) 

伴随同构给出頂上一个方形的交 换性. 底下一个方形是用反变函子 Homz ( 作用到下面的图得 
到的： 



W 为由 ah - u ® 1给出的同构 A - A ® R /? 是自然映射，所以该图交換.因 D 是可除的，系 7.73 说 
/) 是内射 Z - 模.所以 Hom z ( , D ) ft 正合函子，且大图的底下一行是 满射. 因大图中的一切垂直映 
射都是同构，现在交換性给 出广是满射. 由此推出 Hon» z ( R , D > 是内射左 J ?- 模. 

最后，把 M 看作阿贝尔群.根据系 7.75, 存在可除阿贝尔群 D 和单射 Z - 同态 " M - D . 现在易 
知存在单射 R - 映射 M - Hom z ( K . D ) ,就是 rnh-/ m ,其中 / m ( r ) = j (. rm ) € D , 证明完成. ■ 
因为存在包含任意给定的模的最小内射模（称为内射包络），因此上面的定理可以进一步改进 
(见 Rotman 所著的 《An Introduction to Homological Algebra }, 73 页> • 

在命题 7. 69 中我们已经看到.如果 R 是诺特环，則内射模的每个直和也是内 射模. 我们现在 
证明逆命题. 

定理 8. 105 (巴斯）如果 R 是坏，对于它每个内射左 R - 模的 JL 和也是内射模，則 i ? 是左诺 
特坏. 

证明我们证明如果 R 不是左诺特环， W 存在左理想/以及-个到内射模之和的 K - 映射，而 
这个映射不能扩张到 R . 因 R 不是左诺特环.存在左理想的严格升…》令/ = U 注 
意对一切 n ，//。 #彳0> . 根据定理 8. 104,可以把///■嵌人一个内射左 R - 模我们断言 E = 
不是内射模 • 

设 > r n i 是自然映射.对每个厂注童对大的》1有> 111 ( <1 )==0(因为有某个”使得 0 6 1 11 )， 

因此由 

/ * a 1-^(^,,( a )) 

定义的 R - 映射/ I 的象在 U (// f _) 中； 即对 a 67, /( a ) 的一切坐标几乎都等于 0 •与 

包含映射结合，可以把/看作映射 /— E . 如果存在扩张/的 R - 映射 / f E , 

则*<1)有定义，比如尽 ( l > = ( x •广选取一个指标 m 并选取 < 1€1而 <2 庄/ >1 |因 aCL ， 有; r „( a >^ 
0，从而 g (. a ) = /( a ) 的第 m 个坐标 n m { a ) 非零•但 g (. a ) = a £ f ( l ) = a ( x _) = ( ar ,). 因此 
jr m ( a ) - ax m . 由此对一切 m ， x m ^0, 这与 《(1) 在直和 E = EE , 中 矛盾. ■ 



國 


我们现在给出平坦模和投射模之间的联系. 

定义如果 B 是右模，定义它的特征标横 B •为左模 
B - = Hom z ( B , Q / Z ). 

回忆如果对和/: B — Q / Z 定 Xrf 为 
rf •• 

则 B •是左尺-模. 

下一引理改进了命題 7. 48:如果… A 和都是映射，且对每个棋 B ， 

0 -*■ Hom ( A ' B ) 上 Hom ( A ， B ) — ► Hom ( A '， B > 

是正合列，则 

A^A^A^O 

也是正合列. 

引理 8. 106 —个右尺-模的序列 

0 -*■ B^C-^ 0 

是正合的当且仅当特征标樸的序列 

O ^ C * 上 一 々• — 0 

是正 合的. 

证明如果原始序列是正合的，则因反 变函子 Hom z ( , Q / Z ) 是正合的，所以特征标模序列 
也是正合的，而反变函子 Hom z ( ,<5/2>的正合性是根据系7.73,因为 Q / Z 是内射 Z - 模. 

对于逆命题，只要证明 ima =- ker /?, 而不用假定，是满 射或 〆 是单射. 
imaQkerp •如果 o ^ A 和 or € ke 印，则泽(: c ) 关 0. 根据习题 7.57 (|)，存在映射 /， C — Q/Z 
使得/和 (: r > 关 0. 于是/€〔•且/办》关0,与假设， /?• «0 矛盾. 

ker/SQima. 如果 y 6 ker^ 和 y 任 ima ， W y + ima 是 B/ima 的非零元索 . 于是根据习题 7. 57 
(I ) ，存在映射 g * B/ima — Q/Z 使得 g(y-^ ima) # 0 . 如果 B — B/ima 是自然映射，定义 
^ 6 B* i 注意，因为 g’(y) = gv(y)= 茗 (y+ima) ，所以 〆 (y> ^ 0 • 现在 = { 0 > * 

从而 0 ( g ) 和 K ' eker ，= imfi . • 丁是 有某个 /*€(：• 使得 〆 = 〆 （/*) » 即 〆 =~9. 

W 此 〆 (W = A /9(; y ) ，这是一个矛盾 ，因 为 〆 ( y > , 而 W ; y € ke 邙，有印(: y > =0. _ [HD 

命题 8. 107 右 R - 模 B 是平坦的当且仅当它的特征标模是内射左 R -模. 

证明在定理 8. 104的证明中让 B 扮演 R 的角色（由此，平坦性蕴涵映射 AZ ® R B 4 A ® R B 是 
单 射〉， 则左 i ?_ 棋 V = H 0 m z ( B , Q / Z ) 是内射模. 

反之，假定 B •是内射左 R - 模和是左 /?- 模八'和力之间的单射.因 Hom R ( A , B *) = 
Hom R ( A , Hom z ( B , Q / Z », 伴随同构，即定理 8. 99给出交换图，其中垂直映射是同构. 


HomjfdB. ) - -HomffM'.B'V 

I I 
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现在顶上一行的正合性给出底下一行的正合性.根据引理 8. 106,序列 0—B® R A' —B® R A 是正 
合的，由此， B 是平坦的. _ 

系 8. UJ8 右 /?- 模 B 是乎坦的当且仅当对每个有限生成左理想序列 0 — — 是 

正 合的. 

证明如果 B 是平坦的， W 对每个左 R- 模丨，序列 0 ——B® r R 是正合的，特别 是当/ 
是有限生成左理想时，这个序列是正合的.反之，对每个有限生成左理想7,序列 — 
B® rR 的正合性假设使得可以用命埋 7. 100和张 ft 积与正向极限可交换的事实，对每个左理想证明 
该序列的正合性.根据伴随同构，有正合列 — CB®*/)* —0, 它给出 Hom R (J?,B')-* 
的正合性.这就是说从一个理想 J 到 B •的每个映射可以扩张为映射»于 
是 B* 满足白尔判别法，即定理 7. 68,从而 B， 是内射的.根据命題 8. 107, B 是平 坦的. ■ 

引理 8. 109 給定模 （ R x, R y s ,z s ), 其中/?和 s 却是冧，存在； f, y 和 z 中的自然变換 
r x.Y,z 1 Hon»5(y.Z) ® rX -► Hom 5 (Horn* (X,Y),Z). 

此外， 当 X 是有限生成自由左 R- 糗时， m. z 是同构 • 

证明注意，因为 y 是双模，所以 Hom s (y,Z> 和 Hom R (；f,YO 都有意义.如果/云 Hom s (y, 
Z ) 和 o：e X ,定义 r x . y .2(/®：c> 为由 
H5U r x .Y, z (.f®x) > gh*/(g(x)) 

给出的 S- 映射 Hom R (X,y)—2. 

容易验证 rx.y.z 是X中的自然同态， r R . y . z 是同构，以及更一 般地， 当X是有限生成的自由左 
棋时，是同构. _ 

定理 8. H0 有限表現的左糗 B 是平坦模当且仅当它是投射模. 

证明根据引理 8.98, —切投射模都是平坦的，所以只有逆命題是值得注意的.因 B 是有限 
表现的，存在正合列 

F 1 - • F-» B -* 0. 

其中广和 F 都是有限生成的自由左 R- 模. 我们先证明对每个左 R- 模 y[ 它必定是 （R,Z ) 双模]， 
引理 8. 109中的映射 rB = ru.y.Q/z « Y' ® R B — Hom K (B.Y )' 是同构 • 

考虑下面的图. 



根据引理 8. 109,该图交換[因为 y*® K F= Homza^.Q/Z〉®*^] 且前面两个垂直映射是同构 • 
现在因为 y_® B 是右正合的，所以顶上一行是正 合的. 因为 Hom R ( ,y>* 是左正合的反变函子 
Horn〆，y ) 和正合的 . Q/Z) 的复合，所以底下一行也是正合的.现在命题 8. 93表 
明第三个垂直箭头 r a | — 是同构. 

为证明 B 是投射的，只要证明 Hom(B,) 保持 满射： 如果 A-A* — 0是正合的，则只《>1(丑,八> — 
HomCB.A*) — 0是正 合的. 根据引理 8. 106，只要证明 0—Hom(B,A*> • — Hom(B.A) * 是正合的. 
考虑图 
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r 的自然性给出图的交换性，而因 B 是有限表现的，所以垂直映射 r . 同构. 因 A — A "-0 是正合 
的，所以 0 —W - A * 是正合的，又因 B 是平坦的，所以 顶上一 行是正合的.由此底下一行也是正 
合的 t 即 0— Hom ( B,AV -* Hom ( B . A ) -是正合的，这就是我们所要证明的.所以 B 是投射模. 

■國 

系 8. 111如果 R 是右诺特环，个有限生成右 K - 模是平坦的当且仅当它是投射模. 

证明回忆命題 7.59 (它对非交换环成 立）： 一个诺特环上的每个有限生成模都是有限表现 
的.由此该结果立刻从定理得到. ■ 

下面是张 M 积的一个好的应用，它帮助我们把韦徳伯恩-阿廷定理摆到一个正确的位置上. 

定义一个模 P 称为小的.如果共变 Horn * 子 Hom ( P ,) 保持（可以 无限〉 A 和. 

例如，命翅 8. 85证明每个环都是小 R - 棋. 

说 P 是小的不仅意味着存在某个同构 

Hom ( P ，2 B .)= 2 Hom<P - B .>* 

<€ I •€! 

也意味着 Hom ( P ,) 保持余积图 i 如果 A , | Bi - B 是内射，其中 B = ,则诱导映射 （ A ,.)* « 

<ei 

Hom ( P . B ,) — Hom ( P , B ) 是 的内射 • 

例 8. 112 ( I ) 小棋的任意有限直和也是小棋，一个小棋的任意直和项也是小模. 

(« ) 因环 K 是小 R - 模，由此根据（丨），每个有限生成自由 R - 模是小模，且每个有限生成投 
射模是小模. ■ 

定义一个右 R - 模 P 称为 Mod s 的生成元，如果每个右 J ?-* M 都是 P 的复制的某个直和的商 

显然，和任意自由右模一样是 Mod R 的生成元.然而，一个投射右 R - 模可以不是生成元. 

例如，如果 R = I <； ，则 R = P ® Q , 其中<[0],[2],[4]}主1 3 ,投射模 P 不是生成 ； t (因为 
d 2 不是 P 的复制的直和的商）. 

定理 8. 113设 R 是环.并设 P 是 Mod R 的一个小投射生 成元. 如采 SsErnl〆 / 1 ), 則存在范 
畴的等价 

Mod R = Mod s . 

证明注意，如果 tCP 和/, < r 6 S = End R ( P ). W ( g./)x = «(/ x ) ,所以 P 是左 S - 模•事 
实上， P 是 ( SJ ?)- 双模，这是因为结合性 /( jr > = (/ r > f , 其中 reK , 就是说明/是 R - 映射.现 
在由系 8.81, 定义为 F = ® S P 的函子 Mod s — Ab 实际上在 Mod R 中取值.习題 8.45 ( || >证_ 
明函子 Gi Hom R ( P ，）： Mod R — Ab 实际上在 Mod s 中取值.因为 （ F , G ) 是伴随对，习題 7.75 给出 
自然变换阳― 1 R 和 1 S — GF ，其中 l . R 和 l s 分别表示范畴 Mod K * Mod s 上的单位 函子. 只*证 
明这两个自然变换都是自然等价. 

因 P 是投射右 R - 模.函子 G = Hom R ( P ,) 是正合的 s 因 P 是小模， G 保持直和.现在 
F = 和任意张量积函子一样是右正合的并保 持和. 所以，复合 GF 和 FG 都保持直和，且都 

是右正合的. 



注意 

FGiP ) = FCHom R ( P , P )) = F ( S ) = S® s P S P . 

因 P 是 Mod R 的生成元，每个右 J ?- 模都是 P 的复制的某个直和 的商： 存在正合列其 
中 K = ker /. 还存在 P 的复制的某个直和映射到 / C 上，从而有正合列 
SP —2 P — M —0. 

因此，存在行正合的交换图（由向上映射的自然性） 



我们知道前两个垂直映射是同构，从而图上追踪法（见习题 8.52 的五引理）给出另一垂直映射也 
是同构 , BP FC ( M ) ^ M ,因此 1 r ^ R ；. 

对于另一个复合，注意 

GF ( S ) = G ( S ® s P ) ^ G ( P ) = Hom R ( P , P ) = S . 

如果 N 是左 S - 模.存在形如 

2 S —2 S — N — 0 

的正合列，这是因为每个 模都是 自由模的商.现在结论可如刚才做的那样推出. _ 

系 8.114 如果 R 是坏 且； 1>1,存在范畤的等价 
[M] Mods ^ Mod M „. (l!) . 

注根据习 *8. 22,存在范畴的等价 〆 * Mod — Mod R . 特; 《地，如果 R 是交換坏，則 
R Mod^ ModM„.(»). 

证明对任意整数”>1,自由模 P = （其中 R , 兰 R > 是 Mod R 的小投射生成元，且5 = 

End R ( P ) ^ Mat ,( R ) . ■ 

现在我们可以理解命题 8* 49, 汽 △是除环时， Mat ,(4) 是半 单的. 根据命题 8. 48,环 R 是半单的 
当且仅当每个 R - 模都是投射的；即 Mod « 中的每个对象都是投 射的. 现在每个模是投射的（甚至是 
ft 由的），因此范畴的等价表明中的每个对象也是投射的•所以，也是半单的. 

有一个思想派系，通常叫做森田理论（以森田命名）.第一个问埋是问什么时候一个抽象的范 
畴 C 等价 TMod R . 其中 R 是某个环.答案是十分完美的， 个 范畴 C 同构于一个模范畴当且仅当它 
是一个阿贝尔范疇（这正好说明第 7. 2节中通常的有限构造存在；见 Mac Lane 所著的 《Categories 
for the Working Mathematician ), 187 〜 206 页），它在无限余积下封闭，并且它包含一个小投射对 
象 P 作为生 成元. 给出这些假设，則 (：兰 Mod s ，其中 S = End ( P ) (它的证明本质上是对定理 
8. 113给出的证 明）. 

两个环 R 和 S 称为森田等价，如果 Mod R 兰 Mod s . 例如由定理 8. 113,每个交换环尺森田等价 
于环 Mat〆 /?), 其中 7 i > l . 此外，如果尺和 S 是森田等价的，则2(及）三 Z ( S ) ; 即它们有同构的 
中心（它的证明实际上是识别范畴间一切可能的同构 ）• 特别地，两个交换环是森田等价的当且仅 
当它们 同构. 见 Jacobson 所著的 《Basic Algebra n > 177〜184页， Lam 所著的 《Lectures on Mod - 
ules and Rings 》 第 18 〜 19 章，以及 Reiner 所著的 《Maximal Orders ! 第 4 章. 
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下一聿中，我们会看到两个代数 R 和 S 的张 ft 积也是代数•确实，当 R 和 S 都是 
交换代败时，是它们在交换 A - 代数范畴中的余积. 

习题 


8.49 
8. 50 
8.51 


这个 习埋类 似于系 8.81. 

( I ) 给定双模证明 Horn〆A ， > hMod — s Mod 是函子 • 其中 Homj ^ A ，^ 是由 j / 丨 uh ^/( as ) 定 
义的左 S - 模. 

C II >给定双模*八 5 ,证明 Hom s ( A , hMods - Mo ^ 是函子，其中 Hom s ( A , B ) 是由 / r « fl h -/( m > 定 
义的右 R - 模. 

( III ) 给定双模 S B P ，证明 Hom A ( * Mod ft -» s Mod 是函子 • 其中 Hom / AJ ) 是由 s /* ah *^[/( a )] 
定义的左 S - 模. 

( IV ) 给定双模 sBp 证明 Hom ,( A , > « s Mod - Mod « 是由子，其中 Hom s ( A , B ) 是由介： ah-/< fl )r 
定义的右 R -模. 

注：设 /• A — B 是 /?- 映射.假设当 A 是右尺-模时，我们写作 /( a > ,当 A 是左棋时，我们写作 
( fl )/( 即把函数符号/写在标置作用的另一面）.用这个记号，本习題的四个部分部是一个结合律.例 
如，在 （ 丨 ） 中， A 和 B 都是左 /?- 模，对 j€S 写作 j /, 我们有 W ) » (05)/. 同样，在 （ H >中， 
对吃只，我们定义 / r , 从而 （/ r><t = /( m ). 

设 V 和 VV 都 是域々 t 的有® 维向置空间，比如设 V ,,％和切，分别是 V 和 VV 的基. 设 
- v 是有矩阵八= [ aj 的线性变換，是有矩阵月》0 4< ]的线性 变换. 证明 s ®* r « v®*w 
— 70 4 撕关于向*1；,®!^的适当的表的矩阵是 nmXnm 矩阵 / C , 写作分块形式是 
« iiB a lz B ― a lm B ' 

.^ D a i»B a„B ••• a 2 _B 
^® B== .... 

a.iB a^B ••• a 晒 B _ 

矩砗 A ® B 叫做矩阵 A 和 B 的充罗内 充积. 

设尺是整环 ， Q = Frac ( K ). 如果/ \ 是1?-棋，证明 Q ® K A 中的每个元索都有的形式，其中 
和 tiGA (代替 . (把这个结果和例 8. 89作比较 •> 

设切和”都是正整数 • 并设 ( m , n ). 证明存在阿贝尔群 的同构 

L ® d . 

设务是交换环，并设尸和 (3 都是投射务-模.证明 P ®/? 是找射 ▲-模. 

设★是交换环，并设 P 和 Q 都是平坦 A - 模.证明 P ®, Q 是平坦 棋. 

假定下面的 ffl 交换，且垂直箭头都是 W 构. 

0- »A’ ■- -»A 一 -»0 


证明底下一行是正合的当且仅当頂上一行是正合的. 

8. 52 (五51瑗）考虑有正合行的交换图 

^1 一 -— *A 4 — 
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( I >如果心和 A , 都是满射， A s 是单射. 11明毛是癎射. 

_ ( II >如果心和*,都是单射， A , 是满射，证明 A , 是单射. 

( lii ) 如果 A :， & 和、 都是同构，证明 A , 是同构 • 

8.53 证明一个环 R 是左诺特环当且仅当内射左 R - 模的每个（具有有向指标集）正向极限是内射模. 

搌示： 见定3 8.105. 

8.54 iScA ，S 和 C 都是 范畴. 一个二元*子 T > «4 Xfi—C 对对象的毎个有序对 ( A . B ) 指定一个对象 T ( A , B ) 6 
ob ( C ). 其中 Aeob ( A ) 和 B 6 ob (6), 并对每个态射的有序对即 乂中的/| A - 和6中的 pB - B 7 
指定一个态射 T (/, g ) > T ( A , B ) - TCA '. B 1 ), 使得 
< a ) 囲定其中一个变量是 函子： 例如，如果 AG 0 bO 4) .則 

T a - T ( A ,) ■ B — C 
是一个函子，其中 T a ( B ) = T < A , B > 和 T A ( g ) = T ( l A , g ). 

< b ) 下 ffl 交換： 



(I > 证明 ®i Mod , X , Mod -* Ab 是二元函子. 

<» > 修 改二元函子的定义以允许变 置中有 反变，并 tt 明 Horn 是一 个二元函子. 

8.5 特征标 


表示论是研究抽象群 G 到非奇异矩阵群中的同态；这种同态产生数宇不变世.它的算术性质可 
以帮助证明关于 G 的定理.我们现在以证明下述定理为 S 标引人这个广阔课埋 • 

定 a 8. 115 (伯思赛德） 阶为/ >* v 的每个觯 G 是可 解蛘， 其中户和 g 是素數. 

注意，伯恩赛徳定理不能改进到阶有=个不同素因数的群，因为片 5 是单群，阶为60 = 2 2 . 3 .5. 
我们珥以用表示证明下一定理. 

[®2 U 定 》 如果 G 是非阿 Jil 尔的有限单縟， 《< U 是大小为素數幕的喑一共 fe 类. 

命題 8. 116上面的定理 a 涵伯忍赛德定 a . 

证明假定伯恩赛德定理不成立，并设 G 是“最小的出界者” i 即 G 是阶最小的 反例. 如果 G 
有真正规子群且 ff # 彳1>，则 H 和 G / H 都是可解的，这是因为它们的阶都小于丨 GI ,并有 
PW 的形式_根据命题 4 . 24, G 是洱解的，这是一个 矛盾. 所以我们可以假定 G 是非阿贝尔单群. 

设 Q 是 G 的西罗 9 -子群.如果 Q =<1}， WG 是/•-群，与 G 是非阿贝尔单群矛盾,因此 Q 关 
<1).根据定理 2. 103, <3的中心是非平凡的，我们可以选取一个非平凡元索 ; r 6 Z ( Q > . 现在因 Q 中 
的毎个元素和 x 可交换，所以 Q < CbOr ) ,从而 

[G | Q ] = [G * Q }( x )][ Q ；( x ) « Q ]» 

即 [ G « C G ( x )] 是 [ G : Q ] = 〆 ■的因数.当然， [ G ， Cc ( x >] 是; r 的共轭类中元素的个数（系 
2.100), 从而命题假设说 U G | = 1 ,因此 x € Z ( G ) ,与 G 是单群 矛盾. _ 

命题的假设为真的证明要用到表示论（见定理 8.153). 
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我们现在把550页 A 示的定义从标量的任意域 A 局限于复数 C . 

定义样 G 的一个表示是一个同态 

.7* G -^ GL ( V) f 

其中 V 是 C 上的向量空间.^的次数是出11100. 

本节的剩下部分，我们把自己限制在有限群和次数有限的表 示上. 如果一个表示 GUV ) 

有次数《，并选定了 V 的一组基，則每个可以看作元索在 C 中的一个 nXi » 非奇异矩阵. 

表示可以翮译成模的语言.在命题 8.37 中，我们证明每个表示 WG - GL ( V ) 把 V 配置成一个 
左 CG - 模的结构（反之亦 然）： 如果 gGG , 則 〆 — V ,对和定义标董乘法 
gv 为 

gv = a (. g )(. v ). 

例 8.117 我们现在证明置换表示，即 G -集© 给出一个特殊类型的表示.一个 G 集 X 对应一 
个同态 ir « G - S X , 其中 S x 是 X 的一切置换的对称群.如果 V 是以 X 为基的复向量空间，则可以 
用下面的方式来看 S x < GL ( V ). X 的每个置换； r (< r ) (其中 g 6 G ) 现在是 V 的基的一个置换，因此 [606] 
它确定 V 上的一个非奇异线性 变换. 对于基 X , 〆 /?)的矩阵是一个置換矩眸：它是把单位矩阵 J 的 
列换成 jr ( W 形成的 i 于是它的每行每列恰有一个元索等于1而其他元索都是 0. ■ 

最重要的表示之一是正《表示 I 用模的术语说，正则表示是把群代数 CG # 作它自身上的左模. 

定义如果 G 是蛘，則定义表示 广 G — GUCG > 为对一切龙, A 云 G ， 
pig) 1 hhgh ， 

这个表示称为正则表示. 

两个表示 GUV ) 和 r « G — GUW ) 可以相加. 

定义如果 GL ( V ) 和 rtG — GUW ) 郗是表示，«定义它们的和 a+r * G — GL (7 ©WO 
为对 一切发 6 G t v € V 和 w 6取， 

(^ + r )( g ) * ( v . ti ;) y ~*( a ( g ) v f T ( g ) w ). 

用矩阵的术谱说，如果 G — GL ( n ， C ) 和 z •: G — GI -( m ， C ) ，則 
r 1 G GL ( n *4- m*C ) • 

并且如果 At € G , «(a + r >( 其） 是块的直和 < y ( 容） ㊉ r (器） 》 即 

[卞〉 A } 

下面的术语在群表示中是普適使用的. 

定义缚 G 的一个表示是不可约的，如果对应的 CG - 模是 单的丨•- 个表示 o 是宪全可约的，如 
果它是不可约表示的直和 I 即对应的 CG - 模是半单的. 

例 8. 118 —个表示《 是线 性的，如果 degrees ) = 1 • W 为主模 V 0 ( C > 是一维的，所以任意群 
G 的平凡表示都是线 性的. 如果 GsSx ,則 sgn : G — {±1>也是线性表示 • 

每个线性表示是不可约的，这是因为对应的 CG - 模必是单的：毕竞每个子模都是子空间，而一 
维向量空间 V 只有子空间彳0> 和 V . 由此，任意群 G 的平凡表示和 S „ 的表示 sgn — 样是不可 
约的. _ _ 

回忆韦徳伯恩-阿廷定理的 证明： 在 CG 中存在两两不同构的极小左理想、，…，:^和 CG = 

© 回忆如果* G 作用在集合；（上，则 x 叫做 G - 集. 
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氏 ㊉ … ㊉ 艮，其中由一切同构于 I 的极小左理想 生成. 现在根据系 8.65， B f ^ Mat „.( C >_ 
但根据引理 8.61 ( il ), Mat ^ CC ) 中的一切极小左理想都同构，因此兰 COL ( l ) ^ O 
(见例 8. 30) •所以 

B f ^ End ( L t ), 

这里我们已经把 Endc ( L ,) 缩写为 End ( Li ). 

命题 8. 119 (丨） 对 CG 中的每个极小左理想 L ,, 存在不可约表示 A , « G -^ GL ( L ,), 它由左 

乘映射 


M 霣> * Ui^gUi 

玲出，其中《 6 G 和 6 [• » 此外 ， degree ( A , 

( i > 如果对 gee 和 *^€民， 定义 





如果 y _ *• 

如果 > 尹 *• 


則表示 A , 扩张为 C - 代數映射 X , « CG-^CG. 


(2) 


证明（丨）因 L , 是 CG 中的左理想 • 每个由左乘作用在 L , 上，因此 G 的对应的表示 
如所陈述的那样：因为极小左理想是单模，所以它是一个不可约表示. 

(«) 如果把 CG 和 End ( L ,> 看作 C 上的向置空间，则 A , 扩张为线性变換 X , * CG-Endap (因 


为 G 的元素是 CG 的基）： 


h 1 

我们证明1 « CG - Enda ,> 确实是一个 C - ft 数 映射. 如果和 A 6 G , 则 
Xi(gh) 1 il, * 

而 

A, (g)X, (A) 1 M, gihui) % 

由结合性，它们相等. 

代败 CG = Bi ㊉ … ㊉ 氏，其中每个 B , 不仅是/?中的双边理想，而且它“几乎”是 R 的子环 
(它的幺元和 CG 中的幺元不同）。定义 C - 线件变换 F : CG - CG 为 
F :(办 [. — *6 r ) —(Xi (6 j )*— , X r ( A r )). 

为证明 F 是 C - 代数映射，只要证明它保持 乘法. 已经证明只要6,, •就有 



但如果6,€ 珲和 6,6^,其中*»,則6,6,=0 (因为每个 B 都是理想且 CG 是它们的直 和〉. 另一 
方面，和^*(6,)€4,从而 即 F(6 而 JtOtfXWF%)， 所以 F 是代数 

映射. ■ 

如果两个表示所对应的模同构，则自然称这两个表示 等价. 

定义假定 G 是群， a, r* G^GL(it，C) 都是表示，則称和 r 等价，记为 a 〜 r, 如果存在祚 
奇异 nX/i 矩阵 P 交结它们,即对每个茗 ec， 

Ptr ( g ) P~ l — r(^). 

当然，这个定义来自系8.39,它说 CG- 模 （C") •和 （C" 广作为 CG- 棋同构当且仅当 a 〜 r . 

系 8. 120 (丨） 有限群 G 的每个不可约表示等价于命題 8.119 ( 丨 > 蛤出的表示 A, 之一. 

cy) 有限阿贝尔群的每个不可约表示都是线性的. 
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( iii ) 如果 G — GL ( V > 是有限縟 G 的表示，則对每个 g € G ，<»(«> 与一个对角矩阵相似. 

证明（丨）如果 G — GUV ) 是一个不可约表示 a 則对应的 CG - 模1~是 单模. 所以根据 
命题 8. 54,有某个 i 使得 V * 兰 Li . 但,因此 V * 空 V 1 ‘和〜; I " 

( 0 ) 因 G 是阿贝尔群， CG = 是交换的， W 此一切 n ,_ = l •但 n ,' = degr ee ( A f ). 

( II )如果</ = <»丨 < g > ，則 =< Kg ). 现在 < r '是阿贝尔群 < g > 的表示，因此 （ I ) 蕴涵模 
浐广是一维子模的直和.如果= < Wl > ㊉ …©〈〜〉， «< K g ) 关于基 〜，•“， ％的矩阵是对 
角矩阵. ■ 

例 8. 121 (丨）可以这样重述韦徳伯恩-阿廷定理，毎个表示 r » G + GL ( V ) 都是完全可 约的： 

r =< r ,+-+<»*. 其中每个 < r , 都是不可约的 i 此外，每个<»,的重数由!"唯一碗定.因每个~等价于 
某个 A ,. 我们常合并项而写作 I ■〜 ,其中重败 m , 是非负整数. 

( II )正则表示 piG — CG 的重要性在于毎个不可约表示都是它的直 和项. 现在户等价于和 
P 〜 ”1入1 + ••• + ”人， 

其中是 A , 的次数[回忆 CG =^>, ,其中 B , 兰 End ( L ,) 主 MatJC ) ,单模 L , 作为 CG - 棋可 
以 看作叫 X Bi 矩阵的第一列，从而氏是1的》1,个复制的直 和]. ■ [|M 

回忆元索在交换环中的 nX " 矩阵 A = [ a ^] 的邊是对角线元索的和， tr ( A ) = - 

当 A 是域时， tr ( A ) 是 A 的特征值的和（现在要假定有这个结果，但更适当的^在下一章中证 
明 它）. 下面是关于迹的另外两个基本亊实，我们现在给出证明. 

命通 8. 122 ( I ) 如果 A = [a,；；] 和 B =[〜]是元素在交糗环 * 中的” X ”鉅阵，則 

tr(A + B) = tr(A) + trCB) 和 tr(AB) = tr(BA). 

( II ) 如果 B = PAP -1 , « tr ( B ) = tr ( A ). 

证明 （ l > 迹的加性由 A + B 的对角线元索为 可得. 如果用 （ AB ) a 表示 AB 的《7元 
索，则 

(AB) S = 

W 此 

tr ( AB ) = 2( 仙)“ = E a ah - 

» “I 

同样， 


tr(BA) = SMm- 

因为元索都在交换环 4 中，所以它们可交换， 从“ 对一切<,>, <1八=!>内. 由此得到所要的 
tr( AB) = tr(BA). 


tr ( B ) = tr (( PA ) P ^> = tr ( P -*( PA )) = tt ( A ). ■ 

由（ II )，我们可以定义线性变换 T : V ~* V 的迹为由它产生的任一矩阵的迹，其中 V 是域是上 
的向董 空间： 如果 A 和 B 都是 T 的矩阵，它们由 V 的两组基确定，則有某个非奇异矩阵 P 使得 
B = PAP~ l ,因此 tr ( B ) = tr ( A ). 

定义如果 a : G — GL ( V ) 是表示， W 它的特征标是拍由 
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X a ( g ) = tr (心 )） 

定义的函數 A • G—C ;我们称 & 为。提供的特 征标. 不可约特征标是捎一个不可约表示提供的特 
征标. 定义的次数为 < r 的 次教； 即 

degree ( X ff ) = degree ( a ) — dim ( V ). 

例 8. 123 ( I ) 由线性表示（见例 8. 118) 提供的特征标0叫做线性特征标；即0=心，其中 

degree ( a ) = l . 因每个线性表示都是单的，所以每个线性特征标都是不可约的. 

( II ) 表示 A , :G — GLa ,) [见命埋 8. 119( 丨 >] 是不可 约的. 于是由 A , 提供的特征标 

是不可约的. 

( iii ) 根据命埋 8. 119( n , 对每个 
Uj e Enda ^) 有 Xiiuj ) = 0 ，从而 

Xi(uj) = 

( IV ) 如果 tr : G - GL ( V ) ft 任一表示，则4(1> = ”，其中 ft 是 ( T 的 次数. 毕竞 〆 1>是单位矩 
阵，它的迹是 n = dim ( V ) • 

( V ) 设 < T : 是同态》和例 8. 117—样，可以把 ex 看作 V 上的表示，其中 V 是 C 上以 X 

为基的向貴 空间. 对每个矩阵 〆 g ) 是置换矩阵，如果*则它的第: r 个对角线元 
索为1，否则为 0. 于是 

X a ( g ) = tr ( a (^)) = Fix ( a ( g )) , 

Fix ( cx ( g )) 是被 W /?) 固定的 jreX 的个数•换句话说，如果；（是一个 G - 集，则可以把每个看 
作作用在 X 上，的作用的团定点的个数就是特征标值（相关讨论见例 8.144) . ■ 

特征标和表示的加法 相容： 如果 GL ( V > 和 r : G — GL ( W ) • 则 a + r * G — ， 
且 

tr (( a + r > (滅” *= ^([^ O ^ rC ^)])* tr ( 〆 度” + tr(r( ^)〉. 

所以， 

x a+r = x a + x r . 

如果 ( T 和 r 是等价表示 • 则对一切 g 6 G , 

tr(ff(g)) * tr(P<f(g)P~ l ) = tr(r(g)). 

即它们有相同的特征标 ： 4 = 1. 由此，如果 < y : G — GL ( V > 是表示，則它的特征标 A 可以用 V 的 
任意一个合适的基来计算. 

命题 8. 124 (丨） 每个特征标&都是由 A^G — GLO ^) 提供的不可约特征标的 N - 线 

性 组合： 存在整數％>0使得 

( ii ) 等价表示有相同的特征标. 

( K ) G 的不可约特征标只有 


X , - XA , 

€ CG 说;是有意 义的. 当然，当 >关£ 时，对一切 

trCAfCu ^)) 如果 j ■* i_ 

0 如果 
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证明（丨）特征标由0的表示《»产生，而表示《由00-模 V 产生.但 V 是半单模（因为 
CG 是半单 环）， 从而 V 是单模的直和 ： V = gS ,. 根据命應 8.54, 有某个极小左理想 L , 使得毎个 
Sj ^ Li . 如果对每个 《•, 令叫多0是同构于•的 S > 的个数，則 X , = - 

( ii ) 由命埋 8. 122的 （ij ) 和系 8.120( i ) 得到. 

(it ) 由 （N > 和系 8.120( I ) 得到. _ 

作为这个命埋的一个推论，我们称 Zi ，…， A 为 G 的不可约特征标. 

例 8. 125 ( I ) 对一切 g 6 G , 具有 〆 g ) = l 的平凡表示所提供的（线性）特征标 

X 叫做平凡特征标.于是对一切 Z ,( g ) = l . 

( II )我们计算由正脚表示 G - GL ( CG 〉 提供的正 W 特征标0=1,其中对一切 * 6 G 和 
uecc . pig ) t ut - gu . CG 的任意一个基都可以用于这个计算 t 我们选取由 G 的元索组成的通常 
的基.如果 g = l , 则例 8. 123 ( IV )表明火 l )= dim ( CG > = | G |. 另一方面，如果/?尹1,则对一切 
h € G ， 妫是与 A 不同的一个基元索.所以 〆 玄）的矩阵的对角线上的元素为0,从而它的迹是 0. 
于是， 

0 如果 *关1 

| G | 如果 g = l . " 

我们已经证明了等价表示有相同的特 征标. 接下来的讨论将给出逆 命题： 如果两个表示有相同 
的特征标.则它们等价 • 



定义 _ 个函教 G—C 称为类 函败 . 如果它在共辆■类上是常數丨 ff 如策 h = xgx— 1 
Hh ) = 9 ( g ). 

由表示提供的每个特征标 ；(：《 是一个类 函败： 如果 Asjx ， 1 ,则 

tf ( A ) = a ( xgx ~ l ) — a (. x ) a (. g ) a (. x )~ x , 

从而 tr ( o ( A )) =* W 贫）> t 即 



X .(. h ) = X ,( g ). 

不是每个类函数都是特 征标. 例如，如果 X 是特征标，則 一 Z 是一个类函数； 因为 ~ x ( l ) 是负 
的，所以它不是特征标，从而它不珂能有次败. 

定义记一切类函教的集合 G—C 为 cf<G>: 

cf(G) = {9>> G —C ' 对一切 j ■，玄 € G.<P(g) = «a»x _, )}. 

易知 cf(G) 是 C 上的 向置 空间. 

—个元索“ = gcaCCG 是复败的”元组 （ c 4 ); 即“是一个函数“ iG — C , 对一切有 

«( g > = c, -由此，我们知道 cf(G> 是 CG 的 子环. 注意每一个类和都是一个类函败,所以引理 8. 68 
说 cf(G> 是中心 2 ： (CG> ,从而 

dim(cf(G)> = r, 

其中 r 是 G 中共轭类的个数（见定理8.69> . 

定义记00=负 ㊉…㊉ B r , 其中 •兰 Enda ,.〉， 并令 A 表示 Bi 的幺元；因此 
1 — 4- •••%， 



434 


第 8 幸 


其中1是 CG 的幺元.无素 e ,. 称为 CG 中的幕等元. 

每个 A 不只是幂等元，即 *?=«,•• 而且易知 

«.«> = • 

其中勾是克罗内克 

引理 8. 126不可约特征标 Z | ，…， ：f ，形成 cf ( G ) 的基. 

证明我们已经看到 dim ( cf ( G )) = *•, 从而根据系 3. 89 ( H ). 只需证明 •",；«：, 是线性无 
关表. 我们巳经注意到对一切 | 特别地，: t , + (々）=0.另一方面，；!： 〆 *,•〉= »»,•,其中 
n , 是； I ：,的次败，这是因为 n ，是 n , X 单位矩阵的迹. 

现在假设 =0. 由此对一切_/有 

0 =(多 q &)(*,-> ■ CiXjUj ) - fjnj . 

_所以正如所要的 ，一切 c 广 0. ' _ 

定理 8. 127有限蜉 G 的两个表示等价当且仅当它们提供相同的特征标：& = X t . 

证明在命题 8. 124( ij ) 中巳经证明了 必要性 .关于充分性，命题 8. 124( ii 〉说每个表示都是 
完全可 约的： 存在非 负整数 m , 和匕使得和 r ~ 根据假设，对应的特征标 

—致： 

=X. = X r = Sd 

因为 不可约特征标 A ，…， ； C , 是 cf ( G ) 的蓽，所以对一切 i , m ;= A , 因此 <»〜 r . ■ 

不可约特征标之间存在一种关系，使得对它们的计算变得 容易. 我们先求幂等元*，在 CG 的基 
G 下的表达式•根据例 8.123( IV ), Xi ( l ) = ，它是 A , 的次数.另一方面，根据命题 8. 119中的等 

式 (2), 如果）关 i , 有& (勺 ）=0, 从而 

= Xi ( l ) = 2 x . (e > ) = (3) 

我们还看到对一切 y € G ，因为 _y = 和 . 所以有 Z ,.( y ) = •… y ) = Zi (« iy ) ，从 

I i 

而 . 

= X .(>). (4) 

命题 8. 128 如果 *,• = , 其中 則 

#€C 


证明设 ^ 是正则特征标；即4是正则表示提供的特 征标. 现在 e ,*— 1 = J ] aik hg -' ,从而 
•Ke ig ~ 1 -) = '^ag^Uig—h 

*€C 

根据例 8. 125( ij ), 当 h = g 时 ㈧ 1> =丨 G I , 当 g B ^ khg _ l ) = 0. 所以 


O 式 （3) 的证明是正 _ 的，伹我们在引理 8. 126中巳经用另一种方法证明了它，在那里是注意到心（】>是《,父〜单位 
矩阵的迹而证明的. 


另一方面 \ 因 4= 根据命题 8. 119 等式 （2> 有 

^<^ _， ) = S n J X J ( e i ^ l) = n 
但根据等式 （4) ， XiUig - 1 ) = Xiig - 1 )- 所以，％ = tiiXiU 
现在可以方 便地给 cf ( G ) 配置一个内积. 

定义如果 a , /?€ cf ( G ), 定义 


(a./9) — j yia(g) 0(g ) ， 


其中 Z 表示复教 c 的复共轭. 

易知我们定义了一个 内积; e 即对一切 Cl , C 2 ec , 

(i ) (cjffj + C 2 a2 = Cl (ai •/?) + Cl (az ffi) I 

(II ) 

注意，根据 （ H >, («，<*) 是实数且内积是确定的；即如果(*关0,则 ( a ,«>>0. 

定理 8. 129关于剛才定义的内积，不可约特征标 …， X ,形成一个正交基^即 

(XifXi) * dij. 

证明根据命题 8. 128,有 

e i = r^T 2〜 V * _1 〉*• 


x, <«,)/»> - ■fk^'Zx i (g-')X i (g) 


- ( X i , Xj)f 

上面等式中的倒敢第二个等式从习理 8. 56 ( I ) 得来， W 为; f , 是特征标（不仅仅是类函败>,从而 
X / Cg - 1 ) = xjg ). 现在根据等式（2> 和 (3), Xiie ^/ nj-Su . 结果由此可得. ■ 

c (( G ) 上的内积珥以用来验证不可约性 • 

定义有眼群 G 上的广义特征标？■是线性组合 

SmiZi . 

其中&，•••，•是 G 的不可约特征标，系数 m .- eZ . 

如果0是一个特征标，则根据命理 8.124, fl = - 其中一切系数都是非负整数 • 

系 8. 130鮮 G 的一个广义特征标0是不可约特征标当且仅当0(1>>0且 


© 这个内积不是双线性 S , 因为有（办* r > 而不是（沒 ,< r > = («, 炉.这#函数常叫做埃尔米特《或半双 我性麼 

(sesquilinear form , sesqui 的童思是**一个半 . 
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(0^0) = 1. 

证明如果沒是不可约特征标，则有某个 * •使得々=；»：,,从而（仏仍= ( A 4) = 1 • 此外，沢1> = 

degO：, ) > 0 . 

反之，设沒= * 其中叼€ Z , 并假设的=1，则1 = • 因此某个 m ? = 1 

而其他 m , = 0. 所以，沒=士 ： ti ,从而沢1> =±义（1> •因 X ,( l ) = degU ,> > 0 ,命题的假设 
沢1〉>0给出 m , = 1. 所以 d =： t , ,因此沒是不可约特征标. ■ 

我们配备从现在起要使用的记号. 

记号如果 G 是有限群，记它的共耗类为 

Cj ，…， C r ， 

从每个共轭类选取一个元素记为 

^1 G C, ， … ， g r 泛 C r ， 

它的不可约特征标记为 

X |, …，: 

它们的次數记为 

”1 = Xl ⑴ ，…， ”r = X r (l) • 

共轭类的大小记为 

* I C| | ， … ， h r = | C r I. 

矩阵是表达信息的有用方法. 

定义 G 的特征标表是栺元素为 X ,(幻> 的 rXr 复教妊阵. 

我们恒假定 q = U > 和：^是平凡特征标•于是，第一行都是1,而第一列由特征标的次数组 
成：根据例 8. 123( KO , 对一切 I 、 A ( l > = n , •.特征标表的第 I •行由值 

X •⑴，: t •(沿>(茗 r > 

组成. 没有显而易见的方法可以用来给其他的共轭类加标（或其他的不可约特征标），所以一个有 
限群 G 有许多特征 标表. 然而，我们还是常说 G 的特征标表. 

因 cf ( G > 上的内积是对一切取和的，而不只是对选取的 g , (—个共轭类取一个）求和， 
可以用“加权”内积改 写它： 

(Xi.Zy) = g/uXiCft) x,(.g t ). 

_定理 8. 129说特征标表中不同行的加权内积是0,而任一行和它自己的加权内积是 1. 

例 8. 131特征标表的元索可以是 复数. 例如，易知3阶循环群 G =<: c > 的特征标表由表 8.1 给 
出，其中《« = e ** i /3 是三次单位 原根. ■ 

例 8. 132用加法记号写出四群： 

V = {0, a , b,a + 6}. 

作为匕上的向童空间， v 有基 a ,6, 取值于的 v 上的“坐标函数”是线性的，因而是 
不可约表示.例如，在 a 上非平凡而在6上平凡的函数形成的特征标是 



Xziv ) = I 


_ 1 如果 V = fl 或 T 
如果 V = 0 或 Z 


表 8. 2 是特征标表. 


表 8.1 1 3 的特征标表 

Si 1 x x 1 

K \ \ I 

X , 1 1 1 

Xt 1 o » at 2 

X\ I cu* » 


表 8. 2 V 的特征标表 

gi 0 a b o+6 

*,1111 

X , 1 1 1 1 

X t 1—1 1-1 

X, 1 1 一 1 -1 

X 4 丨一 1 一 1 1 


g, I~(1 2) (1 2 3) 

A, 1 3 2 

~i i I i ~ 

x , i -i i 

x , 2 o-i 


例 8. 133 表 8. 3 是对称群 G= S 3 的特征标表.因 S， 中的两 表 8. 3 S, 的特征标表 

个置换共轭当且仅当它们有相同的轮换结构，所以有三个共轭类， *_ | 1 <1 2) 0 2 3) 

从每个共轭类中选取元索 1,(1 2) 和 （1 2 3). 在例 8.71( 丨 >中，我 JL __!_?_ L_ 

们知道有三个不可约 表示， A,= 平凡表示， A 2 = sgn. 第三个表示 
A 3 的次数为2.我们现在给出特征标表，然后讨论它的元索. I 2 0 

我们已经讨论过任意特征标表的第一行和第一列.因 Z 2 = sgn, 

第二行记录了丨和 (123) 是偶*换而 （1 2> 是奇置換的 亊实. 第£行的元索为 

2 a b, 

其中 a 和6待求.第三行和其他两行的加权内积给出方程 

2 + 3a + 26 = 0 
2 一 3<1 + 26 * 0. 

容易推出 a = 0 和6= — 1. 

下面的引理将用来描述特征标表的列的内积. 

引理 8. 134 如果 A 是有限鮮 G 的特征标表，《 A 是非奇异的，它的逆 A— 1 的 0•元 素为 
(A - | C ,. 

证明如果元索如陈述所示的矩阵，則因有 


= 2 V 30 . 


(AB)y = |-g I 2 Xj(gk) 

= A (客） 

=( n > 

= ^ij * 

所以 ■ 
下一结果是基本的. 

定理 8. 135 (正交关系1 设 G 是 n 阶有限群，它的共轭类为 C” …， C ” 它们的基数分别为 

hi ，…， h r ， 并选取 元素釣 € Q •设 G 的不可约特征标为 Xi ， …， X r , 并设 X ; 的次数为 n ,. «下面 
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的关系 成立： 

(i) 

(ii) 

S Zl(lf * )TOT= (|GIA* 

证明（丨〉这是定理& 129 的复述. 

(»> 如果>1是 G 的特征标表和 B=[A,J^7/|G|]. 在引理8.]34中，我们证明了 = h 
由此， J14 = 7，即 （BA> w =d w . 所以 

2** 欠 〆 ( S/> = Skt • 

这就是第二个正交 关系. ■ 

对于特征标表，第二个正交关系说不同列的通常内积（不加权，但有复共轭）是0,而对每个 <t, 
走列和它自己的通常内积是丨 G| /&• 

正交关系产生下面的特殊情形 • 

X 8. 136 ( I ) | G | = 

*•1 

(h > 如果灸 > 1» yiw, Xi(gk) = o. 

i-l 

(III) 如果 

*-l 

<IV) S** I 2 = I G| . 

证明（丨）这个等式记录了第一列和它自己的 内积： 它是定理 8. 135( H ) 当4 =<= 1时的 
情形. 

(il ) 这是定理 8. 135( H )当<= l.Zi(l) = n, 时的特殊情形. 

(«1 ) 这是定理 8. 135( 丨 >当 j =丨时的特殊情形. 

(IV) 这是定理 8. 135( 丨 >当_ / =;时的特殊 情形. ■ 

我们现在可以给出定理 2. 113,即伯恩赛徳引理的另一个证明，该定理计算了一个 G- 集的轨 

_道个数. 

定理 8. 137 { 伯恩赛徳引理1 设 G 是有限解，并设X是有限 G - 集. 如果 N 是X的轨道个 

数，則 

JV= r^rS Fix(g), 

其中 Fix(g) 是满足识： =j： 的: X的 个教. 

证明设V是以X为基的复向量空间.和例 8. 117—样， G- 集X给出对一切X 
有〆00«:> =识：的表示 a:G-GL(V>; 此外，如果 A 是 ex 提供的特征标，则例 8.123(V) 证明 


当 

当 i = 乂 

当灸 =/. 



代 


教 


439 


X „ Cg ) = Fix ( g ) • 

设（^，…，(乂是又的轨道.我们先证明 A/tdimO^), 其中 V° 是®定点的 空间： 

对一切茗 6G 有 《t/=v>. 

对每个“定义内为 Q 中一切: r 的和；只要证明这些元索形成 V ° 的基. 显然巧， …, s N . V ° 中的线 
性无关表，剩下要证明它们张成 V °. 如果，則 u == 2^ ，从而 gw = ^ c I (. gx ). 然而因 
gu = u , 所以 G = C < r . 于是，给定: r 6 X 且 x 6 q , 对* eG , 料的每个系败等于即在轨道 q 
中的一切 X 都有相同的系数，比如 C> , 因此 2 C i*i - 所以， 

N = dim ( V c ). 

现在定义一个线性变换 T I V— V 为 


r = T ^ lS ff( * X 

不难验证了是 CG- 映射， T 丨 （V°) =恒等映射， imT ^. 因 CG 是半单的，有某个子棋 W 使得 
v = v °® w . 我们断言 ri w = o . 如果 w 6 w , 則因 w 是子模， 〆 从而 r ( w ) ew . 
另一方面， T(w) e imT = V ° ,因此正如所要的 TCu.) e V ° f) W = {0). 

如果 ，…， uv 是 W 的基，則……，〜，…，…，叫是^^… ㊉ 识的基.注 意丁固 定每个 s , •而 
零化每个 uy 因迹保持和， 



= jh ? G FMB) - 

因为 T 关于选定基的矩阵是单位块和零块的直和.所以有 
tr(T) = dimCV 0 ), 

而 tr ( T ) 是单位块的大小，即 dinKV ^- rN . 所以， 

N - rh? c FMgh ■ 

特征标表可以用于探察正规子群. 

定义如果 ; (；， 是由表示 r«G — GL(V) 提供的特征标，《 
kerX r = kerr. 


命題 8. 138 设 (9=1 是由表示 r * G—GLOO 提供的 有限群 G 的特 征标. 
(i ) 对每个，有 

I ecg ) 

⑴ 

ker 没 = ig ^ G - 0(g) = ^(1)}. 

(«) 如果9= Xj . 其中％是正 整數，《 


kertf =「| kerZ). 


[ 620 j 
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( IV )如果/ V 是 G 的正規子群，則存在不可约特彺标 ；!：••，， …， Z , ••使得尺=门 kerXi . . 

/-I 

证明 （ 丨 > 根据拉格朗日定理，对每个 g |GI = l f 由此 r ( g ) 的特征值 £| ，… ，以是 
I G I 次单位根，其中 d = Wl > ，从而对一切 >,I e > I = 1. 根据 C 中的三角不等式， 

I 沢* > 1 = 1 Ee ； |<«/ =汛1>. 

(ii ) 如果 g € kerf = ken •，則 r ( g ) = /, 即单位矩阵，且 8( g ) = tr (/> = fl ( l ). 反之，假设 

6(, g ) = tf ( l ) = d , 即 = rf •根据命题 1.42, —切特征值幻相等，比如对一切 j ， 勺=».所以 

>-• 

根据系 8. 120 ( III ), r ( g )= ai /, 从而 

0( g ) = 0(1) w . 

但根据假设， d ( g ) =沒(1> ， 因此 01 = 1 I 即 r ( g ) = J 和尺6 kerr . 

(ill) 对一切 有 

以） = 2 m i 

特别地， 

沢 l ) = 2 m ；^> (1) - 

如果访，则沢尽〉=汛 1>. 假设有某个/使得々（0乒 Z /( l ). 因 X /( W 是单位根的和，运用命 
題 1.42, 必有 | X /( g ) \< Xy ( l ) , 从而 I 6( g ) |= Yi m i I 真 > l< S ^>^> = 这碴涵沢发）尹 

択 1), 产生矛盾.所以门 ker ^ . 关于反包含 • 如 Mge kerXj , 则= X >(1). 从而 
0( g ) = 5>>1(貧>= E m > Xj (\) = e(.\)i 

因此， / f 6 kerA 

( IV ) 只需求出 G 的一个表示以 / V 为核.根据 （ H ) 和例 8.125( H ), G / N 的正则表示^是忠实的 
(即是一个单 射〉， 因此它的核是 U > . 如果 — G / N 是自然映射，則的以/ V 为核的表 
示.如果<?是由^提供的特征标，则根据引理 8. 126,0= 2 m > X , . 其中％是正《数，因此用 
(iii ) 便得结果. ■ 


例 8. 139本例中构造例 8.148 中&的特征 标表. 我们知道 kert ^ sA , 和 k « X 3 = V . S 4 中仅 
有的两个正规子群 （ {1>和&之 外）. 此外， V < A 4 . 

在例 8. 140中，我们知道1« 1 ^ = {1}0* <5 0：/ ； <其中/ ； 表示2在0中的共轭类）和 kert 3 = 
U}U* c Ux c . 另一个正规子群是 k er Z 2 nk e rt 3 = {l>U* G . _ 

由特征标描述的正规子群是用共轭类的并给出的 i 这个现点可以给出 A s 的单性的另一证明. 
在习題 2.89 (IV)中，我们看到 A 5 有5个共轭类，大小是1, 12, 12, 15和 20. 因每个正规子群 
包含幺元，所以 A 5 的正规子群的阶是这些数中某几个的和，而且总有 1. 但易知这样的和中只有1 
和60是60的因数，闶此只有<1>和為 5 自己是正规子群. 

有方法把商群的表示“提升”为这个群的表示. 

定义设《<0,并设 <ri G/ff — GL ( V > 是表示. 如果） r « G — G / H 是自然映射，則表示 
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的 r : G — GL ( V ) 叫做 (7 的 提升. 

给出 G 在 C ( G / H 〉- 模 V 上的标童乘法为对 V € V , 


画 


gu = ( gH ) v . 

于是， V 的毎个 CG - 子模也是 C ( G / H > -子模 f 因此，如果 V 是单 C ( G // f )- 棋，则它也是单 0 G - 模.由 
此，如果 criG / H — GLOO 是 G / H 的不可约表示，则它的提升也是 G 的不可约表示. 


例 8. 140我们知道 D 8 和口是不同构的8阶非阿贝尔群，现在将证明它们有相同的特征标表. 


如果 G 是一个8阶非阿贝尔群，則它的中心是2阶的，比如 Z ( G > = <*> .现在根据习题 2. 69, 
G / Z ( G ) 不是循环群.因此 G /2( G >^ V . 所以，如果 d V — 

C 是 V 的不可约表示，则它的提升时是 G 的不可约表示.这 表 8.4 珥和(}的特征标表 


给出 G 的4个（必不 可约〉 线性特征标，每一 个在* 上都取值 
1. 由于 G 不是阿贝尔群.必有一个次数 n s > l 的不可约特征标 
X 5 (如果一切〜=1,則 CG 是交换群，从而 G 是阿贝尔 群〉. 
W = 8 - 可知叱=2.于是有5个不可约表示.因此有5个 
共轭类 i 选取代表元 g , •为1, x , y , w . 表 8. 4是特征标表. 



Z 5 的值利用列的正交关系计算得到.例如，如果特征标表的最后一行是 

2 a b c d ^ 

则第1列和第2列的内积给出方程 4 + 2 a = 0 ,因此 a =-2 .读者可以验证 0=6= c = d . ■ 

正交关系有助于特征标表的计算，但 M 然对于提供特征标也是有 用的. 一个重要的特征标类是 
由诱导表示提供的特征标所组成；即由群 G 的子群 H 的表示所碗定的群 G 的表示. [6231 

M 于弗罗贝尼乌斯的诱导表示的最初构造是十分复杂的.张量积使得这个构造相当自然.环 CG 
是一个 ( CG ， CH >- 双模 （因为 CH 是 CG 的子 环〉， 因此，如采 V 是左 CH - 模，則张*积 CG ® ch V 有定 
义》引理 8. 80说这个张霣积事实上是一个左 CC -模. 

定义设/■/是群 G 的子蛘.如果 V 是左 CH -«, W 诱导横 是找左 CG - 模 

V 1 c = CG ® C hV . 

对应的表示 pf 5 I G — V 0 叫做诱导表示.由提供的 G 的特征标叫做诱#特征标，记为 

首先我们认识到一个诱导表示的特征标未必局限于最初的子群表示_例如，我们巳经看到 A 3 ^ 

1 3 的一个不珂约特征标有复数值.而 S 3 的每个不珂约特征标有（实）整数值.与之相关的是两个 
元索在一个群中可以 共轭， 但在子群中不共範（例如， A 3 中的非平凡元索在 S 3 中共轭，这是 W 为 
它们有相同的轮换结构，但在阿贝尔 _ A 3 中它们不共轭）. 

下一引理将帮助我们计算由诱导表示提供的特征标. 

引理 8. 141 ( | ) 如果 f /< G , WCG 是 [ G « //] 个生成元上的自由右 CH - 模. 

( II ) 如果左 CH - 模 V 有一个（向量 空闽） 基,則诱导模 V 1 G = C ^® CH V 的一个 
(向量 空间） 基是一切的族.其中巧，…，〜是 H 在 G 中的 B ■集代表系. 

证明 （ 丨 > 因 …， t ■是 H 在 G 中的陪集代表系（当然， n = [ G : H ]), 我们知道 G 是不 
相交并 

G =\ J ti H , 
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于是，对每个存在唯一的；和唯一的 A 6 H 使得 g = /々. 我们断言*, ，…, 是 CG 的看作右 
CH 模的基 • 

如果《 € CG ,则 u = ' 其中4 € C • 把每个项重写得 

a t g = V* A = 

_ ( C 中的标童和每一个都能交 换〉， 把包含 同一々 的项归并起来，得到 u = ,其中 7, eCH . 

为证明这个表达式的唯一性，假设其中 7,_6 C/f •现在丨=,其中叫 e 
C . 用它替换得 

0 = 

•.鳥 

但 a = W 当且仅当； ■ ^和 * = Y •, 因此0 - 2 a * 4 . fc - E a *« - 其中 * =垆 • 因 g 的元索 
是 CG 的基（看作 C 上的向量空 间〉， 对一切；， h 有 ait =0. 

( II ) 根据定理 8. 87, 


CG ® cHV ^' Zt i CH ® CH V . 

由此每个 CG0 ch V 有作为 t ,® 勺的 C- 线性组合的唯一表达式，因此这些元索组成一个基. ■ 
我们引人下面的记号.如果 H<G 和X I H-C 是函数，則 ii G-C 由下式 给出： 


定理 8. 142如果; I ：,是由鮮 G 的子蜉 H 的表示 H — GUVO 提供的特征标，則诱导特征标 


X .1 0 由下式 给出： 


[6251 



证明设 <〗，•••, f ■是 H 在 G 中的陪集代表系，因此 G 是不相交并 G= (Jr,« ,设^，… ，〜是 V 
的（向置空问） 基. 根据引理 8.141( B >,向霣空间 V° = CG® ch V 的基由一切组成.注意 

ffi = 

其中因此 


g“i ® «>) = («*,) ® «> 

=<*<,) Aj ® «> 

= <*(o 

(最后一个等式成立是因为可以把 H 中的任一元索移到张量记号的另一 边〉. 现在尽写作 
71°的_切基元索的 C - 线性组合，这是因为对,~(8»勺的系数都是 0. 因此， 《 r 1 c ( ff ) 给出 
nwXmn 矩阵，对固定的以 t,. ® 勺加标的 m 个列除了一个 mXm 块等于 
Ca w (A,)] = 

之外全等于 0. 于是，大矩阵分成 mX OT 的块，它们中的大多数是0,在大矩阵的对角线上的一个块 
非零当且仅当 = M 即 


**co«*. = tT'gti = A. 6 H. 
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诱导特征标是大矩阵的迹，它是对角线上的琢些块的迹 之和. 所以, 

= 2 trCCa ^ C ^ g /,)]) 



(记住 i 在 H 之外是 0> . 现在重写直和项（为了得到不依赖于陪集代表系取法的公式），如果 
6 H , 则(功广在 H 中，由于4是 H 上的类函数，因此对固定的 《•, 

E x.utihr'gdih^ =i h | 

*ew 

所以 

xj G (*> = S (“ rV .) 

= Yjf^^x.ahhr'gUih)) 

= frrE ^< a ~ V ). _ 

注我们已经讨论了诱导特征标，伹容易把这个讨论推广到诱导类*数.如果 H < G ，则 
H 上的一个类*教0有作为 H 的不可约特征标的 C - 线性組合的唯一表达式，比如 
e ^ EciXi ， 因此可以定义 

e\ G = Sdl c . 

易知01°是 G 上的类函教，且定 *8. 142中的公武可以扩张到请导类*教 • 

如果对 <»( A ) 的矩阵（关于 V 的基 q 〜 > 是 B («, 则对一切 if € G , 定义 mXm 矩 
阵 6(*) 为 

枳 |0 如果 …， 

lB (, r ) 如果 gea 

定理 8. 142的证明使得可以把诱导表示的矩阵写成分块矩阵的 形式： 





[BU^gtO B(t~ l gt z ) … BU~ l gt n )\ 


系 8. 143 设 /f 是有限群 G 的子群，并设; t 是 H 上的特征标. 

( I ) ^ f ( l ) = [ G * H ] X (1). 

(#) 如果 H < JG , «对一切茗««， Xf ( g ) =0. 

证明 （ i ) 对一切 a 6 G , 有*,因此在和; t 1 G < l ) 中有丨 G | 

个项等于 Z ( l ) I 从而， 

• Z 1 C (1) = | L ^| z ( l ) = [ G « 


[ 626 ] 



(ii ) 如果 H <] G , 则对一切任 // 蕴涵 a - 1 职硭 H . 所以对一切 a eG , X ( a — 职 ）= 0, 
因此 Zl G (客 ）=0. ■ 

例 8. 144 设 H < G 是指数为；1的子群.设丸= M //,•••々//}是 H 的左陪集的族，并设 
?>: G — S x 是 G 在 H 的陪集上的 （置换 > 表示.和例 8. 123( V )—样，可以认为 G — GL ( V ) , 
其中 V 是 C 上以 X 为基的向量 空间； 即？>是本节意义下的表示. 

我们断言，如果\是由9>提供的特征标， injz ^ ef , 其中 e 是 H 上的平凡特征标.一方面， 
例 8. 123 ( V ) 证明对每个 *6 G , 

X r ( g ) = Fix (9>(^)). 

另一方面.假定是* 换 （写成两行的 记号〉 

…叫么工… 5). 

现在 gliH = ti H 当且仅当 tr 1 机 e H . 于是. tU -' giO ^ O 当且仅当 = 因此 
_ e 1 G («) = Fix (?>(«)). ■ 

即使子群 H 的-个特征标 A 是不可约的，它的诱导特征标也未必不可约.例如，设 G = S 3 ,H 
是由 （12) 生成的循环子群.线性表示 <7= S g nl H - C 是不可约的，它提供的特征标 Z , 使得 
Z ,( l > = 1 和 Z ,(() 2» =-1. 

运用诱导特征标的公式，可求得 

X ,1 S *(1) = 3, X ,1 S *((1 2)) =- 1 和 X ,1 Sl ((l 2 3)> = 0. 

因为 （ ： Cj s ，， Xj s i ) = 2 ,系 8 . 1抑表明 Z , f ， 不是不可约的•易知心俨二心+心，后面一个是 S 3 
的非平凡不可约特征标. 

我们必须提到布饶尔 （ R . Br auer > 的一个结果.有限群 G 的一个子群£：称为初等的，如果 
E = ZXP , 其中 Z 是循环群， P 是/ > -群，其中 p 是某个素数. 

定理 （布饶尔） 有限解 G 上的 每个复 特征标 (？ 都有 

的形式，其中 m f e z , ■是 G 的初等子#上的线性特征标. 

证明见 Curtis-Reiner 所著的 《Theory of Finite Groups and Associative Algebras 》，283 页. 

■ 

定义如果 // 是群 G 的子群，則每个表示 (》 iG — GL ( V 0 用 RL 制给出表示 < x | Hi H — GL ( V ). 
(用模来说，每个左 CG - 模 V 可以看作一个左 C / f - 模 •） 我们称 < r | H 为<»的《»,并把它记为 
由 a 彳 H 提供的 H 的特往标记为 X - 

下一结果呈示了群 G 的特征标和子群的特征标之间的重要关系.（形式上类似于伴随同构 . > 
定理 8. 145 (弟 罗贝尼 乌斯互 反性） 设 H 是群 G 的子群，设 J ： 是 G 上的一个类函數，并设沒 
是 H 上的类函教，《 

_ («1 C ,Z) G = 

_其中 （ ， ） c 表示 C £( G > 上的内积 ， （ ， >„表示 c f ( H ) 上的 内积. 
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om g ,« g = 

= rir.? c rmS^ V) ^ 

= rh nr\Sc u "' ga) 

最后一个等式的导出是因为 J ： 是类函数.对固定的 a € G , 当 / r 遍历 G 时，职也遍历 G . 所以记 
x = a-'ga ,于是上面的等式继续有 

= T ^ TrsrT .§/ (:r> X(x) 

=(OfX i H^H 9 

倒数第二个等式成立是因为力 ( x > 把子群 / f 变 成零. _ 

下面的初等注记便于诱导类函数的 il 算. 

引理 8. 146设 H 是有限群 G 的子群，并设 J ： 是 H 上的类 J * 教，則 

xi G (g) = fjfjE 1 c c («.) I xcg-'ggi). 

证明设 I 丨 = 叫.如果 , 我们断言恰有叫个元素 a eG 使得 < r l u ia =/ r . 

G 中至少有^^个元索构成 K , 和 K 共板，躭是一切满足 a 6 C G (沁〉 的 aao . 这样的元索至多也只有 
个， W 为如果6<幻6 = «,則 6—^6 = a ( T l < r , a () ,从而 0066 00(^). 现在通过合并 Xl G ( K ) 的 
公式中含有 if , 的项便得到结果. 鼸 

例 8.147 表 8.5 是\的特征标表•其中0<= 是=次单位原根. [629] 

群八 由恒等置换、8个3 -轮换和3个不相交对换的乘 表 8. 5 < 的特征标* 

积 组成. 在各中，一切3 -轮换都共轭；如果贫=(12 3> ,则 
[ S 4 « C s , (g)J = 8 •由此 ， I C S| ( g ) I = 3 ,从而 («> = < g >. 

所以在 A , 中的共轭的个数是 [ A 4 : C A , < g )]= 4 [我们知 
道 c A , nc S4 (*> = <«>]• 读者可以 iE 明和客一 1 

是不共轭的，因此我们已经验 _ 证了特征标表的前两行. 

X 2 和 Z 3 的行是 A </ V 三1 3 的线性特征标的 提升. 注意，因为 V 是提升表示的核，所以如果办= 

(1 2)(3 4) ,则 X 2 (« =： f 2 ( l ) = 1 » 同样， X 3 ( A ) = 1. 现在因为3+0»«> 2 = 12 ,所以；《,(1> = 3. 

表底一行由列的正交性 得到. （我们可以用系 8. 130验证3次特征标是不可约的 .） ■ 

例 8. 148表 8.6 是&的特征标表. 
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1 2) (1 2 3) (1 2 3 4) (1 2) (3 4) 


我们知道对一切 n ， 中的两个置换共轭当 _ 表 8 .« S , 的特征标表 

且仅当它们有相同的轮换结构；例 2.5( 丨）中计— 

算了 S 4 中共轭类的大小. _ 

和 X 3 的行是 S 4 /V^S 3 的不可约特征标的提 
升. 这两行第 4 列的元素来自 (12)V=(1 2 3 4)V S 
这两行最后一列的元索来自 V 是核（在每种情 
形中），从而对 > = 2, 3,4(1 2)(34) = Z,.(1>. 一 

我们用 24 =l + l + 4 + ni + » i 完成第1列 | 这样， n 4 =3 = n 5 . 我们来者心是否一个诱导特征 
_标> 如果它是诱导特征标，则系 8.143( 丨 ） 证明它是由指数为3的子群 H 的线性特征标产生的.这 
样的子群是8阶的，从而 它是一 个西罗2-子群 > 即 H 兰 D 8 . 选取一个这样的子 群：设 
H = < V ,(1 3)> = V U <<1 3),(2 4),(1 2 3 4),(1 4 3 2)}. 

共铒类是 

C, = U)i 

C 2 = <<1 3)(2 4)h 

C 3 = {(1 2)(3 4),(1 4)(2 3)}| 

C 4 = {(1 3),(2 4)}| 

C 5 = {(1 2 3 4),(1 4 3 2)}. 


设沒是由 


Ci Ci C 3 C t C s 


定义的 H 上的特征标. 

定义用诱导特征标的公式，并借助于引理 8. 146,可以得到这个特征标表的第4行. 


然而在进行到第5行之前.我们看到系 8. 130 it 明是不可约的，这是因为 U «, X «) == 1.最后， 
正交关系使得可以计算第5行. ■ 

在此，我们必须引人代数 整败. 《 G 是有限群，拉格朗日定理给出对一切 ireGigW =丨.由 
此，如果 GL ( V ) 是表示，则对一切 g,<»( g ) IGI =/• 因此， < r < g > 的一切特征值都是 | G | 次单 
位根，从而一切特征值都是代败 整数. 根据命理 7. 24, <»(|?)的迹是特征值的和，也是代数整败 • 

我们现在能够证明下面的重要结果. 

定理 8. 149 有限蜉 G 的不可约特征标的次数是 丨 G 丨 的因數. 

证明根据系 3.44, 有理数 a =l G | / n , 如果也是一个代数整数， 則必 是一个整数.现在系 
8.10( H >说，如果存在一个忠实 Z [ a ] -模 M , 它又是一个有限生成阿贝尔群，是代败整数，其 
中 Z [«] 是 C 的包含 a 的最小子环. 

根据命埋 8. 128, 有 


國 


= S rh Xilg ~ l)g 
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因此，龙,= Sz.cr 1 )*- 但*，是幂等元> 4〜，，从而 

«€G 

ofi = •( 容 _ 1 ) 供 ,. 

定义 M 为一切形如以的元索生成的 CG 的&贝尔子群，其中{:是 IGI 次单位根， g6G» 当然， 
*M 是有限生成阿贝尔群. 

为证明 M 是 Z 0] -模，只需证明•但 

ofee, = ^gae, 

ACC 

*€C 

然而， w 为; 1 〉是 igi 次单位根的和，所以最后那个元素在 m 中. 

最后，如果芦 ec 和 u€CG, W 伽=0当且仅当或 《=0. 然而， Z[a] GC 和 MQCG, 因 
此正如所要的 M 是一个忠实 ZO] -模. ■ 

下一节我们要提出特征标理论的两个重要应用；对于其他应用以及表示论的更严密的研究，有 
兴趣的读者应该阅读柯蒂斯-赖纳、费特 （Feit>、Huppen 和艾萨克斯 (Isaacs) 的书. 表示论是20 
世纪80年代证明有限单群分类的一个 要索： 有几个无限族和厲于非无限族的26个零墨群（见 Kos- 
trikin fn Shafarevich 编的书中 R. Carter 写的一章和 Gorenstein-Lyons-Solomon 所著的 f The Classifi¬ 
cation of the Finite Simple Groups》). 康伟 （Conway〉 等人的 ATLAS. 包含 10 25 阶以下每个单群的 
特征标表，以及一切零星群的特征标表.最大的零星单群叫做怪物，它的阶为 

2 46 • 3 20 • 5 9 • 7 6 • II 2 • 13 3 • 17 • 19 • 23 • 29 • 31 • 41 • 47 • 59 - 71. 


习題 

8. 55 证明： 如果0是有限群 G 的广义特征标，則存在特征标 J ： 和續得 X —必. 

8. 56 (丨〉 证明， 如果* 是单位复根，则 z ^= r . 

(1>证明：如果 G 是有限群 — GL ( V > 是表示，则对一切 g € G , 

Xir(g ') * Xa(g). 

提示： 用 〆 的每个特征值都是单位根的事实以及下列事实：如果 A 是域*上的非奇异矩阵且 
«■,•••• 〜是 A 的特征值（带有® 败）， 则 A 」 的特征值是“？，…,!!； 1 ,即％,…，凡. 

8. 57如果 G — GL ( n , C ) 是表示，它的逆步表示《/ » G — GL (» t,C >是由 

^ = w 1 )’ 

给出的函败，其中 ， 表示转置. 

( I )证明表示 J 的逆步表示也是表示，当0不可约时，它也不可约. 

< II ) 证明由逆步表示，提供的特征标 I •是 

厶•（名 > = i ,( g 〉， 

其中冗 m 是复共轭.由此推出，如果;*:是 G 的特征标，則2也是特征标 • 

8. 58构造 S 3 的一个2次不可约表示. 

8 - 59 ( i ) 如果其中 G 是有限群，证明容和共軛当且仅当对 G 的每个特征标: C ， Z ( g ) 是实数 • 

(i ) 证明 S , 的每个特征标都是实值函数.（弗罗贝尼乌斯有一个定 理说氏 的每个特征标都取整数值 .） 


[632] 
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8. 60 ( I ) 如果 G 是有限阿贝尔群，定义它的特征标赛^^为 

G. = Hom(G,C x ), 

其中(^是非零复数的乘 法群. 证明 （ T 兰 
提示： 用有限阿贝尔群的基本定理. 

( II ) 证明：当 G 是有限阿贝尔群时， HomCG , C x )^ Hom ( G,Q /Z ). 

( HI ) 证明有限阿贝尔群的每个不可约特征标都是线性的. 

8.61 证明一个单群只有线性特征标是平凡特证 稣. 由此推出，如果: t . 不是平凡特征标， Wn . =^(1)>1. 
8. 62设 d ^ X . 是由有限群 G 的表示0提供的特征标 • 

( I ) 如果 g € G , 证明丨 dig ) | =沢1>当且仅当是标董矩阵. 

揠示： 用命理 142. 

( II )如果0是不可约特 征标， 证明 

Z ( G / kei $) = <容6 G • | e ^ g ) | = OiV ). 

8.63 如果 G 是有限群，证明它的（必不可约）线性表示的个败是 [ GiG ] • 

8. 64设 G 是有限群. 

( I ) 如果 《€ G , 证明 | C G ( g ) |« 2 I ^ !*• 由此可知 G 的特征标表给出 I C c ( g ) | . 

< ii ) 说明如何用 G 的特征标表碗是否是阿贝尔群. 

( ill ) 说明如何用 G 的特征标表求 G 的正 规子鮮 的格以及它们的阶. 

( IV ) 如果 G 是有限群，说明如何用它的特征标表求換位 

提示： 如果則 G / K 的特征标表 ftG 的特征标表的子矩阵，因此可以求 G 的有最大阶的阿 
贝尔商群. 

( V ) 说明如何用有限群 G 的特征标表碥定 G 是否可解. 

8. 65 ( | ) 说明如何用 G 的特征标表求 |2 CG)I . 

(II >说明如何用冇限群 G 的特征标表碥定 G 是否幂零. 

8. 66回忆四元数群 Q 有表现 

Q= (A.B I A 4 = 1,A* * 1 = A 1 ). 

(i > 证明有表示 (j ■ Q — GL (2 ,C > 使得 

- [: :} 

(H ) 证明 ( T 是一个不可约表示 • 

8.67 ( j ) 如果〜 GL ( V > 和 GL ( W >* 是表示，证明由 

( o ® r ) Cg ) a ( g ) ® r ( g ) 

定义的 

r« G-^GL(V®W) 

是-个 表示. 

(II ) 证明由 < r ® r 提供的特征标是点 态积： 

X ^ X r * tr ( ff (客 >) tr ( r (客” • 

( ill ) 证明是交换环（通常称为 G 的伯恿赛徳环）. 

8.6 伯恩赛徳定理和弗罗贝尼乌斯定理 


本节将用特征标理论证明群论中两个重要 结果： 伯恩赛徳的 p m q n 定理和弗罗贝尼乌斯定理. 
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我们先给出下面舒尔引理的变种. 

命题 8. 150如果 < r : G — GL ( V ) 是不可约表示，且有一个线性变換？7-^对_切莒€ G 满足 
9 b ( g ) = a ( g ) 9 >, 

«?*是标：1'变換 ： 存在<»€(：使得9>= <1 1 1 ^ mu 

证明向量空间 V 是 CG - 模，它的标置乘法为对一切 V ,职 sWgXw ) ,对一切 s ：€ G 满足 
等式 ftr ( g ) 的线性变换 S 是 CG - 映射因 < t 是不可约的， CG - 模 V •是单的；根据舒 

尔引理[定理 8.52( II )]， End ( V «) 是除环，因此其中的每个非零元素是非奇 异的. 现在对每个 
«6 C . f-alv 6 End ( V ) ,特别是当 a 是 f 的特征值（它在 C 中，因为 C 是代数闭域）时也是这 
样.特征值的定义说是奇异的. 因此 它必是0,即正如所要证明的， V = al v . _ 

和命题 8. 119( ii >—样，我们可以把由极小左理想 L ,. 上的左乘给出的不可约表示 A f | G -* 
GLa ,.) 看作 C - 代败映射毛 • CG — EwKLi )( 毕竞， imXiCEmKL ,.) ) • 因此限制到 CG 的中心也是 
一个代败映射： 

A , « Z ( CG ) — End ( L ,) ^ Mat , ( C ). 

于是对每个 z € Z ( CG ), 毛 （*> 是一个〜父叫复矩阵.根据命® 8. 150,对每个 Z ( CG ), X ,<*) 是 
—个标量 矩阵： 

Aj (*) = a >,'( z )/， 

其中叫 （*>6 C . 此外，因为之是(：-代数映射，所以函数叫 ■ Z < CC )- C 也是 C - 代数映射 • 

回忆引理 8. 68, Z ( CG ) 的基由类和 

*. = 2* 

组成，其中 G 的共轭类是 

命题 8. 151设是有限解 G 的类和. 

C i ) 对每个 《•, 有 

,、 

UfiKZj ) * -, 

其中幻 eq . 

< ii ) 存在非负整教使得 

Ciii ) 复數叫 （勺〉是代教整教. _ 

证明 < 丨 ） 计算 =«,(*,) j 的迹，因为 x , 在共轭类 c , 上是常数，所以得到 
»/«**.<*>) = XMj) = = hJXiCgj), 

«€C, 

所以 Wi ( Zj ) = hpCiigj)/ni . 

( i ) 选取承 ec ,. 群代数中乘法的定义表 明心在 中的系数是 
I <(«, »«:>) 6 C, XCj * gigj = &} I ， 

它是有限集的基数，因此是非负 整数. 由于\的一切系数都相等[因为我们在 Z ( CG ) 中]，因此这 
个数是、 . 
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( iii ) 设 M 是由 一切叫 （*,) (其中 j = 1, …， r ) 生成的 C 的 （加法） 子群. 因叫 是代数映射， 

coj(zj)(Oi(z t ) = (z .) ， 

从而 M 是环，它作为阿贝尔群是有限生成的（因为 a & eZ ). 因此对每个 j ， JW 是 Zt ；® 〆 勺 ）] -模， 
又是有限生成阿贝尔群.如果 M 是忠实的， 则系 8.10( «>给出叫（~)是代数整数■伹 Af £ C , 从 
而非零元索的积非零.这蕴涵 M 是忠实 Z [»,(*,)] -模. ■ 

完成伯恩赛德定理的证明几乎准备就绪. 

命通 8. 152如果有某个 i, j 使得 （”•_,&) = 1 , « | Xi(gj) 丨=” ，•或 Xi(gj) =0. 

证明根据假设，存在 Z 中整数 5 和< 使得 sn ,+ A , = 1 ,从而对幻 € C , •有 


: 众, •（》>>- 


thjXiigj ) 
” i • 


因此，命題 8. 151( iH ) 给出 X〆 幻） /”，是代败粮数，从而根据命理 8.138( 丨>, | ；(： 〆 《:>> |< % »于是 
只需证明：如果丨 Xiigji/ni | <1, MX ,(^)=0. 


设 m (: c ) € ZDOSasXih )/% 的极小多项式；即 m (: r > 是 ZO ] 中以 o 为根、次数最小的首一 
多项式.在系6.29中我们证明了讲(：1)是<51>]中的不可约多项式.如果 0 '是 m (: r ) 的根，则命题 
4.13证明有某个<»€081(£/(5)使得0=<7(<»).其中 E / Q 是 》 Kx > U | GI - l ) 的分裂域 •但 


a =丄 (Ci +•••+€&)， 

n i 

其中各个 e 是丨 G | 次单位根， W 为 </=<»(<») 也是这样的和.由此，[如同命题 8. ]38(丨 ） 的 
证明]•所以，如果 N («> i a 的范数（根据定义它是; n (; r > 的一切根之积的绝对 值〉， 则 A/( a ><l 
(因为我们假定|<1丨<1> . 但(: r ) 的常数项的绝对值，它是一个 整数. 所以， N ( a )*=0, 
_因此 O =0, 从而正如所要的 X ,(幻 ）=0. _ 

最后，我们可以证明上一节开始时命题 8. 116的假设. 

定理 8. 153如果 G 是非阿贝尔的有痄单群，則<1丨是大小为素教幕的唪一共耗类.所以俏恩 
赛德定理 成立： 每个 〆 " 9 "阶群都是可 解的.其中/■和 9 是素數. 

证明假定相反，有某个）使得\ = X> r > 1 • 根据习題 8.62( 丨 >,对 -- 切；有 
Z(G/kerXi) = {g € G>l X t (g) I — «,>. 


WG 是单的，对一切 i , kert ,.= ⑴，从而 Z ( G / k er Xi > = 2( G > = ⑴.根据命题 8.152, 如果 


(« i ， hj ) = 1，则 I Xi ( gj ) |=〜或 =0. 当然对一切= 1，其中 X ,是平凡特征标 ■ 
如果 Z , 不是平凡特征标，则我们刚才已经看到第一种可能性不能出现，从而 X ,(幻 ）=0. 另一方 
面，如果（〜岣）# 1 , m P I ” 〆 因为/ «,. = p f ) • 于是对每个= 0或户 I ”,. • 

考虑系 8. 136( ii ) 的正交 关系： 


= 0. 

现在 ni = i = Xl(g p ,而每个其他项或者是 0, 或者形如拎,，其中 a , 是代数 整数. 由此， 

0=1 + /^, 

其中#是代数 整数. 这蕴涵有理数 _1/ P 是代数整数，因此在 Z 中，从而得到_1//>是整数的矛盾 .■ 
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特征标的另一个早期应用是弗罗贝尼乌斯的 定理. 我们先讨论双传递置换群.设 G 是有限群和 
X 是有限 G - 集.回忆如果 _ r € X ,則它的轨道是0(1> = <狀 1 geG ), 它的稳定化子是 G x = 
{ g€：Gt gx = x ). 定理 2.98 表明 ICXjO ||Gr | = | G | • —个 G - 集是传递的，如果它只有一个轨 
道： 如果: c , y 6 X , 则存在使得;此时， 0( x ) = X . 

如果； f 是 G - 集，则存在同态 a < G ~- S x ， 就是 g 卜 0( t , 其中 <^ Cc ) = gi . 我们称 X •是一个忠 
实 G - 集，如果 a 是单射 • 即如果对一切有 g_r = _ r , 則 g = l . 此时，我们把 G 看作 S ； (的子 
群，其作用是 X 的置换. 

凯莱定理 （定理 2.87) 表明每个群 G 都坷看作一个忠实传递 G - 集. _ 

定义称一个 G - 集 X 是双传递的，如果对 XXX 中2元组的每个对（〜，心）和（:，: y 2 > ，其 
中 A # x 2 和 yi 尹 y 2 ，存在 g € G 使得 yi = gxi 和5>2 = • 9 

如果存在双传递 G - 集，我们常泛称一个群 G 双传递. 

注意每个双传递 G - 集； f 是传 递的： 如果: « l ( x ,： y ) 和(: y , d 是定义中的2元组，从而存 
在《 € G 使得 ; y = gi (和 I = gy ) • 

例 8. 154 ( I )如果»^2,则对称群 S , 是双传递的 • 即 X =» <1,是一个双传递 S x - 集. 

( II ) 如果 n ^4. 交错群是双传递的 • 

( Hi ) 设 V 是 F 2 上的有限维向量空间，并设 X = V — <0|,聃 X 是双传递 GL ( V 0- 集，这是因 
为 V 中每对不同的非零向，: t 2 必是线性无关的（见习埋3.69> • 因每个线性无关表可以扩张为 
—个基， W 此存在 V 的基 jrpA , …,: r ,. 同样，如果: yp 力是另一对不同非零向 M , 则存在基 ; yp 
yz .-, y n . 但根据习埋 3.78, GL ( V > 传递地作用在 V 的 -- 切基的集合上.所以存在 g 6 GL ( V > 使 
得对-•切 i 有; y , 从而； f 是一个 双传递 GI .( V )- 集. ■ 

命麵 8. 155 —个 G - 集 X 是双传递的务且仅当对每个 j ： € X , -集 ； f 一 { x } 是传 递的. 

证明设 X 是双传递 G - 集. 如果； y,se X -{ x ) , 则 （ y ,_ r > 和 ( m ) 是 X 中不同元索的2元组， 

因此存在/?€ G 使得 z = 耵和 1 = gr . 后一个等式表明 /re G , ,从而是传递 G ,- 集. 

为证明逆命理，设 （ A ，: r 2 ) 和(: yt ，力 >是尤的不同元索的2元组.我们需要求 g 6 G 使得; y ! = 

识 1 和力=弘 2 .记 （炉 1 ，职 2 ) 为，尤 2 > • 存在 * € G If 使得 / i ( i , ，: t 2 ) = ( 力 , x z ) !如果:^ = 

3-1 • 可以取/ ， 如果 々 关;则用命题假设 X - U 2 } 是传递-集.问样，存在 a '€ G & 

使得“力，々）=(力，力> •所以，,即 X 是双传递 G - 集. _ 

例 8. 156设 ft 是域，设 /(: c )€4 l >] 没有 重根. 设 E / fc 是分 裂域， 并设 G = Gal ( E / t > 是 / U > 

的伽罗 瓦群. 如果 < a | ，…, 0 ll } M /(； r ) —切根的集合，則； f 是一个 G - 集（定理 4.3), 它是传_ 
递的当且仅当 /(： r ) 是不可约的（命理 4 . 13> . 现在 /( x 0 在 4( a| )[>] 中因式分解为 
/(■ r ) = (x — ai )/ i ( jr ). 

读者可以证明 G = Gal ( E / iK fll >>< G 是稳定化子 G & ，且 X — { fll 丨是 q -集. 于是命題 8. 155表 
明 X 是双传递 G -集当且仅当/( I )和力 （ x > 都是不 SJ 约的（分别在 礼 x ] 和以扪>|>]上）. ■ 

回忆例2.92(||):如果 H 是群 G 的子群 *X = G / H 是 H 在 G 中的一切左陪集的族，则 G 由 

© 更一舣地，我们称一个 G - iix 为 遒的. 其中,如果对 xx ••• xx 中的每个有不同坐标的 a 元 
组对 T " …，1*>和(力，… or *> • 存在丨 e G 使得对一切£<4，兄》私，.可以1£明，如果* > S , W 忠实灸-传递 
群只有对称群和交错群 .5 个；籌尼鬌是有屬的零星 单屏. 它们也是离传 递的： M 22 是3-传递的， 

和是4-传递的，遒的. 
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g * 作用在 G / H 上 . G - 集 X 是传递的， 6 G / H 的稳定化子是 — 1 ; 即 gaH-aH 

当且仅当 a 一 1 糾 € H 当且仅当 geaHa — 1 . 

命题 8. 157 如果 X 是双传递 G - 集，則 

| G | = ”(”一 1) I C Z ,y | • 

其中” =| XI 和 Gu = Ue G : 供 = a ： 和 gy = W • 此外，如果 X 是忠实 G - 集，« | |是 

(«-2)|的因数. 

证明首先，因为 X 是传递 G -集，定理 2. 98给出丨 G |= it 丨&丨 • 现在根据命题 8.155, 
X -{ x ) 是传递 Q -集，因= G Xty * 从而 

\ G X | = | X — { j :} 11 ( G x ) y I *= ( n — 1) I G x%y I v 

此时，因 SS x - U y 兰5„- 2 的子群，从而得到末尾的注记. ■ 

现在容易给出非双传递群的例子，因为双传递群的阶是有约束的. 

定义一个传递集称为正«的，如果只有 G 的么元固定 X 的任一元索,即对一切 

例如，凯莱定理表明每个群 G 同构于兔的一个正则子群.正则性的概念可以扩张到双传递 群上. 
定义一个双传递 G - 集 X 称为强双传递的，如果只有 G 的么元能固定 X 的两个元素；即对一 
切不用的对 U 6 X , G x . y = U }. 

命题8 158 对忠实双传遂 G - 集； C , 下面的条件等价，其中 丨 = n . 

( I ) X 是 铥双传 递的. 

( || ) 如果 （ Xi ，0：2) 和 （>1 ，力> 是 XX X 中的二元姐，且 工1 尹 工2和 h 尹 >2 ，則存在味一的 
nm «6 g 使得力=职】和 : yz 灯 2 . 

(IK ) I G I *■ n(n — 1). 

( IV ) 对一切不同的： r.y 6 X ,0,., = <1> • 

( V ) 对每个: r € 集 X - U } 是正 « 的. 

证明所有殖涵关系都是简单的. _ 

例 8. 159 (丨） S 3 和 A 是强双传递群. 

(#) 习题2.46定义了仿射群八〖{(1，10*它由一切形如 /(: r ) = ar + 6( 其中关 0) 的函数 
/| R -* R 在复合运算下组成，而且它同构于由一切形如的矩阵组成的 GU 2, R ) 的子群 • 

显然，对任意域 I 我们可以用同样的方法定义 AH (1, A ). 特别地，如果 A 是有限域1%,則仿射群 
Aff ( l , F ,) 是有限的，阶为 9 ( 9 -1) . 读者可以验证 F , 是强双传递 AfKl , F ,>- 集. _ 

记号如果 G 是群 • WG *= U 6 G > g 关 1>. 

根据凯莱定理，每个群都是正则的.我们现在考虑对每个 s ec ••最多有一个固定点的传递群 
G . 在每个* € G # 都没有固定点的情形，我们说 G 的作用是无固定 点的. 汤普森 证明： 如果有限群 
H 有一个无固定点的索数阶自同态(即群 G = <«>在 H * 上的作用无固定 点〉， 则//是幂零的 
(见 Robinson 所著的 < A Course in the Theory of Groups)t 306—307 页）.于是，我们考虑存在 1 
个固定点的某个 g € G ••的作用 > 即 G 的作用不是正則的. 

定义 一个 有限群 G 称为 弗罗贝尼乌斯费， 如果存在传遂 G - 集満足 
( I ) 每个 gGG ** 最多有一个 ffl 定点 t 
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(y ) 存在某个 g € G 8 恰有一个固定点. 

如果 我们称为 G 的弗罗贝尼乌斯补. 

注意条件 （ 丨 ） 蕴涵定义中的 G - 集 X 必是忠实的.我们重新叙述这两个条件： （ 丨 > 每个 
G * 最多有一个固定点是说 = < 8 ) 存在某个恰有一个团定点是说 G f 关 {1}. 

例 8. 160 ( I )对称群 S 3 是弗罗贝尼乌 斯群： X =<1,2,3} 是忠实传递 S 3 -集；没有 

< r 6 ( S 3 〉 # 固定两个元素.每个对换 （ fj ) 固定一个元素.循环子群是弗罗贝尼乌斯补（因 
此弗罗贝尼乌斯补不必是唯一的）.置换沒€ S 3 没有固定点当且仅当#是3 -轮换.我们准备证明在@ 
弗罗贝尼乌斯群中，1和没有固定点的那些元索一起构成正规 子群. 

( ii ) 可以推广（丨）中 S 3 的 例子. 设 X 是 G - 集，它至少有三个元索，而且是一个强双传递 
G - 集. 则 X 是传递的，⑴，且&关彳丨}(因为对不同的 X ,存在使得 x = 
gi 和 z = « y ). 所以每个强双传递群 G 是弗罗贝尼乌斯群. ■ 

命題 8. 161有限群 G 是弗罗贝尼乌斯蜉 当昱仅 当它包含一个柞平凡真子群 H , 且对一切 
H . HDgHg - 1 =⑴. 

证明设 X 是弗罗贝尼乌斯群定义中的 G - 集. 选取 X ,并定义 H - Gi . 现在因为传递 
性不允许对一切有 ？ ； r ==： r , 所以 H 是 G 的真子群.为证明 H 是非平凡的，选取有一个固定 
点的* 6 G * ,比如耵=，如果; y - z , W ^ e G x = H . 如果: y 參: r , 则传递性给出 A € G 使 
得知 = x ,习題 2. 99给出 H = G X = hGyh -' 5* {1 }. 如果 g 任 ff , 则 g_r #: c . 现在 《( G r > 厂 1 = 

G „ ■ 因此，如果 H n gHg -' - G x n • 则 A 固定 _r 和* n 即 = <1}. 

关于逆命®,取 X 为 H 在 G 中的一切左陏集的 G - 集 G / H , 其中对一切 GMiaHh / raH . 

我们早先注释过 X 是一个传递 G - 集，且 aHeG / H 的稳定化子是 G 的子群 flHa - 1 . 因 H 关 {1}, 可 
知 G aH # <1} •最 后， 如果 aH 关 6 H . 则 H ,有 

G aH .tH = G„ h r\G M = aHa '• fl bWT' = a(H D a~'bHb 'a)a~ l = ⑴， 

所以 G 是弗罗贝尼乌斯群. ■ 

上面这个命题的重要性在于它把弗罗贝尼乌斯群的定义从 G - 集的语言翻译为抽象群的语言. 

定义如果 X 是 G -集，定义它的弗罗贝尼乌斯核为子集 

N = {1> U <*€ G > «没有困定点 >. 

当 X 传递时，可以用稳定化子仏来描述 N . 如果 W 存在某个: yex 使得 a ；y = ； y . 因 G 的 
作用是传递的.存在使得 g:r = ;y ,且.因此 a € (J « G x g - '. 关于 S ； 包含， 

*ec 

如果 一 1 ， 则有某个使得 aeKGj - 1 =0炉 ， 从而 a 有一个固定点,即我 
们已经证明了 

N = ⑴ U ( G - nj * G x g ')). 

« t€C 

习埋 5. 32表明，如果（^是0的真子群 ， Wl G U gG x g~ l , 从而此时 iVytd }. _ 

*€C 

命題8. 162如果 G 是有弗罗贝尼鸟斯补 H 和弟罗 S 尼乌斯核 N 的弟罗 H 尼乌斯群， 《| N | = 

[G * H ] . 

证明根据命题 8. 161,有不相交并 



G = .⑴ u ( U N ". 

*€C 

注意 N g (H) =H :如果 g 任 H , 則 Hn 尽 Hg — 1 = ⑴，从而 gHgH 关 H . 因此， H 的共轭的个数 
是 [ G * N G ( m ] = [Gi H ] (命题 2.101) • 所以 ， I [J gH^g-' |=[ G : H ]<| H |- l ). 因此 

找 C 

I N | = | N* |+1 = | G |-([G« H](| H |-D) = [G« H]. ■ 

弗罗贝尼乌斯核可以不是 G 的 f 群.容易验证，如果客则 〆 ^eiV, 且对每个 aeG,«ga 一 1 6N» 
困难的是证明 N 在乘法下 封闭. 例如，如果 V = i” 是域走上一切 nXl 列向*的向量空间，则 V # , 
即V中非零向 t 的集合是忠实传递 GL(V ) -集•现在 A 云 GL(V) 有一个固定点当且仅当存在某个 
v€V* 使得 At ; = im 即 A 有一个固定点当且仅当1是 A 的特征值.于是.弗罗贝尼乌斯核由单 
位矩阵和一切不以1为特征值的线性变换组成.设丨 A |>4 ,并设 ^是 / t 的非零元索满足 a 2 # 1 , 

WA = J 和8=匕 J 在 N 中，但它们的积 AB = G '] 不在 iV 中.然而，如果 （？ 是 
弗罗贝尼乌斯群，则 N 是子群；这个事实的已知证明只有运用特征标才能完成. 

我们已经注明，如果4是群 G 的子群 H 上的特征标，则限制（奸未必等于 0. 下一个证明 
表明一个弗罗贝尼乌斯补的不可约特征标能够扩张为 G 的不可约特征标. 

引理 8. 163设 G 是有弗罗贝尼乌斯补 H 和弟罗 H 尼乌斯核 N 的条罗贝尼乌 斯群. 对 H 上的 
每个不是乎凡特征标' 的不可约特征标少，定义广义特征标 

9 =屮一(*1\， 

其中《/=勿1).則 〆 是匚上的不可约特征标，且以=必；即对一切 Ae 
证明首先 注意史 (1> = 0.我们断言诱导广义特征标 Pf 满足等式 
C 9 , 1 c ) h - V. 

如果 q • 】，•••,<„是 H 在 G 中的陪集代表系，則对 K € G , f 1 G («) 的矩阵的对角线上是块 , 
其中，如采匕 1 /…€ H , 則右(<广轵,0=0(这正是定理8.142的矩阵形式>.如采 A 6 H , 則对一切 
« H , 从而 kfAt ,.) =0. 所以对角线上只有一个非零块，且 
[642] tr (?>1 c ( A )) = tr ( B ( A )>, 

BP 

f 1 G ( A ) = 9( h ). 

我们已经看到91 <; 是0上的广义特征标满足 (.9f) H =9. 根据弗罗贝尼乌斯互反性（定理 
8. 145), 

(»>1 G ,rl c > c = (9>,(9>l c ) H ) H = (?>,««. 

但？,因此4和次的正交性给出 


(^1 G .Z,)c = =-d. 

其中是 G 上的平凡特征标.定义 
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•/>' = r ] c + dXi . 
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现在是 G 上的广义特征标，且 

(.*' y ) c = ( fi c ,? , i c ) G +2«/(? > i G ,) f l ) c + d 2 

= \ +d z - id 2 +J 1 = \. 

我们有 

(〆 > H = (9 l G ) H + d ( Z,) H = < P + d* l = (> P - d4 ' 0 + d , Pi = </>. 

因 〆 （1)=0(1>>0,系 8. 130 说 〆 是 G 上的不可约特征标. ■ 

定理 8. 164 (弗罗贝尼乌斯）设 G 是有弟罗贝尼乌斯补 H 和弟罗贝尼乌斯的弗罗贝尼 
乌斯群，《 JV 是 G 的正规子群 ， NO {1}. 且 A/H = G . 

注鮮 G 有子銲 (3 和正规子鮮 K 鴻足 K f ) Q = {1} 和 KQ = G 叫做旱 JL 积. 第10幸中要 
讨论这种鮮. 

证明对 H 上的每个不是平凡特征标 A 的不可约特征标 A 定义广义特征标9>= ,其 

中 d = ♦ ⑴. 根据引理， 〆 = f 1 c +< ft , 是 G 上的不可约特征标.定义 
N* = p) ker〆 • 

当然. N •是 G 的正规子群. 

根据引理 8. 163,对一切 *• (M)=>HhU 特别地，如果 A = 1 ,有 
^*(1) - ^(1> = d. 

如果 N * ,则对一切 aGGi 有 1 (因为 / T 没有固定点 >,从而 》>( 叫 a — JsO . 现在诱 
导特征标公式，即定理8.142给出》>1 <; («> = 0.«此.如果,则等式 （5) 给出 
•/>' ( g ) = »»1 c < g ) + <«,(«) - d. 

由此推出，如果则 

〆 ( g ) d = •/ >' (1)| 

即豕6 ker〆 . 所以 

NSN '. 

反包含来自计算论证. 

设 AeZ / flN *. 因引理 8. 163给出 〆 （ A >=0( A >. 另一方面，因 AeAT ,有 〆 （《 = 
</>' (]) = </. 所以分 ( A )=^( A )= d = 少 (1>,从而对 H 上的每个不可约特 征标轉 Aeker 0. 考虑由 H 
上的正则表示 p 提供的正则特 征标： 心= - 现在 - 因此例 8. 125 

C li ) 给出 h=l. 于是， 

HD N - = {1}. 

其次，根据命題 8. 162, | G | = | HI [ G < H ] = | H || A /丨 . 注意，因为 N *< JG , 所以是 
G 的子群.现在根据第二同构定理，丨 HN . || Hfl W | = | H || N " | ,因 Hfl N ， = <1} ,有 
I H | I N | = | G |>| HN ' | = | H || N * i . 因此 ， I JV |>| JV * |. 但因 NsJV ，有 I N * | ， 
从而 N = AT . 所以， N <] G，Hn ⑴， HN = G . ■ 

关于弗罗贝尼乌斯群的结构可说的还有很多.弗罗贝尼乌斯补的每个西罗子群是循环群或 


[6431 

(5) 
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广义四元数群（见 Huppert 所著的 Endliche Gruppen II 502 页）， 关于无固定点自同态的汤普 
森定理有一个推论说每个弗罗贝尼乌斯核是幂零的；即 N 是它的西罗子群的 直积. 读者可参考 
Curtis-Reiner 所著的 《Representation Theory of Finite Groups and Associative Algebras 》242 〜 246 
页，或 Fcit 所著的 《 Characters of Finite Groupsl 133 〜 139 页. 

习题 

8. 68 证明例 8.159( j | >中的仿射群 AH (1. F ,) 是强双传 递的. 

8. 69如果且左 K 集的族 G / H 经由格集上的表示成为一个 G - 集，证明 G / H 是忠实集当且仅当 
= {1}. 举出一个 G / H 不是忠实 G - 集的例子. 

8.70 °证明 SL (2. F s ) 的每个西罗子群是循环群或四元败群. 

8.71 群 G 的一个子集 A 叫做 T . I . 集（或平凡交集 ）• 如果 AGN C ( A > 且对一切裒有 AfWAf G 

< 1 }. 

( I ) 证明弗罗贝尼乌斯群 G 的弗罗贝尼乌斯补 H 是一个 T.L 集. 

( II )设 A 是有限群 G 中的一个 T . I . 集，并设 N = N C ( A >. 如果 a 是把 N — A 变为0的类函败，沒是 
把 （ U ( A * AN 〉>- A 变为0的 iV 上的类函败，证明对一切有 =«( g > 和沒 f ( g > 

K^O 

提示： 见引理 8. 164和定理 8. 163的 证明. 

( B ) 如果《(1)’ =0,证明 (《 ，炉 w = ( af ，沒 f > c . 

( IV )设 H 是奵限 的一个自正蚬化子群；即 H - N C ( H ). 如果 H 是 T . I . 集，证明存在 G 的正规 
子群 K 使得 fCflH - Ml ) 和 Kf /= G . 

提示：见 Feit 所著的 《Characters of Finite Groups 》 124页 • 

8. 72 证明存在 n 阶非 阿贝尔 单群，其中 60< n <100. 

提示： 根据伯恩赛徳定理，在 n 的纷定的区间中，只有66, 70, 78, 84和90可能作为基败，而90被 
习 *5.29( H ) 播除. 

证明存在 n 阶非阿贝尔单«,其中101<«<168.我们说明 PSL (2, F 7 ) 是168阶单群，如果不计同构， 
它是唯一的这样的群.由命題5.41、系 5. 68和习«8. 72可知阶严格小于168的非阿贝尔单群只有 A s . 
提示： 根据伯恩赛德定理，在 n 的给定区间中，可能作为基数的只有102, 105, 110, 120, 126, 130, 
132, 138, 140, 150, 154, 156和 165. 运用习題 2. 98、习題 5. 30和习 8 5. 31. 
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第 9 章高等线性代数 

本章先研究 PID 上的模.涉及它们的投射、内射和平坦棋的刻画.然而，我们强调的是有限生 
成模，因为有限阿贝尔群基本定理的推广在应用到 4[ z ]- 棋时，产生矩阵的有理典范型和若尔当典 
范型.也要讨论史密斯正规型，因为它可以用来计算矩阵的不变量.然后考虑向霣空间上的双线性 
型和二次型，它们导出辛群和正交群.下一步是多重线性代数，接着是向张量代败、外代数和行列 
式.最后介绍李代数，它 SJ 以看作处理线性变换族的一种方法，而原先只是进行个别的讨论. 

9. 1 PID 上的模 

现在把有限阿贝尔群的结构定理推广到 PID 上的模.正如我们说过的，这个推广不仅是为了它 
自身的缘故，更因为摸的版本产生矩阵的典范型.我们将看到不但定理推广了，而且定理的证明也 
推广了. 

定义设 M 是 K - 模•如果 《 n € M , 則它的阶 a 想（或零化子）是《 
ann ( m ) = {r < rm = 0}. 

我们说 m 有有® 阶（或是一个挽 © 元〉， 如果 ann ( m ) ^ {0} , 否到 m 有无限阶. 

当一个交换环 R 看作它自身上的模时，它的幺元1有无限阶.这是因为 ann ( l )~ {0}. _ 

阶理想推广了群论中元索的阶的概念.回忆如果 G 是加法阿贝尔群，则一个元索 geG 有有限 
阶，如果有某个正整数”使得=0 ,而 g 的阶为如果 c / 是最小 的正* 数使得•另一方 
面 . ami («) 是 Z 中的理想，和 Z 中的任意非零理想一样，它由其中的最小正整数生成.于是阶理想 
ann («) = (</), 它是由 g 的阶 d 生成的主 理想. 在命埋 7. 12中，我们证明如果 M = 是循环 R - 
模，其中 i ? 是任意交换环，则 iW 兰 R /7. 在这个推论中.理想/是 kert >, 其中 fR - JW 是映射 rn-mi , 

从而/ = ann ( m ) ，且 

< m > ^ l ?/ ann ( m ). 

定义如果 M 是 /?- 模，其中是整环，則它的换子横定义为 
tM = 有有限阶}. 

命题 9. 1 如果是整坏和 M 是•模，« 是 M 的子模. 

证明如果則存在非零元素 r ， 〆 ©? 使得 rm =0和 rVn '=*0. 显然， rr'Cm + m ') = 0 •因 
尺是整环， rr '^0， 从而 ann(iw + m ’） 尹 {0} | 所以 m + 

如果 s 6 R * 则因 rsm = 0 ,从而 r 6 arni ( sw ) ，所以 sm 6 *M . _ 

如果尺不是整环，该命题不 成立. 例如，设 Rsle . 在从二匕中，因为[2]6 ann ([3]) 和 [3] 

6 ann ([4]> ,所以 [3] 和 [4] 都有有限阶.另一方面，[3]+[4] = [1]，因咖([1]> = {0}，所以 [1] 

在 M 中有无限阶. 

© 267页上给出了 torsion (疣〉的词源. 

O 挠子棋有一个推广 • 叫做脅异子植.它 ft 对未必交梅的坏上的左於模定 义的. 见 Daun S 所著的 f Modules and 
Rings 》，231-238 
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本节的剩下部分中，/?都是整环（其实早就应限制了 >• 

定义假定及是整坏和 M 是 K .. 模，則称 M 是搛的，如果 tM = M ，而称 M 是无挠的，如果 

M ={ 0 }. 

命題 9.2 设 M 和 M ' 都是模，其中 R 是整坏. 

(I > M / tM 是无挠的. 

( II )如果 M 兰 AT , 則 兰 tM ' 和 M/tM 兰 Af / tM '. 

证明 （ 丨 ） 假定在 M / tM 中 m + tM 关0 »即爪有无 限阶. 如果 m + tM 有有限阶，期1存在某 
个且 r 尹0满足0 = r(m + tM ) = rm + tM ；即 rm € . 于是存在 s 且 s # 0使得 

1^47| 0 = s ( rm ) = ( sr)m . 但因 R 是整环，所以 sr ^ 0 , 从而 ann ( m ) # {0} |这与 m 有无限阶矛盾. 

( II ) 如果 V ' M 1 是同构，则因对 rm = 0且 r 尹0有 r 9( m ) = firm ) = 0 (这对任意 R - 同 
态都成立），所以 Wt / VOGtM * | 因此？ — tM ' 是同构（逆为 y — 1 丨 4 ^〉.关于第二个陈述， 
易知定义为 m + tM — WnO +/ M ' 的映射？ | M/tM — MVtM ' 是 同构. _ 

这里是命题 9. 2的一个奇特的 证明. 存在函子 M R Mod- R Mod ,在棋上定义为 Mh-(M ,在态 
射上定义为必1-必丨由每个函子保持等价的事实得兰 tM '. 

非诺特交换环 R 本来的定义是有一个理想不是有限生成的.现在把 R 看作它自身上的模则是 
有限生成的：事实上，它是循环的（生成元为 1). 于是，有可能一个有限生成棋的子模未必是有限 
生成的.当 K 是 PID 时，不会发生这种情形 t 亊实上，我们在命埋 7.23( II ) 中己经证明，如果 R 是 
P 1 D , 则有限生成模 R - 的每个子棋 S 是有 R 生成的 | 其实，如果 iW 能由!》个元索生成，则 S 能由 n 
个或少干》个元索生成. 

定理 9. 3如果 R 是 P 1 D , 則每个有限生成无挠 R - 獏 M 是自由模 • 

证明我们对 n 用归纳法证明这个定理，其中 ' M = <%,•••,%>. 

如果 n = 1 ,则 JW 是循环棋；因此 M = < ti ,> 三 R / aniKv 〗） •因 M 是无後的， annCv ,) = {0} , 
从而 M 兰 R , 因此 M 是 fl 由的 • 

关丁归 纳步，设时= < V| ，…, ％ +| > ,并定义 

S = {m 6 W 1 存在 r 6 J ?， r #0 使得 mi 6 < w , + i>}i 
容易验证 S 是 M 的子模.现在 M / S 是无 挠的： 如果: c € S , r ( o : + S > =0 ,则 ra : € S i 因 

此存在 〆 € R 满足 〆 关 0 和 rri 6 <«.+! > .因 r〆 # 0 , 有 : r € S , 这是一个 矛盾. 显然， M / S 能 
由 n 个元索生成，就是 in + Sr ^ x ^+ S , 从而根据归纳備设， M / S 是自由的.因自由模是投射的， 
所以命埋 7. 54给出 

MSS ©( M / S ). 

于是只要证明 S 兰 R , 证明就得以完成. 

如果 X 6 S , 脚存在某个非零 r e R 使得 ra : e < v m+ p t 即存在 a € R 使得 r:r = 0^ +1 . 定义 
S — Q = Fr aC ( R ) 为炉 a / r , 其中 Fra C ( i ?> 是 R 的分式域.经简单计算（留给读者）可知 9= 
是（合理定义的）单射 R - 映射.如果 D = im 9>, 则 D 是 Q 的有限生成子模.因为 S 是 M 的直和项， 
因此是 M 的象，所以 D ^ S 是有限生成的. 

如果能够证明 Q 的每个有限生成子模 D 都是循环的，就可完成证明.现在 

D = ( fcj/cj , b m / c m ) , 
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其中6 〆 , e 尺.令<：= J [ ci ，并定义/: D — R 为对一切 d € D 9 f ^ d\^cd (因为乘 c 清除了一切分 
母，所以/的值在尺中）.因 D 是无挠的，/是单射只-映射，从而 D 同构于 R 的一个 子模； 即 D 同 
构于尺的一个 理想. 因 K 是 PID , 尺中的每个非零理想同构于 K ; 因此 S 兰 im ?>= De /?. ■ 

系 9.4 如果 i ? 是 PID , «有限生成自由尺-模 F 的每个子模 S 是自由的，且 rank ( S )< rank ( F ). 特别 
地，每个有限生成投射 /?- 模 P 是自由的. 

证明根据命题 7.23( II >,子棋 S 能够由个或少于 n 个元索生成，其中 n = rank ( F ). 现在 
F 是无挠的，因此 S 是无挠的.运用定理 9.3 得到 S 是自由的. 

第二个陈述来自定理7_56:投射模作为自由模的直和项的特性. WP 是有限生成的，存在有限 
生成自由模 F 和满射因尸是投射的，存在映射 F 使得办 = 1 P . 于是 j 局限于 
P 和 F 的一个子模的同构，根据第一部分的证明，这个子模是 ft 由的. _ 

注没有有限性的假设，系中的两个陈述也其，我们将很快证明它们. 

系 9.5 (丨）如果/?是 P 1 D , 則每个有限生成模 Af 是一个直和 
M = rM ® F , 

其中 F 是一个有限生成自由 K - 棋. 

(N ) 如果 JVT 和 iW ' 都是有限生成 R - 模，其中是 PID , 則 Af 兰 M " 当且仅当主 rM ' 和 
rank ( M /^ M ) = rank ( M / M ’、• 

证明 （ I ) 因为 M 是有限生成的，所以商模 M/xM 是有限生成的，根据命题 9.2( 丨 
是无挠的.所以根据定理 9.3, MAM 是自由的， W 此 M//M 是投射的.最后，根据系 7.55, 

<11 ) 根据命题 9.2( li ), 如果 M 兰 V , 则似兰 / M ' 和 M / tM 兰 M 7 W . W MAM 是有限生 
成无挠的，所以它是 fi 由模， MVtiVf 也是如此，如果它们有相同的秩，则它们是同构的. 

反之，三 £ M ®( M / zAf ) 和綷兰，命题 7. 30把每个直和项上的同构组 
合成同构 M 一 ■ 

注这个系需要有限生成的 假设. 存在阿贝尔群 G , 它的挠子群心不是 G 的直和項[见刁 
*9.1(111)]. 

现在我们可以刻阔 PID 上的平坦模. 

系 9.6 如果 RAPID , 則尺- 模是平坦的当且仅当它是无挠的. 

证明根据定理9.3,每个有限生成无挠 R - 模都是自由的，从而根据引理8.98,它是平坦的. 
根据引理8.97, M 是平坦的. 

反之，如果 M 不是无挠的，则它包含一个有限阶的非零元素 m , 比如阶为 （ r ) .如果 
* » R — Frac (/?> 是包含映射，则 m ® 1 e ker ( l M ® *•) ,这是因为在 M ® RFrac (/?> 中，有 
m (§) 1 = m ® ~ = rm ® 丄 = 0. 

另 一* 方面，根据命題 8.86， 映射 w 1 — m 是同构 — Af ，从而在 Af 中， m ® 1尹0 • 
所以 M 不是平坦的. ■ 

在继续进行有限生成模的洋尽讨论之前，我们暂 II 证明一个重要 结果： 系 9.4 的推广，其中不 
再假设自由模 F 是有限生成的.我们先给出有限生成情形下的第二个证明，然后再推广. 

命题 9.7 如果 R 是 PID ， W 有哏生成自由 R - 模 F 的每个子模 H 是自由的，且 rank ( f /)< rank ( F ). 
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证明 Sn = rank ( F ) 用归纳法 证明. 如果 ”=1 ,则 F 兰 J ?. 于是//同构于 R 中的一个理想, 
但一切理想都是主理想，因此同构于 {0} 或 K . 所以 H 是秩<1的自由模. 

现在我们证明归 纳步. 如果 ，… ，: r « +1 } 是 F 的基，定义圹=,并设 
fT = Hfl 广.根据归纳 餒设， H ' 是秩 < n 的自 由模. 现在 

H / H ' = H/(Hfl (H + F , )/ F , C F / F 1 ^ R . 

根据基础步.或者 H / H ' = {0}, 或者 H / H '^ R . 在第一种情形中， H = H ', 证明 完成. 在第二 
种情形中，系7.55给出对某个6€»有只=^©<4>,其中 < fc > 兰/?,因此 H 是自由阿贝尔模， 
而且秩 < n + l . ■ 

我们现在去掉有限性的假设. 

定理 9.8 如果 K 是 PID , 則自由 R - 模 F 的每个子模 H 是自由的， irank ( H )< rank ( F » •特别 
地，每个投射 /?- 模都是自由的. 

证明我们要用到选择公理和佐思引理的等价陈述（见附 录〉， 即每个集合都可以是良序的 • 
特别地，可以假定 F •的基 K } 有良序指标集 K . 

对毎个 《€K ,定义 

F ；= • > < *> 和 F * = <々 «><*> = 朽 ㊉ < x *>, 

注意 F = | JF *. 定义 

H ；= H 门朽和 H * = HDF *. 

现在 H ' k = HnF "*= h * d 朽，从而 

H „/ H ' k - 

^( H , + Fl)/Fic F */ FJ ^ R . 

根据系 7 . 55 , 或者^ = H ；. 或者 = H ; ㊉ </■*> , 其中 A * 我们断言 

H 是以一切;的集合为基的自由 R - 模.这就导出 rank ( H )< rank ( F ). 

W F = UF * . 每个 /€ F 在某个 F * 中> 因 K 是良序集，存在最小指标使得 / eF > ，记 
这个最小指标为 〆 />,特 别地. 如果 Ae H , 则 

〆 *> = ft 小指标 * 使得 A 6 F t . 

注意，如果 W M ( h ) < k . 设 H •是由一切 A * 生成的 H 的子棋. 

假设 H _ 是 H 的真子模.令 i 是 

{/ i ( A ) | A 6 H 和 A > 

中的最小指标，并选取 A ' 为有指标）的 元素； 即和 //(“>=_;•. 现在因 ApU '〉 •有 
h ' eHr \ Fj . 从而 

h ’ = a +硪广其中 a 6 H ) 和 r 6兄 

于是 a = A '- rA > ，否則 Y (因为 > • 因 〆 这和 > 是在 H 中 

而不在的元索的最小指标 矛盾. 由此推出 fT = H , 即每个 A € H 都是各个的线性组合. 

刺下的要证明任 H 的作为各个 A * 的线性组合的表达式唯 一. 把这样的两个表达式相减， 
从而只需证明如果 

0 = r , A 4| + rth ^ + ― + rji ^ , 

則一切系数 r , = 0 . 把上式中的项排成 *! -< *2 < - -< *.. 如果 r , 关0，则 r . A *_ e < A *,> D « i . = 
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{0} ,产生矛盾.所以一切= 0,从而 H 是以％ | 幻为基的自由模. ■ 

我们回到有限生成棋的讨论.根据命题 9.2(8 ), 当 K 是 PID 时，有限生成模的分类问题简 
化为有限生成挠模的分类 问埋. 我们立即说明这些模就是有限阿贝尔群的推广. 

命题 9.9 一个阿 贝尔稃是有限的当且仅当它是有限生成挽 Z -模. 

证明如果 G 是有限的，它显然是有限生成的，此外，拉格朗日定理说 G 是挠的 • 

反之，假定 G = t ,〉 ，并存在非零整数使得对一切 =0. 由此，每个 

可以写成 

g = + — + m . x . , 

其中对一切 <,0<叫<^.所以 ， I G |< XJ J . • 因此 G 是有限的. ■ 

定义 设 R 是 P 1 D 和 M 是 R - 模. 如果 P = (/>) 是 R 中的非零索理想，《 M 称为 （/>)- 准棄的， 
如果 对每个 r «€ M ， 存在 n 多1 使得 = 0 • 

如果 M 是任意 R - 模， W 它的（/0 -准棄分置是栺 

Mp = {m 6 M I 有某个 n ^ 1 使得 p"m = 0). 

如果不想特别指定索理想 P , 則可以称一个模是准素的（代轉 P - 准索〉.显然准索分最是子模 • 
本节接下来的所有定理先对阿贝尔群证明，然后推广到上的模.从阿贝尔群到模的 H 译是 
简单的，但为了更清楚地了解这个翻译，我们修改第5章中对阿贝尔群的准素分解的证明，从而把 
它推广到 P 1 D 上的模的准素分解.为了 读者的 方便.我们去择有限性的佃设重做这个证明. 

定理 9. 10 { 准索分解丨 （ 丨 ） 每个挠阿》尔觯 G 是它的 p - 准素分量的 直和： 

g = Eg ,- 

(»> 每个 ttR - 模 M (其中 R 是 P 1 D ) 是它 〆 P - 准素分量的 直和： 

M= J^Mp. 

P 

证明 （ 丨 > 设 _ reG 非枣，并设它的阶为根据算术*本定理，存在不同的索数九 ，...，/>„ 
和正指数使得 

d =«. 

定义 r ,+ = dlp \ ,从而 p-Tj = d . 由此，对每个 “ r〆 6 但 r ! ，…， r , 的 gcd 是丨，从而存在整 
数 h ，•••，*» 使得 1 = 2 5 f r * - 所以， 

工= S 1 ，〆 色 （ G ，}. 

对每个索数 P ， 根据习題7.79,只要证明如果 

I € g ，n 〜， 

则 x =0 - 因 x € $，有某个/>0使得 //x = 0 »因 j ： ,有 ttz =0, 其中“ = … ☆ ,9,. #户， 

且对一切但 〆 和《互素，因此存在整数 s 和 f 使得1 = sp f ^ tu . 所以 
X = isp e 4- tu')! s= sp e x tux = 0. 

( M ) 现在把刚才给出的证明翻译为模的 语言. 如果 meM 是非零的，它的阶理想 ann ( m ) = 
W ) ，其中•根据唯一因子分解，存在不可约元素/^ ，…，九 （它们中任两个都不是相伴的） 
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和正指数彳丨 ，…， e , 使得 


d= p\' 

根据命题 6 . 1 7 , 对每个 i , P ,. = ( a ) 是岽理想.定义 n = dip •卜 从而 = d . 由此，对每个 i . 
GOT 6 M P . 但元素 r : ，…， r „ 的 gcd 是1，从而存在元素 q ，…， *_ 使得 1 =2 s ； r * - 所以， 

m =2*i r - m ^ ( U Mp 〉. 

< P 

对每个素理想 P , 记 Hp = < U G Q > • 根据习题 7. 79,只要证明如果 

Q*«P 

iw € MpHHp * 

則 m = 0 • 因 m ^ M P , 其中 P =( 户〉， 有某个 0 使得 〆 m = 0! 因 m € H P * 有 un =0， 其 

中 u = # …必 ， ch = ( 9i ),/, > 1 •但 〆 和“互索，因此存在 w e /? 使得1 = sp e + tu . 所以 

m = isp t + tu)m = sp ( m + turn — 0 . ■ 

命 *9. 1丨 PID 上的两 个挠模 M 和 M ' 网掬当且仅当对每个非零素理想兰 MV . 

证明如果/> M — /^是/?-映射，则对每个索理想尸 - ,这是因为如果 

p e m = 0 , 則0 = /(//»»> = ///(»|).如果/是同构， M /- 1 ， 从― M 也是同构.由此每个限制 

/ I M P « M P - A 4}, 是同构，逆为厂 MJVfp . 反之，如果对一切 P 存在同构 / pl JVf P — Af P ,则存在 

國同构史 ' •.它 由!)/ 〆 》"/•> 绝出. _ 

p p r r 

我们说明，和命题 9.2 —样， 这里也有一个奇特的 证明. 定义 “ P - 挠函子” tpi R Mod- R Mod , 
在模上为 Mi - ( tM) P , 在态射上为 9 \^<P | 由每个函子保持等价得 （ iMV 兰 OM ') P . 

对本节的»下部分，我们仅给出定义和结果的陈述,读者不难修改关 T 阿贝尔群的定理的证明 
来证明关于 PID 上的模的定理. 

定環 9. 12( 基定理> 如果尺是 PID , JW 每个有限生成模 M 都是桷 环模的直和，其中每个循 

环直和項成者是准素的，或者同构于 R . 

证明根据系 9.5, M = tM ㊉ F , 其中 f •是有限牛成自由模 | 见定理 5. 18阿贝尔群的基定理. 

■ 

注这里有基定理的_个精致的 tf 明，可供读者欣賁.根*系 9.5 和定理 9.10( i >, 可以 
倣定 M 是 P - 准 素的， 其中 P 是某个素理想 P = (/>>. 

存在正整數 f 使得 〆 M = {0} :如果財= 〈 m ! ，…，％〉，《有莱个 々使得 =0 ,我们 
选取 f 为这呰 e ,. 中最大的一个（可以假定 * = «• > _根据习《 7.4, 如果_/ = < 〆 ），則 
M / JM 是 KA /- 樓；其实，因 JM = 彳0} , M 自身就是一个 R /7 -模. 现在根据命题 7.76, 

< m n > S «/(/»*) = i ?/7 是一个内射 R / J - 模，命 *7. 64说子模 S = < m ,> 是直 和項： 

M = < m ,> © T . 

其中 T 是 M 的 R /_/- 子模 • 更不必说 T 是 M 的 R - 子模[如果和 *€ T , 則 （ r +/ V 有意 
义 I 定义 rt = ( r + J ) f ]. 由于 T 可以由少于”个元素生成，因此可以用归纳法《定它是桷环子 
模的直和. 

系 9. 13每个有限生成阿贝尔縟是循环群的皇和，这些直和的阶是素數的幂或无限 • 

什么时候 PID 上的两个有限生成模 M 和同构？ 
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开始陈述下一引理之前，回忆 M / pAf 是 /?/(/>) 上的向量空间，并且定义 
d (. M ) = dim ( M / pM ). 

特别地， dipM ) = d \ m (. pM / p 2 M ), 更一 般地， 

d ( p n M ) = dim ( p M M / p a+l M ). 

定义 如果 M 是有限生成 （/»>- 准素尺-模，其中 只 是 HD 和 P =(/>) 是素理想，則 
l / p ( if , M ) = d ( p n M )- d ( p n ^ l M ). 

定理 9. 14 如果 i ? 是 PID * P = ( p > 是尺中的素理想，則有限生成 P - 准素模 M 的任意两 
个循环模的直和分解中，每一类型的循环直和項的个教相等.精确地说，对每个》>()，阶理想为 
(/»” +1 )的循环直和項的个教是 U P ( n , M ). 

证明 见定理 5. 23. _ 

系 9. 15 如果 M 和都是 P - 准素模，其中 R 是 MD , «M 兰]^当且仅当对一切 
n ^ 0, L / P ( w , M ) = Up ( nM ). 

证明 见系 5. 24. ■ 

定义如果 M 是准素 /?- 模，其中 R 是 PID , JHM 的初等因子是指理想,且有耋數 

Up ( n 9 M ). 

如果 M 是有限生成挠 R - 模，則它的初等因子是栺它的一切准素分量的初等 因子. 

下一定义是由系 5.30 引 发的： 如果 G 是有初等 W 子 </» JM 的有限阿贝尔群，则 

I G |= XI〆 .、 

« 

定义如果 JW 是有限生成挠 R - 模，其 tR 是 PUJ , 則 M 的阶是指由它的初等因子的积生成的 
主理想，就是 （II 

例 9. 16如果*是域.阶为 （ or — l > 3 (_ r + I ) 2 的4[>] - 換有多少？根据准素分解，阶为 
( x - l ) 3 ( ar + l ) 2 的每个 >[ x ]- 棋是阶分別为 （ x - l > 3 和 （ jr +〗） 2 的准索横的 直和. 阶为 （ a ■—1> 3 
的模有3个，用初等 W 子来描述是 

(X - 1, X -1, JT -1),( X -1,( J -1)*) 和(： 一1) S , 

阶为 （1+ I ) 2 的模右2个，用初等 W 子来描述是 

( x + l . x + l ) 和 Cr +1)*. 

所以如不计同构，阶为 （ i 一 1) 3 (1+1> 2 的模有6个. 

读者或许已注意到这个论证和例 5. 26中对72 = 2 3 3 2 阶阿贝尔群分类的论证相同. ■ 

定理 9. 17 ( 有隈生成横的基本 定理丨 如果 R 是 P 1 D , «两个有限生成 R - 模同构当且仅当它 

们的挠子模有相同的初等因子且它们的自由部分 有相网 的秩. 

证明根据定理 9. 10( B )， M 兰 Af 当且仅当对一切索理想 P , 准素分量 Af P 和 M ；» 同构.现在 
可以用系9.15、命題 9.5( H ) 和命题 9. 11完成 证明. _ 

下面是有限生成挠棋的另-种类塑的分解，它也是分解为循环模的直和，但没有提及准索模. 

命 S 9. 18 如果 R 是 PID , 則每个有限生成挽 R - 禊都是循环禊的直和 
M = R/( Cl ) ㊉ R /( c :) ㊉…㊉ R /( c ,> , 

其中 和 q I c z I — I c ,. 

证明 见命题 5.27. _ 
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定义如果 M 是有限生成挠尺-模，其中 R 是 PID ， 又如果 

M = R/Ccj ) © /?/(c 2 ) ㊉…㊉ R/(x ) ， 

其 t / 和 q U 2 I ••• U ，則称为 M 的不变因子 • 

系 9. 19 如果 M 是 I >1 D 上的有限生成挠模，則 

(c t ) = {r ^ R * rM = {0}} t 

其中 （ c ,> 是命超 9.18 中 JW 的分解中出现的最后一个熳想. 

特别地，如果/? = 々[>]，其中*是城， * c , 是满足 <0} 的次數最小的多項式 • 

证明第一个陈述见系 5.28. 

第二个陈述来自下列事实中的每个非零理想由其中次数最小的首一多项式 生成. ■ 

定义如果 M 是 i ?- 棋，則它的指数（成零 化子） 是揹理想 
ann(M) = {r 1 rM = {0}}. 

系 9. 19 计算了 PUD 上有限生成挠模的指数，它是最后一个不 变因子 （ cr ,> • 

系 9. 20 如果 M 是有不变因子 q , …， r , 的有限生成挠 R - 禮，其中 R 是 PID ， 則 M 的阶是 

( TI f i ) • 

证明见系 5.30. 读#应验证由初等 W 子的积（它被定义为 M 的阶）生成的主理想等于主理想 

( n ^)- ■ 

(- 1 

例 9.21 例9.16纷出了阶为（_1：_1) 3 (1+1)*的4|>]-模的初等因子，下面是它们的不变 W 子 • 
初等因子 « 不变 W 子 

(J-1.X-1.J--1,X+1,X+1)«X-1 | (JT- 1)(4 ： 十 1> | (x- l)(x+l) 

(x- l,(x- 1) 2 ,X+1,I+1)*-<J- lKx+1) I (x-l) l (i + l) 
((X-1) 3 ,J+1,X+1)*-*X+1 I (x-l) s (j-+l) 

(jr—l.-r—l.o-—I.(x + l) 2 )*-»x— 1 I x— 1 I (x— l)(x+ 1)* 

( j - l ,( j - D ^ tx + l ) 1 )—^- I I ( x - l ) 2 ( j +]) 2 

((j--1) 3 ,(i+1) 2 >«(x-1) 3 (x+1) 2 ■ 

定理 9.22( 不变因子）如果 R 是 P 1 D , 則 两个有限生成 R - 模同构当且仅当它们的挠子模有 
相同的不变因子且它们的自由部分有相同的秩. 

证明根据系 9.5( 丨），每个有限生成 R - 模 M 是直和 M = ㊉ F , 其中 F •是自由的，且 

当且仅当兰 tM ' 和 F 兰广.系 9. 5( I ) 表明自由部分 F 兰 M / tM 和是同 
构的，定理 5. 32的简单推广证明挠子模是同构的. _ 

读者现在应该习惯于我们的说明：一个定理可以容易地从阿贝尔群推广到 PID 上的模.接下 
来，我们将只对阿贝尔群陈述和证明定理，而把到模上的简单推广留给读者. 

考虑非有限生成 的模. 回忆一个阿贝尔群 D 是可》的，如果对每个和每个正整数 n , 存在 
使得 d = m /'. 可除群的每个商是可除群，可除群的直和是可除群.现在系 7. 73说一个阿贝 
尔群 D 是一个内射 Z - 模当且仅当它是可除的，从而可除群的分类描述了一切内射阿贝尔群. 

命题 9.23 无挠阿贝尔蛘 D 是可除的当且仅当它是 Q 上的向量空间. 

证明如果 D 是 Q 上的向量空间，則它是 Q 的复制的直和，这是因为每个向量空间都有基.但 
Q 是可除群，而可除群的任一直和是可除群. 
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设 D 是无挠的和可 除的； 我们需要证明 D 接纳有理数的标量乘法.假设 d 6 D 和 n 是正整数. 
因 D 是可除的，存在， € D 使得[当然， d， 是 ( l / iOd 的候选 者]. 注意，因 D 是无 挠的， 
/是唯一的这样的元索：如果还有= 則 W >=0,从而 W 有有限阶，因此是 0. 
如果 m/n 6 Q »定义 imfn、d = md, ， 其中 nd r = d. 证明这个标量乘法是合理定义的[如果 m/n = 
a /6,则 ( mAiWsG / Wd ] 和向童空间定义中的各公理成立只是留给读者的一个简单练习. ■ 

定义如果 G 是阿贝尔群 ， W 是由 G 的一切可除子缚生成的子群. 

命题 9.24 (丨） 对每个阿贝尔群 G , 子群是 G 的唯一极大可涂子群. 

( II ) 每个河 B 尔群 G 是直和 

G= dG®R. 

其 = 因此 ，及兰 G/dG 没有非零可除子群. 

证明 （ 丨 ） 只*证明是可除的，因为它是可除的就必是最大的可除了-群.如果: & ，则 
1 = 0^+…+々，其中 x ,6 D ,， D , 是 G 的可除子群.如果； I 是正整数，则 W 为 D , 是可除的，存在 
• ViGD , 使得 I , = • 从而夕 =* y ! +… +y,€：dG 和 :r = ，因此是可除的. 

( II ) 因 dG 是可除的，所以它是内射的，命题 7.64 给出 
G= dG@R, 

其中/?是 G 的子 群. 如 果尺有 非零可除子群 D , 则根据命埋 7.64, 有某个子群 S 使得 /? = D ㊉ S . 
但冗 ㊉ D 是 G 的真包含 M 的可除子群，与 （丨〉 矛盾. 

定义称 阿贝尔蛘为约 化的，如果 dG =<0}» 即 G 没有非零可除 了群. 

习題 9. 18中，我们证明阿贝尔群 G 是约化的当且仅当 Hom ( Q , G ) = {0}. 

我们刚才已经证明了 总是约 化的. 读者应该把群 G 的极大可除子群 dG 和它的挠子群刃 

作一比较：如果 fG = G , G 是挠的，如果 / G »{0} 是无挠的；如果 = 是可除的，如果 
dG^{0) , G 是约 化的. 存在正合列 

0 -► dG G G/ dG -► 0 
和 

0 / G G G/t G -► 0| 

第一个序列恒分裂 • 但在习题 9.1 (IH ) 中将看到第二个序列可能不分裂 • 

下面的群有一些值得注意的性质. 

定义如果/>是素教，复教2称为/»幕次单位根，如果有某个使得^=1.拟循环群（也 
称/>°°型普吕弗 （ Priifer ) 群）是指 

Zip 00 ) = 丨复户幂次单位根 }• 

当然，如果 z 是/>幂次单位根，比如〆=1 ， 則 z 是，次单位 原根％ = 的幂. 注意， 
对每个整数 n 彡1,子群<%>是 Z(/»~) 的唯一，阶子群，这是因为多项式: r〆一 1 € CO] 至多有 
/> ”个复根. 

命题 9. 25设/> 是素數 • 

< i ) Zip 00 ') 同构于 Q/Z 的 />- 准素分量. 

(ii ) Zip 00 ') 是可除 />- 准索阿贝尔群 • 

(«) Zip 00 ') 的子群是 

< 1 } G … Q(. Zn ) « z B+1 〉 G …53 (广> , 
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因此它们由包含形成良序集 .9 

( IV ) Z (/.°°) 有子群上的 DCC , 但没有 ACC .® 

证明 （ 丨 ） 定义 2 Z (广 ）- Q / Z 为 （ e 2 —#) — 其中 <> eZ •易知9>是单 
同态 •¥> 是满射的证明其实已包含在定理 5.13 的证明中，但这里再做 一次. 设 fl /6 eQ / Z , 并记 
6 = JX〆 ，. 因为数 blp〜 是两两互索的，存在整数％使得1 = Yi m P ( - b /P n, '>- 所以， a/b = 

P 身 

2am"〆 ， = We 02 * 1 ™/〆*〉）. 

mu ( h ) 因直和项恒为同态象，所以 z (/ >~> 是可除群 q / z 的同态 象， 但可除群的商也是可除的. 

( ill ) 设 S 是 Z (广） 的真 子群. 因 U , • 1} 生成 Z (广），我们可以餒定有某个1»使得 

* m € S . 由此对-切 '> m , 々眘 S ; 否则〜 = * f _ _ € S . 如果 S #{0}, 我们断言 S 包含某个 *„» 
事实上，我们证明 S 包含 Zl . 现在 S 必包含某个/>阶元索 I ,而 : r=*t ,其中 l < c < p [因为<&> 
包含 Z (疒） 中的一切 p 阶元素].因 p 是素败. ( c . p ) = 1 ,存在整数 《， v 使得1 = « +柙 • 因 
此， - J -6 S . 设 d 是使得:的最大 整数. 显然 <* rf >£ S . 关于反包含，设 
* es . 如果 s 有阶，> 〆 ，则 < s > 包含％,这是因为 <*><> 包含 z (广）中的一切 〆 阶元素.但这 
与对一切/></有的观察 矛盾. 因此， S 的阶< 〆 . 从而*€<々〉》所以， s = { x d ). 

由于 Z (/ T > 的非零真子群只有 < z «> ,所以子群由包含关系形成良序. 

( IV )首先， Z(.p°°) 没有 ACC , 这由子群链 

⑴ … 

得以说明.附录的命埋九3证明了良序集中的严格递珀序列是有限的 | 因此 Z (/>~>在子群上有 
DCC . ■ 

记号如果 G 是阿贝尔群和 n 是正整數，則 

G [«] = {^ € G 1 »w = 0}. 

易知 GO ] 是 G 的 子群. 注意，如果/>是素教， 則 G [ p ] 是1%上的向量空间. 

引理 9.26 如果0和》_是可除 />- 准索阿 fl 尔鮮，則 GS H * 且仅* G [/>] 兰 H [ p ]. 

证明如果存在同构则易知它的限制 / IGO ] 是同构 — (它的逆是 

厂 1 1 

关于充分性，假设/ 1 Gl >] — Hip] 是同构.结合包含映射 H[rf — H . 可以假定/: G[rf — H • 
因 H 是内射的，所以/可以扩张为同态 F « G -//， 我们断言任意这样的 F 都是同构. 

( I ) F 是单射. 

如果有阶/>,则根据假设， F ( g )=/( g )#0 •假定*•有阶，， n 彡 2. 如果 F ( g > = 0, 则 
F(.p n -'g) = 0 . 这与假设矛盾，因为 〆 — 《有阶/ >• 所以 f 是单射 • 

(ii ) F 是满射 . 

对 n > l 用归纳法证明.如果 A 6 H 有阶，.则 A 6 imF . 如果 n = l , WJ A 6 «[/>] = im/C 


© «Z(p-) 叫做拟循环的是因为它的每个真子 B 部 6 循环的. 

© 定理 8.46. 即*菁金斯 -列* 茨基 （HopkinvLeviukD 定3说有 DCC 的环必有 ACC. 这一结果表明类似的结果对 
* 不成立. 
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imF . 关于归纳步，假定有阶 〆 +1 .现在因此存在茗使得 F ( g ) = /(0 = 
pVi , 因 G 是珂除的，存在 〆 使得 p " g ' = g , 于是 ，， a — F ( 〆 )）= 0. 根据归纳假设，存在 
•reG 使得 F ( x ) = A - F ( 〆 ）. 所以正如所要的， F(：r + g '> ==/ i . ■ S 

下一定理将一切可除阿贝尔群分类. 

定义如果 D 是可除阿贝尔群，定义 

衣 oo ( D > = dimQ ( D / fD ) • 

并对一切素數/»,定义 

S P ( D ) = dimF p ( D [/»])- 

定理 9.27 ( i ) 阿 Jft 尔群 D 是内射 Z - 模当且仅当它是可除群. 

( II ) 可除阿贝尔群同构于一个 Q 的复制的直和和 Z (/ T ) 的复制的直和，其中/»是不同的素教. 

( III ) 两个可除轉 D 和 D ' 同构当且仅咨 AJD ) =& oO ^) 和对一切素数= dpiD 1 ). 

证明 （丨〉 在系 7. 73中已经得到证明. 

( II ) 如果 *r € D 的阶有限，”是正整数，又如果 i = ny ,则: y 的阶 有限. 从而如果 D 是可除 
的，则它的挠子群 iD 也是可除的， 因此 

D = tD ® V 9 

其中 V 是无挠的（根据命题7.64> • W 可除群的商是可除的， V 是无挠的和可除的，因此根据命题 
9. 23,它是 Q 上的向* 空间. 

现在是它的准素分量的古和： 《 d = ,其中毎个直和项是 />- 准索的和可除的，因此只 

要证明每个: r p HZ ( P °°) 的 fi 制的直和.如果 dim ( T ,[/>]) - /可以无 限〉， 定义 W 为 Z (/ T ) 

的》•个复制的宜和，从而 dimOV [/>]> = r . 现在引理 9. 26表明 T „^ W . 

( I ) 根据命题 9.2( M >, 如果则 D / tD 兰 D ' AD ' 和丨 W 此对一切卜准 
素分 ft (山) 但 D /山 和 D 7 d^ftQ 上同构的向撤空间 .因此 有相同的维败丨此外，向 
量空间 （ tD ) p [ p ] 和 GDIJ / O 也是间构的，从而它们也有相同的维数. 

关于逆命题 • 和 DW ㊉ 其中 V 和 V ，是 无挠可 除的， T , 和 r ; 是 

P P 

/■-准索可除的.根据引理 9.26, 〜 （/ y )= tfp ( D ') a [涵 tsT ； ，而 &„(£>) =夂（!)'）蠤涵向馕空 
间 V 和 V ' 同构. 根据命题 7. 30,以上同构能够组合为 D 和 D ' 之间的 同构. _ 

我们现在珂以描述一些熟悉的群.但读者必须复习 -- 点域论的知识. _ 

系 9.28 设 A 是代數闭域， A x 是它的乘法蜱.并设 T 是的挠群_ 

(|>如果 * 有特征0,則 TSQ / Z 和 ( k x S ( Q / Z) ㊉V ,其中 V 是 Q 上的向量 空间. 

(ii ) 如果*的特征为索数夕，« 2 如果是是 F p 的代教闭包， «© 

* x s 2 z (,~). 

证明因 * 是代数闭域，只要多项式在4中就必有根> 这就是说每个 0 在是中都 
有”次根，这是用乘法的方式说是可 除群. 元索的阶有限当且仅当有某个正整数 n 使得 
o " = U 即 a 是一个; I 次单位根.易知 T 自身是 BI 除的. 因此根据引理 9.24, * X = T ® V , 其中 V 
是 Q 上的向量空间（因为 V 是无挠可除的）. 


© 容易描述的加法群.因为* *1%上的向霣空间 • 因此它是 F, 的（无限个）复制的直和. 
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< i ) 如果 *= Q 是0的代数闭包，不失一般性可假定 AGC . 现在4的挠 子群了 由一切单位根 
e 2 lrir 组成，其中 r € Q . 由此易知映射 rt - e 2 — 是以 Z 为核的满射 Q — T ， 因此 T ^ Q / Z . 

如果 A 是任一特征为0的代数闭域，则蕴涵泛£1因为豆■已经包含了 x ■ —1的 n 个根， 
所以不可能有单位根在 A 中而不在互中 • 

( II )设/6=心.每个元索是1%上的代败元索•因此 FpOO / F , 是有限域扩张 | 比如对某个 
m 有 [ FpG ) « F ^] = m . 因此，丨 F # ( a ) 丨= 〆 "和 F ^ a ) 是有限域.现在有限域中的毎个非零元索都 
是单位根 （ W 为它是 ■rf - _ r 关于某个 m 的根）•但 4 X = T ㊉V ,其中 V 是 Q 上的向最空间.由 
此 ，V ={0} ,这是因为 t 中的每个非零元索都是单位根 • 

我们现在考察 4 X 的准素分量.如果 9 关/>是索数.則多项式 /(: c > = x «- l 没有重根（因为 
gcd (/ C ^),/ , ( x )) = l ), W 此有某个不同于1的9次单位根.于是，-准索分置是非平凡的， 
因此至少有一个直和项问构于 Z (9~) • 要是这种直和項多于一个，那么？阶元索就多于？个，这 
样， ^-1 在域4中便有太多的根.最后，因为在 *0] 中多项式 〆 一1 = U — IV , 因此没 有不同 
于1的根•所以没有直和项同构 TZ (/ T ) . _ 

系 9.29 下列阿 B 尔群 同构： 

C x .(Q/Z)©RjR/ZiIX Z (/ 

P 

这里 S 1 是 圓群； 即它是满足丨 *丨=1 的一切复數 Z 的乘法群. 

证明列出的每个群 G 对每个素数/>有 h ( G > = l 和 KG ) = C (连续统的基数），因此读者可 
以运用定理 9.27 •对于 G — IX Z ( p °°) • 见习埋 9.29. ■ 


习题 


9.1 设0=^<〜>，其中/»遍历一切 索败. 且<士>^1,. 

( I ) 证明 / G = S <« # >. 

提示： 用习題 5. 4. 

( II ) 证明 G / tG 是可 除辟. 

(ill ) 证明 /G 不是 G 的直和项. 

提示： 证明 Hom ( Q , C ) = {0> • <0 Hom ( Q , GAG > 关 {0} ，由此推出 GAG 不能同构于 G 的 
子 _• 

9.2 设尺是 PID , 并设 M 是棋，不必准素•定义子模为典子横，如果对一切 r 色及有 SflrM = r S . 
( I ) 证明： 如果 M 是 （/»)- 准索模，其中 （ p ) 是/?中的非零索理想， 则子棋 SQM 是纯子模当且仅当对 
一切 p m M = p m S . 

(II ) 证明 M 的每个直和项都是纯子模. 

(11|)证明挠了模是 M 的纯子棋. 

( IV )证明：如果 M / S 是无挠的，则 S 是 M 的纯子模. 

< V > 证明： 如果是模 M 的纯子模的族，且在包含关系下形成链（即如果 S ，^€5. 則 
S )， 則 US 是 M 的纯子模. 

t€S 

( vi ) 举出一个不是直和项的纯子模的例子. 

9-3 C I ) 如果 F 是有限生成自由 /?- 模，其中 R 是 PID ， 证明 F 的每个纯子模都是直和项. 
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( II >如果是 PID 和 M 是有限生成模，证明子模 SQM 是 M 的纯子棋当且仅当 S 是 M 的直和项. 
9.4 证明： 如果尺是整环而不是域，则既是投射的又是内射的模 M 必是 {()>• 

提示： 用习埋 7. 43. 

9.5 如果 M 是整环 R 上的挠模，证明 

Hom ^ = n Homg ( M P 

其中的 P - 准素分童. 

9.6 ( i ) 如果 G 是挠群，它有 />- 准素分量 { G pS peP ) . 其中 P 是一切素数的集合，证明 G =<( IlG ,). 
< ii > 证明 （ H 〜>/(；2 g ,) 是无挠的和可除的. 

提示： 用习埋 5. 4. 

9.7 如果 M 是 K - 模，其中 K 是整环，乂如果 设蚪 ： M - M 是乘 r 的映射 t 即乂 * m—rm [见例 7. 2 
(III )]. 

(I > 如果<3= FracOO , 证明 K - 模 M 是 Q 上的向量空间当 R 仅当 M 是无挠的和可除的. 

( II >证明对每个 r^O ,外都是单射当&仅当 M 是无挠的. 

<11)证明对每个 r ^ O , 乂都是满射当且仅当 M 是可除的. 

( IV )证明 M 是 Q 上的向童空间当且仅当对每个 r 关0, 映射; ^ M 是同构 • 

9.8 ( I ) 设尺是整环， r ^ R , 并设 M 是 /?- 模. 如果〜： M — M 是乘 r 的映射 • 证明对每个尺-模 A ， 诱导映 

射 

(firK 1 Hom *( A , Af ) -*• Hom ir ( A « Af ) 

和 

(. fir )' * Hom R ( M » A ) HomfrCMfi ^) 

也是乘 r 的映射. 

(li ) 设 /? 是整环，且0 = Frac ( K ). 用习騵9.7«明对每个/?-模於， Honv ^ C ^ M 〉 和 Hom K ( M . Q ) 都是 
Q 上的向 M 空间. 

9.9 ( I ) 如果 M 和 N 部是有限生成挠尺-棋，证明对一切素理想 P 和一切 

U F (n.M@N) = U P (.n 9 M) 

( II )如果 A , B 和 C 都 ft 冇限生成模，其中 K 是 P 1 D , 证明 A ® B 三 A ㊉ Ctt 涵 B ^ C . 

< i ) 如果 A 和 B 都是冇限生成尺-棋，其中 I ?是 ！> ID , 证明 A © A 兰 B ㊉ flfll 涵 A 兰 B . 

9.10 如果 A 是阿贝尔群，則 A 的子集 X 称为线性无关，只要其中 m , 6 Z 且几乎一切 w 0, 
则对一切 “ m . =0. 定义 rankOO 为 A 的极大线性无关子集中元索的个数. 

( I >如果 X 线性无关，证明 < X >*=5]<： r >, 即循环群的直和. 

(ii ) 如果 A 是挠的，证明 rank ( A > = 0. 

(_) 如果 A 是自由阿贝尔群，证明两个秩的《念一致[早先的镢念定义 nmk ( A ) 为 A 的基中元索的个 
败]. 

( IV )证明 rank ( A ) = dimCQg ^ A ) ,由此推出 A 的每两个极大线性无关子集的元素个数相等 ； 即 raiik ( A ) 是 
合理定义的. 

< V )如果 0 —A —B — 0是阿贝尔群的正合列，证明 rank ( B ) = rank ( A > 十 rank ( C ). 

9 .U ( Kulikov 〉 如果 C ； 是阿贝尔 />- 群，称子集 XQG 为纯无关的，如果 X 是线性无关的（见 习緬 9.10) 且 
< X > 是纯子群. 

< i ) iE 明 G 有极大纯无关子集. 
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(涵） 如果 X 是 G 的极大纯无关子集， 阑子群 叫做 G 的基本子鬌. 证明： 如果 fi 是 G 的基本子 
群， MG / B 是可除的. 

9.12 证明：如果 G 和 H 都是挠阿贝尔鮮，期 G 0 z H 是循环群的直和. 

提示：用正合列0 -*■ B — G — G/B — 0 (其中 B 是基本 子群〉 以及 Rotman 所著的 《 An Introduction to 

_ Homological Algebra ) 94 〜 96 页中证明的下列 定理： 如果0 — A ' ^ A - — 0是阿贝尔群的正合列， 

且*‘ （ A '> 是 A 的纯子群，則对每个阿贝尔群 E ， 

0 — A r © Z E — A® Z E — A .®#— 0 

是正合的. 

9.13 设 JVf 是 P -准索棋，其中 R 是 PID 和/ > =(夕> 是素理想.对一切 n > 0 . 定义 
Vp ( n , M ) = dim ( cp-M f ) A ^ p])/^-*'M 0 M [ p ])) , 

其中 M [ p ]= Mi/>m =0}. (因为不能减去无限基败，所以引人这个不变量 • > 

C I ) 证明当 M 有限生成时， V P («, M ) = U f (. n , M ). 

(li ) 设 5] C , 是循环模 C , 的直和 • 其中 J 是任意指标集 • 可以 无限. 证明有阶理想（ 〆 > 的直和项 

i€f 

C , 的个数是 V P ( n , M ) ,因此它是 M 的一个不变置. 

(»> 设 M 和 W 都是挠模， R 都是循环模的直和.证明 M 空 AT 当且仅当对一切和一切索理想 
V P ( n , M ) - Vp ( nM ). 

9.14 ( 1 ) 如果/>是索数和其中 <〜> 是 〆 阶循环群，证明 G 是不可败 />- 准索阿贝尔群， 
且对一切《 > 0, V # ( n , G ) - 1 . 

( II ) 用习題 9. 13证明 < 丨 > 中的 准索群 G 不是循环群的直和 • 

9.15 推广命题 8.95 如下 t 如果 K 是整 环. D 是可除 /?- 模，丁是每个元索的阶都有限的挠模，则 

D@ r T — <0). 

9.16 证明存在加件函子 Ab — Ab 把每个群 G 指派给它的极大可除子群 c / G . 

9.17 ( 丨 > 证明 Z (/ T > 没有极大子群. 

( II ) 证明 Z (/ T > 三 

( II )证明 Z (/ T > 的一个表现是 

( a,,,n ^ 1 I = 0,对一切 n ^ ItA 3- i =<*•>• 

9.18 证明阿贝尔群 G 是约化的当且仅当 Hom ^ QfG 〉 - {0}. 

9.19 如果 0 — 0是正合列，且 A 和 C 都是约化的，证明 B 是约化的. 

提示： 用 Hom z ( Q ,) 的左正 合性. 

9. 20如果 {£), . « e 是可除阿贝尔群的族.证明 Hd , N 构于可除群的一个直和. 

•€/ 

9.21 证明 Q X ^ I 2 © F , 其中 F 是无限秩的自由阿贝尔群. 

9. 22证明 R X ^ I *® R . 

提示：用 〆 . 

9. 23 ( I ) 证明对每个群同态 /* Q -^ Q , 存在 r € Q 使得对一切 i ：€ Q 有 /( x > = rr . 

(H ) 证明 Horr ^ ( Q , Q )^ Q . 

(«> 证明： 作为环， End ( Q ) 兰 Q . 

(Ml 9. 24 对每个阿贝尔群 A ， tf 明 Hom z < A , Q > 和 Hom z ( Q , A ) 都是 Q 上的向董空间. 
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9. 25 证明： 如果 G 是非零阿贝尔群 ， W Homz ( G , Q / Z ) 关 {0}. 

9. 26证明阿贝尔群 G 是内射的当且仅当每个非零商群都是无限的. 

9.27 证明： 如果 G 是一切真子群都有限的无限阿贝尔群，用有某个索数/ •使得 G 兰 Z (/ T > . e 

9. 26 (丨>设1)=^卩.其中每个 D , •兰 Z (/0, A 是某个索数.证明 D 的每个子群都有 DCC . 

»«1 

(II >证明逆 命題： 如果阿贝尔群 G 有 DCC , 則 G 同构于有限个 Z ( A °°> 的复制的直和的子群 • 

9. 29设0^/(广），其中 P 是一切素败的集合.证明对一切 ~( G > = 1, 且先 o ( G > = cr , 其中 C 是连 

续统的 P 基数. 

撝示： 注意 ITz ( jr ) 的基数为 G 而1；2(/0是可败的，然后用习题9.6. 

p€P P 

9. 30设 R = 是域是上的二元多项式环，并设/ =( x , y ). 

( I ) 证明在 1®*/ 中尹 0. 

提示： 证明这些元索在 ( J // 2 )©,(///*) 中有非零的象. 

< H >证明 oK 8 )：y — •是 f @ R J 中的挠元索 • 由此推出无挠模的张*积未必是无挠的. 

9.31 设 C 是一切有限生成模的范鸸，其中 R 是 PID . 

< I ) 计算格罗滕迪克群 / c e ( C >. 

(篇）计算格罗滕迪克群 K ( C >. 

9.2 有理典范型 

在第3章中我们肴到，如采 r : V-V 是线性变换，且太=：1： 1 ,*",： 1 '„是\/的*,则 t 确定矩阵 
A = x [ T] x ,它的第 i 列由 Tlx ,) 关于 X 的坐标集组成.如果 y 是 V 的另一组基，则矩阵 
B =« r [ r]j ■可能与 A 不同，另一方面，系 3.101 说两个矩阵 A 和 B 由同一线性变换形成当且仅当 
A 和 B 相似； 即存在非奇异矩阵 P 使得 B = PAPH . . 

系 3.101 设 T : V - V 是城★上的向黃空间 V 上的蜣性 变換. 如果 X 和 Y 都是 V 的基，則存 
在元素在4申的非奇异矩阵 P 使得 

y [ r]v = P ( xCT ] x ) P _, . 

反之，如策 B = PAP ~' ，其中 B , A 和 P 都是元索在 * 中的 n x n 矩阵且 P 是非奇异的，則存在线 
性变換 T > k n ^ k " 和 k ” 的基； f 和 y 使得 B = y [ T ] y 和 A = x [ T ] x . 

我们现在考虑如何确定给定的两个矩阵是否相似. 

例 9.30 回忆例 7.1 ( V ).如果■是线性变换，其中 V 是域4上的向置空间，则 V 接 
纳由多项式 / U ) €*[>] 形成的标 M 乘法： 

=2^(1,), 

其中 P 是恒等映射 lv . 如果》>1，則 T 是了和它自己复合《•次.记这个社; r ]- 模为 V T . 

我们现在 证明： 如果 V 是； j 维的，则 《[>]- 模 V 7 "是一个 挠模. 根据系 3. 88,对毎个 t ； eV , 表 
1 », T (. v ), T 2 (!/>,•••， T "( w ) 必是线性相关的（因为它包含 „+ 1 个向童） • 所以，存在不全为0的 

使得 gc . T ' tw ) = 0 ,但这说明 g (. x ) 在阶理想 an n ( T /> 中. ■ 


© 存在一切真子群都有限的无限 W 贝尔 W. 亊实上，存在 «M 慕 （Tarski) S«: —切真子 B 的阶® 是* 数的无 限群. 
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对于/6(»模 V 1 " 的构造有一个重要的特殊 情形. 如果 A 是元素在*中的 nXn 矩阵，定义 
i " 为 T ( w >= Aw (回忆 V ■的元索是 nXl 列向从而八1»是矩阵乘 法）. 我们记 KDr ]- 
模 a "> T 为 (k-) A ; 于是， (*») A 上的作用由 

/(*)”= ‘)” = ^ i CiA>v 

给出. 

我们现在把上一节关于一般 pid 上模的结果应用到 * o > 模 v 7 " 和 （ pp 上.如果 ： r ， v-v 
是线性变换，则 V T 的子模 W 是不变子空间 i 即 V 的子空间 W 满足,从而限制 T | W 
是 w 上的线性变换,即： r | w < w-w. 

定义如果 A 是 rXr 矩阵和 B 是阵，«它们的直和 A © B 是指 ( r +*) X ( r + i ) 矩阵 

A@B= [o a } 

引理 9.31 如果 V T = » K ® W ', 其中妒和是子糢，則 

= B[T 丨 W] B ㊉ 8*[7" I W'^ b - , 

其中 B=w\ ，…， w, 是 W 的基， B' = w\ ，…， u > :是 W ' 的基. 

证明因 w 和 w ' 都是子模，有 T(MO e W 和 r ( W > c 即限制 r | W 和了丨分别是 
W 和 W ' 上的线性 变换. 因 V = W ㊉ W ', 所以 BUB ' 是 V 的基.最后， BUir [: r] BUB ■是 引理陈述中 
的 直和： TiWi) € W ,从而它是…， wv 的线性组合，因此它不需要对应 <的非零坐标,同样， 
1 M ] T ( a ,；) ew ' ，丙此对应的坐标全是 0. ■ 

研究置換的时候，可以*到轮換记号使我们认识许多重要性质，而这些性质被习惯的函数记号 
所笼眾.我们现在问是否存在•种类似的方法来表示矩阵 > 稍碗地说.如果 V T 是循环 t |>]- 棋，那 
么能够找到 V 的一组基 B 使得对应的矩阵呈现出7•的重要性质吗？ 

引理 9. 32 V T 的子棋 W 是有限 ft •的 糲坏 模当且仅当存在向量1；6 W 和整教使得 

w ， 7"t) ， T® v ， ... ， T* -I t» 

是 W 的基. 此外， 如果 

» 1 

Tv + 2 CiT'w = 0， 

W 阶理想 ann(v) = (*) ，其中 g(jr) = j： 1 + c,-!〆 -1 + …+ c 】 x+c 0 •即 

证明假定 VV =< v 〉= {/ Cr > tM /(_ r ) et [ i ]>. 因 V , 从而评 是有限维向量空间.存在整败 
1和线性无关表而且再加一个 Pv 该表耽线性相关.因此，存在使得 

T*v + 2 = O, 

如果则有某个 / U > e ♦!>] 使得对 deg (/) 容易用归纳法证明 U ； 在 v , Tt ;， 
张成的子空间中 | 由此这个表是 W 的基. 

为证明逆命題，假定存在向置和整数使得表…，是 W 的基.显然， 
WS < x >> ，即由生成的循环子模.反包含是明显的，这是因为我们骹定 W 是子模；因此对每个 
/ <*) 6 k\_x],f{x)v 6 W. 

多项式 *( x ) 在阶理想 ann ( tO 中•如果 fc ( x ) € ann ( x ») ,带余除法给出 9 U > 和 r ( x ) 使得 



高等线性代教 


473 


h = gq r , 其中 r =0 或 deg ( r ) < deg ( g ) = 5 •但 r ( x > 6 ann ( ti ) • 从而 r ( x ) = S ) 幻:’ • 因此 
其中/ < 5 — 1，这与基的线性无关性矛盾.由此， 〆 : r 〉 是 aim ( t ；) 中的一切多项式中 

>-0 

次数最小的一个，从而 ann ( x ;) = ( g ). 所以 W 兰 4[>]/ ann ( t 0 = k ^/ ig ) . ■ 

定义如果 g(x) = x + c 0 ， 《它的友矩阵 C(g) 是指 1X1 鉅萍 [-c 0 ], 如果 s>2 和 g(x) = 
工 1 + c,_, : r* — 1 +…+ qz 4 ,則它的友矩阵 C(0 是 s 矩阵 
■0 0 0 ••• 0 — c 0 

1 0 0 ••• 0 — Ci 

0 1 0 ••• 0 —Cl 

0 0 1 ••• 0 — c 3 


[0 0 0 ••- 1 一 c ,-,」 

显然，可以从友矩阵 C(g) 的 《 后一列得到多项式 g (: rh 

引理 9.33 设： T* V — V 是域♦上的向量空间V上的线性变換， iV T 是生成元为 v 的循环 
灸[工] -模. 如果价理想 ann(v> =(度），其中 gix ) = x l 4- •- + Cix-f c 0 ，則 J3 = v，Tv， 

7'*»,...,7'*- 1 «是7的基， 且鉅降 b [T] b 是 友錄綷 C (客） ■ 

证明设 A = B [T] B . 根据定义， A 的第一列由 T ( v ) 的坐标组成，第二列由 T ( Tv ) =户及的 
坐标组成，并且一般来讲，如果 i<* 一 1, m T ( Vv ) = r+'w ,即 T 把每个基向置送到下一个. 

,其中玄(1)=^+^；«：,./.由 
此， b [ Db 是友矩阵 C<g). ■ 

定理 9.34 ( 丨 ） 设 A 是元素在城 /k 中的 nXii«^ •如果 

( k m ) A = W , © …㊉ W r , 

其中每个 W ,. 都是循坏的，比如有降理想 （/ f ), JW / A 相似于 友任阵 的直和 

C(/i)® …㊉ C(/ r >. 

( II >域々上的每个 nXn 矩萍 A 相似于友《阵的 JL 和 

C(gi> ㊉…㊉ C(g,), 

其 t gi ( i ) 是首一多項式且 

*i(*> I ft(x) 1 ― I g,(x). 

ffi 明定义 V = /t", 并定义 T« V-*V 为 T (: y> = Ay ，其中; y 是列向鼂. 
(1)根据引理9.33,每个％有基民=»,-,7\;,.,7%,.",且关于这坦基 B f , 限制 ：T|W, ■有矩 
阵 C(/,)， 它是 /Jar) 的友矩阵.关于基 &U … UB, ,根据命题 9. 31，线性变换 T 有所要的矩 
阵. 最后，根据系 3. 101, A 相似于 (：(/,)©..• ®C(/ r >. 

(B ) 根据例 9. 30,有限生成 *[>]- 模V 1 ■是挠模，从而基定理，即命題 9. 18给出 

( Jt-) A = Wi ㊉ w 2 ㊉…㊉ W, ， 

其中每个 W, •是循环的，比如它的生成 元巧有 阶理想 （ gi ), 且扒 再由 （i > 


然而，对于最后一个基向 S . TCT - itOtTt ;. 但 Tn 


=- g C . T'v 






可得该命题. ■ 

定义称矩阵 K 是有理 e 典范 s 型.如果它是友矩阵的直和， 

R = Cig t ) ㊉…㊉ Cig t ), 

其中 gi ( x ) 是首一多項式，且 gl (. x ) |客 2 ( J ：> 丨… | g ,(. x ). 

如果《阵 A 相似于有理典范《 

C (扔） ㊉…㊉ 

其中 gi (*) I gi ( x ) I •- I g ,( x ~) ，則说 A 的不变因子是(工 > ，…， ft ( x > • 

我们刚才证明了域《上的每个 nXn 矩阵相似于有理典范型，因此它有不变因子.一个矩阵 A 
的不变因子表会不止一 个吗？ 

定理 9. 35 元素在城*中的两个》|)</1矩阵 A 和 B 相似当且仅当它们有相同的不变因子•此 
外，一个矩阵恰相似于一个有《典范《 . 

证明根据系 3. 101, A 和 B 相似当且仅当兰 （ r > B . 根据定理 9.22, 兰 U -) B 当 
M 仅当它们的不变因子相同 • 

对于给定的不变因子表幻（：1：),« 2 (0：>一"，沁（0：)只有一个有理典范型，躭是 C ’ (幻〉 ㊉ … © 
C (. g ,). 如果一个矩阵相似于两个不同的有理典范則它有两个不同的不变因子表，与本定理的第 
—个陈述矛盾. ■ 

下面的定理类似于系 3.41, 该系 说明： 如果 A 是域 K 的子域且 /(; r ), tr ( x > € A |>] ,则它们在 
國 *0] 中的 gcd 等于它们在 KO ] 中的 gcd . 

系 9. 36 (丨〉 设 A 是域 fC 的子城，并设 A 和 B 是元 素在々 中的 nXfi 矩阵.如果 A 和 B 在 K 

上相似，則它们在 A 上相似（即，如果存在元索在 / C 中的非奇异矩阵 P 使得 B = «存在 

元素在 A 中的非奇异矩阵 Q 使得 fi ^ QACT 1 〉• 

(ii ) 如果 I 是域々的代教闭包，«元素在々中的两个 nXw 矩阵和 B 在*上相似当且仅当它 
们在 f 上相似. 

证明 （ I >假设幻 （ x >, …， g , Cr ) 是把 A 看作 * 上矩阵的不变因子，而 C ^ Or 〉， …, G / x ) 是把 
A 看作 K 上矩阵的不变 W 子. 根据定理，两个多项式表一致，这是因为 A 的两组不变 W 子都是把 A 
看作 / C 上的矩阵. 

现在 B 和 A 在 K 上相似，所以它们有相同的不变因子；然而这些不变因子在 A 中，所以 A 和 B 
在是上 相似. ■ 

(B ) 由（丨 >立即可得. 

例如，假设 A 和 B 都是实数矩阵，它们在复数上相似；即如果存在非奇异复数矩阵 P 使得 
B = PAP 则存在非奇异实数矩阵 Q 使得 BsQACT 1 . 

分析一个矩阵 A 的第一步是看它是否保持 f 的任 一一 维子空间不变》即有没有任一非零向量 

© 如果 EGR 是 Q 的扩张 • 飇每 个不在 Q 中的元素 *€£ 是无理败. 一 》地.如果 EA 是域扩张，則称底下的域*的 
元索为有 a 的.这里是在有玫典范 《(n»tional canonical form〉 中使用形容词有躞 （ration 山的缘由，因为一个有理典 
范塑 的一切元索籌在域*中，而不在它的某个 r* 中.与之相比较，下一节讨论的若尔当典范3涉及矩阵的特征 
值，它可能不在▲中. 

㊁形容调典范 (canonical) 庳来的 意思是術宗教的某个教规，例如 canonical hours 是栴进行祷吿的时刻.扩大后的意 
思是侑关好的亊物，拜了数学中是指由一般法 W 或公式给出的结果. 
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x 对某个标置 a 满足 Aar = <«? 我们称 0 为八的一个特征值，称 I 为 A 关于 0 的一个特征向量.说非 
零 I 满足 A:t = or 就是说工是齐次方程组 （ A - o J)or = 0 的非平凡解；即為_<^是奇异 矩阵. 但元 


素在一个域中的矩阵是奇异的当且仅当它的行列式为 0. 回忆 A 的特征多项式是 ~( ： E) =d e t(_rf- 


A )€* Cx ]©, 因此 A 的特征值是匕（: t ) 的根.如果吴是 * 的代数闭包，则分/戈>=狂（: r - a ,> ，因 
此~(工）的常数项是 （一1 广 n «, . 另一方面，任一多项式 / U ) 的常数项正是/(0);在匕(工> = 
det ( x / - A ) 中令 x = 0得 \(0) = (- l )- det ( A ). 由此， det ( A ) 是特征值的积 
下面是关于特征值的一些基本事实. 

系 9.37 设 A 是元素在城 々中的 nXn 鉅阵. 

(i ) 沁是奇 异的当且仅当0是 A 的一个特征值 • 

(H ) 如果 <>是/1的_个特征值，《 0 •是 A - 的一个特征值. 

( W ) 如果 A 是非奇异的且 a 是 A 的一个特征值，《 4 »关0且 0 - | 是^ -1 的一个特征值. 

证明 （ 丨 ） 如果 A 是奇异的，则齐次方程组 Ar =0有非平凡解丨即存在非零向量 .r 满足 Ar = 
0. 但这就是说 Ax =0: r , W 此0是一个特征值. 


反之，如果0是一个特征值，則 0 = det(0J —A) =±det(A> ,因此 det(A >=0, A 是奇异的. 
( II ) 存在非零向 fiu 满足 Ax< = w. 对 n>l 用归纳法可证明 A-w = a -v. 

(HI〉 如果 o •是 A 和<> 的特征向量，则 

x = A -, Ar = A~'ax = aA~'x. 

所以， a#0 (W 为特征向 M 非零> A—i. _ 

回到典范 S. 

定理 9. 38如果 gU) 6 40] ,則 detCx/ - C(*)) = g(x). 

证明如果 deg ( g ) = j >2, 则 


'x 0 0 ― 0 

— 1 x 0 0 

xl — C(g) = 0—1 X 0 


L 0 0 0 ••• —1 

对第一行用拉普拉斯展开式得 


c 0 

C \ 

c t 


•r + c^J 


det(x/ — C(g)) — xdet(L) + (— l) 1+ V 0 det(M), 

其中 L 是删去第一行和第一列得到的矩阵， M 是由删去第一行和最后一列得到的矩阵.现在 M 是 
U — 1)X0 — 1) 三角矩阵，对角线上元索是 一 1 ， 而 L = :rJ 一 C((W ： r)—c 0 )Ar>. 根据归纳假设， 
det(L) — — co)/or ， 而 det(M) = (— 1) ,_1 . 所以 • 

det(j ： /-C(^)) = x[(^(x) - c 0 )/x] 4- (- iy i+s}+(i ^c 0 =gCr). ■ 

如果 R = C (幻 ）©•••© C( gl ) 是有理 典范塑 ，則 

xl — R = — — 


© 我们 m * 沿用行列式的熟知性质，即使这些性质轚3 9. 9节才证明. 





引理和命 @ 9. 163 说 ㊉ … ㊉ B ,) = JJdeKB ,.) , 因此得 

V x > = n *< ： <*〆*> = n*iC*). 

于是，特征多项式是不变因子的积；根据系 9.20, 域4上的 》 X » i 矩阵 A 的特征多项式是 U ") A 的 
_类似于有限阿贝尔群的阶. 

例 9. 39我们现在证明相似矩阵有相同的特征多项式.如果则因和每个矩阵 
都可交换，所以有 PCrf > = CrDP ， 因此， PCr /〉/*- 1 = UDPP - 1 = 所以， 

= det ( x / — B ) 

= detCPxIp -' - PAP - 1 ) 

= det ( P [ x /- A ] P _, ) 

= det ( P ) det ( j / — A ) det ( P -1 ) 

= det ( x / — A ) 

-少 A ( I ). 

由此，如果相似于 c (幻，则 

〜(•*> = 

所以，相似矩阵有相同的特征值连同其重败. ^ _ 

定理9 40 (飢莱-哈密頓）如果 A 是有特征多項式 0 A ( x ) - x -+6.. , x "-' +...+hx + 如的 
nXn 矩蛑，則 </> A iA ) = 0 ;即 

A "+ b , ，八-- 1 +... + AA 十 6 0 J = 0. 

证明根据例 9.39, 可以假定 A =(：(扪） ㊉ … ® Gig ,) 是有理典范铟，其中 ^ Cx ) = 
ftCi )- ft ( x ). 如果把 ** 宥作 40]- 模 a * V 4 ,則系 9. 19说对一切； y € k "， K ,( A)y = 0. 于是， 
*,( A ) = 0. 然而 . W *,( x ) I </> A ix ) . 所以有 \( A )=0. ■ 

凯莱-哈密顿定理和系 2. 44 类似 • 

定义一个 ”X n 矩阵 A 的最小多项式 m A (. x ) 是指具 有性廣 /( A ) - 0的次數最小的首一多項式 fix ). 
命題9 41最小多項式 m A Gr ) 是特征多碩式 0 A (： r > 的 两式 . A A 的每个特征值都是的根. 
证明凯莱-哈 密钡定 理证明 m A U ) | </> A (. x ) . 而系 9. 19蕴涵 q (: t > 是 A 的最小多项式，其中 
c ,( z ) 是 A 的次数最商的不变 因子. 由此，从事实 

= C| ( x )— c ,( x ) 

(其中 CiCx ) I c 2 ( x ) I - I c ,( x )) 可知 m A U > = C ,( J ：> 是最小多项式，且以 A 的毎个特征值为根[当 
_然，作为的一个根，它的重数01能小丁•作为特征多项式 \ ( i ) 的根的重数]. _ 

系 9. 42如果” Xn 矩眸 A 的一切特征值都不同，則 m A ( x ) = 即最小多項式和特征多 

項式一致 • 

证明因为 1^( x ) 的每个根都是的根，所以命題成立. ■ 

系 9. 43 (丨） 》 Xn 矩阵 A 相似于一个友矩阵当且仅当 

m A ( x ) = lfr A ( x ). 

c II >有限阿贝尔縟 G 是循坏的当且仅当它的栺数等于它的阶 • 

证明（丨）友矩阵 C ( g 〉 只有一个不变因子，就是 f 但系 9. 19把最小多项式等同于最后 
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一个不变因子. 

如果(: c ) = ^< x ) ,则根据系 9.20, A 只有一个不变因子，就是 ^( x ). 因此， A 和 
CC ^( x )) 有相同的不变因子，所以它们相似 • 

C II ) «阶循环群只有一个不变因子，就是 n ; 但系 9. 19把指数等同于最后一个不变因子. 

如果 G 的指数等于它的阶 IGI ,則 G 只有一个不变因子，就是丨 G | . 因此 G 和1| 6| 有相同的 
不变因子，从而它们同构. ■ 


习通 


9. 32 ( 丨> R 上满足 /«/的 10X10 矩阵（如不计相似）有多少？ 
(II > F, 上満足/^ = /的 10X10 矩阵（加不计 相似〉 有多少？ 
搛示：答案依赖于/■是奇败还是/> = 2. 

9. 33求下列矩阵的有理典范 S : 


9. 34 
9. 35 





如果 A 相似于 A ', 相似 怔明 A © B 相似于 


设*是域.并设 / U ) 和 *(_ r > 在 4[ t ] 中. 如* « Cr ) 丨 /( j :) 且 / Or ) 的每个 根都是 g (_ r > 的根 • 证明存 


在矩阵 A , 它有极小多项式 m A ( x ) - g ( x ) 和特征多项式 ^( x ) - fix ). 
9.36 C |) 樂出两个不同构有限阿 W 尔群的 例子， 它们的阶和指数»相同. 

( II )举出两个不相似矩阵的例子，它们的特征多项式和 最小多 项式都相同. 


9.3 若尔当典范型 


如果《是有限域， MGL ( n 4) 是有限群，从而其中的每个元素的阶 有限. 考虑群论 问埋： A 在 
GL (3, F 7 ) 中的阶是多少，其中 

0 0 1 ' 

A = 1 0 4 ? 

■0 1 3. 

当然，可以计算幂 A 2 , A 3 , …；拉格朗 H 定理保证有某个使得 A " = E , 但用这个方法求 A 
的阶十分麻烦.我们可以把 A 认作 

gU ) = x 3 - 3x 2 -4 x - 1 = x 3 - 3 x 2 +3 j :- 1 = (^- l ) 3 
的友矩阵（记住 € F 7 Dr ]>. 现在 A 和 PAP — 〗 在群 GL ( n ，《 中共轭，因此它们有相同的阶 • 
但友矩阵的幂很复杂（例如，一个友矩阵的平方就不是一个友矩 阵）. 我们现在给出容易计算其幂 
的第二种典范型，本节后面将用它来计算 A 的阶. 

定义一个 1 X 1 若尔当块是指矩萍 J ( a , l ) = [ a ]. 如果,則 sX * 若尔当块是指形如 
「o 0 0… 0 O'] 

I 1 a 0 ... 0 0 I 


0 0 0 ••• a 0 

.0 0 0 ••• 1 a 


HD 





的矩阵 /(«.$). 

这里是若尔当块的更简洁的描述.令 L 表示除了主对角线下面的次对角线的元索为1之外其他 
元索都是0的 sXs 矩阵.用这个记号，一个若尔当块 /(«,s) 形如 
Hats') = al + L. 

我们把 L 看作V上的线性 变换. 如果 q ，…, 是标准基.则对*<*,1^=«, +1 而/>, = 0.易知矩 
阵 L 2 是主对角线下面的第二次对角线的元素为1,其他元素都是 (h L 3 是第三次对角线的元素为1 
(HU 而其他元索都是 Oil/— 1 在 5 和1的位置是1而其他都是0,以及 L <=0. 

定理 9. 44如果/ = J( a ,D =o/ + L 是 jXj 若尔当块，《对一切 m>l, 

j m = «■/ +2 (「) a H 

证明 和可交换（事实上，和每个矩阵都可交换），《/的幂和 L 的幂的线性组合的全体 
是一个（交换）环，因此二项式定理适用.最后，因为 L *=0, 对所有涉及 U 的项是 0. ■ 

例 9.45 L 的不同幂“不 相交、 即如果 iTi 关”且 L ■的元索非零，则的元素为零， 

[: m] 

和 

o" 0 O' 

a" 0 _ 

)o"- 2 rna m ~ l a m 
定瓖 9. 46 如果贫 (: r> = (j：- a )* , «友《阵 C(g> 相似于 * Xj 若尔 Si 块 
证明如果 Ti V—V 定义为* , 則定理 9.33 的证明给出的基形如…， 
r ~ l v . 我们断言表 y = y 0 ," •，:^―丨也是 *‘ 的基，其中 

3>0 =* v,y t = (T—af)t/ ， … ，兄一 ^ = (T— 

易知表 y 张成V,这 是因为 对一切 0<i<* — l.T-vG <3>«),“‘，乂>. WY 中有 s 个元索 • 命题 3.87 
证明 y 是基. 

我们现在计算 J= y [T] y . 如果）+ 1<*,则 

Ty f = T(.T- a IVv 
= (T-alyTv 
= <T- a /V[tt/ + (T-a/)]i. 

= «(T-o/Vw+(T- 0 /)> +, t». 

因此，如果 >+l<s, 则 

Tyj = ayj +yj+f 

如果 ）+ l = s , 則根据凯莱-哈密铮定理[对= (x-a)*] , 

, . (T-aD^'v^ (T-aD'v = 0. 

_ 因此巧^—^矽^-卜于是矩阵/是若尔当块八心^-根据系丄扣^^“和/^^^相似. ■ 
由此，正如友矩阵一样，若尔当块也对应多项式，特别地， J( a ,s〉 对应 Gt —a)*. 
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定理 9.47 设 A 是元素在城4中的 nXn 矩阵. 如果 * 包含 A 的一切特彺值（特别地，如果 * 
是代敷闭的 >,則 A 相似于若尔当块的一个直和. 

证明我们现在不用不变因子幻丨沿丨 - I g , ,而用基定理中出现的初等因子久（1> ; 即毎个 
/ 〆 •!•>都是*|>]中不可约多项式的积.根据定理 9.34( 丨>，把分解为循环 AO ]- 模 W ,. 的直 
和产生友矩阵的直和 

其中 （乂） 是 W , •的阶理想，且 U 和 A 相似. 然而，因 \( x ) = XI / i (: t ) ,我们的假设说每个 

/ i ( x > 在*上分裂；即有某个弋>1使得 /,( x ) = (：!•-«,• 乃， 其中<»，是 A 的特 征值. 根据引理， 
«/,>相似于若尔当块，根据习埋9.34, A 相似于若尔当块的直和. _ 

定义若尔当典范型是若尔当块的 JL 和. 

如果矩阵 A 相似于若尔当典范型 

/<ai .Jp ㊉…㊉ /(a r .5 r ). 

则说 A 有初 等因子 （■!— 0 ) )*1 ,(.x — a,Y w . 

定理 9.47 说元索在包含 A 的一切特征值的域中的方矩阵 A 相似于一个若尔当典范迆.一个矩 
阵能够相似于几个若尔当典范®吗？回答是.但不确切. 

例 9. 48设/,是 rXr 单位矩阵，并设/,是 S X S 单位矩阵，剐在直和中交换它的块产生一个 
相似 矩阵： 


[m][: x :■]. 

W 每个置换都是对换的积，所以对形如 Ai ® A 2 ㊉ … ㊉ A , 的矩阵中的块进行置换产生和它相似的 
矩阵. ■ 

定理 9.49 如果 A 和 B 都是域*上的 ”Xn 矩阵，其中 A 包含它们的一切特征值， «A 和 B 相 
似当且仅4它们有相用的初等 因子. 此外， 一个 妊阵/ \相似于《个若尔当典范型，比如 H 和 
則 H 和有相同的若尔当块.（即置換 H 中的若尔当块得 H '>. 

证明根据系 3. 101, A 和 B 相似当且仅当 0") 1 *. 根据定理 9.22, (*-> A 兰 U”> B 当 
且仅当它们的初等 W 子相同. 

不变因子是用特定的顺序给出的（每 一个* 除下一 个〉， 与之相比，一个行列式只是初等因子的 
集合，因此只是若尔当块的 集合. 根据例 9. 48,在给定的若尔当典范型中置换它的若尔当块得到的 
不同的若尔当典 范塑都 相似. ■ 

下面是若尔当典范型的一些应用. 

命 H 9.50 如果 A 是元素在域4中的; > Xf »« 阵，《 A 和它的转置相似 • 

证明首先，系9.36< B >允许我们假定*包含 A 的 一切特征值. 现在如果 B = PAP — 1 ,则 
B ' = ( PT l A ' P ' ；即如果 B 和力相似， 则扠和 A * 相似.于是只要证明若尔当典范 S H 相似于 
H ' ,并且根据习题 9. 34,只要证明若尔当块_/ = J ( a ,0 相似 于尸就 够了. 

我们用 /( a ,3> 说明.设 Q 是“反”对角线元索为丨而其他元索都是0的矩阵，注意£? = Q 一 1 . 


•o 0 r 

a 0 0* 

•o o r 


a 1 (T 

0 1 0 

1 a 0 

0 10 

= 

0 a 1 

1 0 0. 

.0 1 a- 

1 0 0 . 


0 0 a. 
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第 9 幸 


我们让读者证明，一般来说有 Q=Q _1 和 QJ( a ，s)Q -1 = 或许最有效的证明是设 

V ,为向童空间 W 的基，定义 Q ■ W—W 为 Q | r M> Wl _ I+1 ,并定义 J • W-^W 为 ] > Vi + k i+1 
(其中 《•<* >和 J « i», I -* av ,. ■ 


[6781 


例 9.51 本节开始时，我们要求矩阵 A 在 GL (3, F 7 ) 中的阶，其中 

.0 0 r 

A = 1 0 4 | 

0 1 3. 

可以看到 A 是 （ x - l > 3 的友矩阵.因 A (: r > 是 1 - 1 的幂， A 的特征值全都等于 1 ,因此在 F 7 *i 
根据引理 9. 46, A 相似于若尔当块 


根据例 9. 45, 



0' 

0 


0 01 
1 0 


[(：) - 

因为在 FV 中有7 = 0和所以 = 因此 A 在 GL (3, F 7 > 中的阶为 7. 


线性微分方程组可以通过对矩阵取幂来求解,对矩阵取幂在建立一个李群和它对应的李代败之 
间的关系时也十分有用.一个 nX n » 数矩阵 A 由; I 2 个元索组成，从而可以把 A 看作(^中的一个点. 
这就可以定义 nX ” 复败矩阵序列的收敛性：称 Ap A 2 , …， A *, …收敛到矩阵 M , 如果对每对 f , 
>• 位于 i , >的元素的序列收敛.和微积分中的定义一样，一个级败收敛是指它的部分和序列收敛. 
定义如果 A 是一个 nXn 复教 任陣， 《 

eA = § = /+ A + t a， + t a * + 

可以证明这个级数对每个矩阵 >4都收敛，且函数 A (- e A 是连续的,即如果 limA *= M ，则 
lime A * = e M . 

备■•轉 

下面是这个矩阵幕的一些性质，我们将看到若尔当典 范费使 我们能够计算 e A . 

命题 9.52 设 A 是 nXn 复教*阵. 


( I ) 如果 P 是非奇异矩眸，則 Pe ^ p - 1 = e PAP '' . 

( II > 如果 AB = BA , 則 ^ e B = eA + B . 

Cli ) 对每个矩阵 A , 枉陣^是非奇异的，事实上， 

( e ^)-> = e - A . 

(IV)如果 L 是緊接主对角线之下的元索是1而其他元素却是 o 的”X”矩阵，則 e L 是对角线元 
索为1的下三角矩阵. 


(V> 如果 D 是对角钽蛑，比如 D=diag( 0l , a2 , 則 

e D = diagCe* 1 ,e** ， ―, e®*). 
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( Vi ) 如果 q ，处，…， 《«是 A 的特征值（具有重數 ）， 《 e * i ， …， e - •是 e A 的特征值. 

( Vti ) 能够计算 e ' 

( Vffl > 如果 tr ( A > = 0，« deUe ^ sl . _ 

证明 （丨） 我们用矩阵幂的连续性. 

Pe Ap-i = pQimg )p _1 

= limS —iPA^-'y 

一 g 身！ 

^.UnS^PAP-)* 

= e M ，’. 

(li > e A + B 的幕级数的第 4 项的系败是 

^(A + B )*. 

而 〆 e fl 的第 A 项是 

因 A 和 B 可交换 • 二项式定理表明两个第々项的系数相等.如果 A 和 B 不可交换，則结论不成立， 

见习题 9.44. 

(«1>由（ II )立即可得，这是因为 一 A 和 A 可交换和 ^ = 1. 

( IV )因为1/«0,等式 

et = /+ L + | L 2+ ... + _ i-_ L .-i 

成立，由引理 9.44 可得结果. 例如. 当 s =5 时， 

1 0 0 0 0 

110 0 0 

y 1 1 0 0 

+ +11 。 

^ T T 1 1 

( V )由定义 

e D = J + D + jD 2 + +£> 3 + …， |680| 

因 

D* = diag(ai ,a* » ••• »aj ) t 

结果显然成立. 

( Vi ) 因 C 是代数闭域 • A 相似于它的若尔当典范型 J : 存在非奇异矩阵 P 使得 PAPde 人现 
在 A 和 J 有相同的特征多项式，因此有相同的有重数的特征值.但 J 是下三角矩阵，对角线元索是 
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A 的特征值％ , 由此，矩阵幂的定义给出 e 7 是 下三角矩阵，对角线元素是 々，… ， e « •.因 
e A =e P >/ p = p - i e / p f 从而 〆 的特征值如所断言的那样 • 

( vii ) 根据习题 9. 38,存在非奇异矩阵 P 使得 PAP — 1 = 厶 + L ,其中△是对角矩阵，1/ = 0, 
AL = LA . 因此， 

Pe A P 1 = e PAP ' 1 = = e ^ e L . 

伹 （ V > 计算出 #,(| V > 计算出因此，一 1 yAp 是可以计算的， 

( V «) 根据定义，矩阵的迹是特征值的和，而矩阵的行列式是特征值的积.因 e A 的特征值是 
e B » ，•••，#■,所以有 

det ( e A ) == JJe ®* = = c ,r(A) . 

因此， tr ( A ) = 0 3 [涵 det ( e A ) = 1. ■ 

习邇 

9. 37 求域♦上满足 A 和 A 2 相似的一切 nXn 矩阵 • 

9. 38 (若尔当分解）证明代数闭域 A 上的每个 nXn 矩阵/\都能写成 

A - D + N . 

其中 D 是可对角化的（即 D 相似于一个对角矩砗）， N 是幂零的（即有某个 m ^ l 使得 AT =0), 且 
DN - ND . 

注：如果丨是完满域，则矩阵的若尔当分解是唯一的. 

9. 39举出一个不可对角化的》><”矩阵的例子. 

提示： 已知每个实对称矩是可对角化的.反之， R l I :绕原点（不是恒等的）的旋转不能把过原点 
的直线发送到它自己. 

9. 40 ( 丨 > 证明幂零矩阵的一切特征值都是 0. 

< M >用若尔当 SI 证明逆命 fi : 如果矩阵 A 的 •切特 征值都是0,则 A 是幕零的.（这个结果也来自凯 
莱-哈密银定理 . > 

9.41 6 X 6 幕零实矩阵有多少相似类？ 

(MS 9. 42如果 A 是非奇异矩阵，且 A 相似于 B •证明 A 1 和 1 相似. 

9. 43 ( I ) 证明每个幂零矩阵 N 和-个严格下三角矩阵（即对角线及对角线以1 : 元*都是 0) 相似. 

(H ) 如果 N 是幂零矩阵 • 证明 /+ N 是非奇异的. 

9.44 设 

:卜[::]， 

证明 〆〆 关 e « 〆 ， 并由此推出 〆 e 8 关 e ^. 

9.45 在 GL (3， F 7 ) 中冇多少个共轭类？ 

9. 46我们知道 PSU 3. F ,) 是20 160=+8!阶单辟.现在、包含一个15阶元索，就是 (1 2 3 4 5) (6 7 8). 
证明 PSL (3, F ,) 没有15阶元索，由此可知 PSL (3, F 4 )^ A $ . 

提示：用系 9. 36,把6换成包含一个矩阵的任意必霱的特钲值的大域.计算可能的若尔当典范型 
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的阶[在群 PSL (3, F <> 中]. 

9.4 史密斯正规型 


我们对典范型的讨论中有一个 缺陷： 如何求出一个给定矩阵的不变因子？下面进行的讨论将给 
出计算不变因子的 算法. 特别是计算了 A 的极小多項式. 

在第3章中，我们证明.一旦V的基 y 和 W 的基 Z 选定后，有限维向量空间之间的线性变换 
V—W 便确定了一个矩阵，且命理 3.98 表明矩阵乘法来自两个线性变换的复合所碥定的矩阵. 
现在把这个计算推广到自由 R -模之间的 R -映射上，其中 R 是任意交换环. 

定义设 R 是交換环，并设 T: 记 —R •是尺 - 映射，其中记和I?■是秩分别为 i 和《的自由 
R - 模.如果 …，; y , 是的基， Z=*,,•••,*. 是 R- 的基，則 

z[r]y = [a"] 

是 R 上的 nX< 矩阵，对一切 i, 它的第I'列由： T(yi> 的坐标组成；即 
Tiy t ) = 

i-i 

我们现在比较一个 i?- 同态 T 在和 R" 的不同基下的矩阵.下一命理把系 3. 101 从向* 空间 
推广到交换环上的模. 

命題 9.53 设 R 是交換环，设记和 R" 是秩分别为/和”的自由 /?- 模，并设 T> 圮 -R” 是 J?- 
同态. 令 y 和 y' 是 /?' 的基， z 和/是 /r 的基.如果 r= z [T]y 和,剎存在可逆矩阵 
P 和 Q , 其中 P 是 錄眸和 Q 是 nXn 飯阵.使得 

r* = qtp ~'. 

反之，如果 r 和〆是 R 上的 ”Xi «阵满足 r' = QTP _I • 其中 P 和 Q 是某可逆《阵，則存在 R- 
同态： r« 圮 -j?” （记的基是 y 和的基是 z 和 z') 使得 r= z [r] y 和严 =z[.T]y . 

证明和系 3.101 中所做的汁算相同，应用公式 

z [S] jt [ T] x = z [ST] x , 

其中 T« V-V' 和 S:V'-V*. RX, y, Z 分別是 V, V', V* 的基.注意，原来的证明并未用到 
矩阵元素的逆，从而早先的元索在一个域中的假设太强：它们可以在任意一个交換环中. ■ 

定义称元素在交換环 R 中的两个 nx* 矩阵 r 和 r'R- 等价，如果存在元素在中的可逆矩阵 
P 和 Q 使得 

〆 = QTP 

(写作 P 和写作 p - l 具有同样的一般 性）. 

当然，刚才定义的等价是 J? 上的一切（长方） nXz 矩阵集合上的等价关系. 

命题 9.54 如果 R 是交換环，則（有限表现的） R - 摸 M 和 M ' 的有限表现蛤出正合列 
/?‘ 匕 R " 二 M — 0和 〆 二 — 0, 

且选取 记的基 y, y' 和 r •的基 z, z' 给出矩阵 r= z [A] y *r'=z*[A']y. 如果〆 =“ n = a , 且 r 
和产/?-等价，則 

证明因 r 和 r'R- 等价，存在可逆矩阵 p 和 q 使得 r'sQrp- 1 ; 现在 p 确定一个 J?- 同态 
d ' R"—R n , Q 确定一个 K- 同态9> > 记― JP . 等式/ v =Qrf >_1 蘊涵下图 交換： 
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R*-^—H?"- 5 ~ >M ——》0 


定义 R - 映射 M — AT 如下：如果 me / W , 則》的满射性给出元素 U eJ ? B 使得 > r («0 = m ; 令 〆 m ) = 
n ' OU ). 命题 8. 93 用田上追踪法证明 v 是合理定义的同构. ■ 

命题 9. 54实质上是无用的；对大多败交換环 R . 没有方法能够确定元素在 R 中的矩阵 r 和 r ' 
是否 R - 等价.然而，当/?是欧几里得环时，我们能够用命埋中的准则求出矩阵的可计算的正规型. 

如果了《 V - V 是域4上的向 童空间 V 的线性变換，则下一定理给出 *[ x ] -模 V 7 "的有限表现. 
下一定义由域 * 上的任意向量空间 V 建立一个自由 *0]- 模,这个构造基于第3章中对*|>]的形 
式定义，那里把 to ] 定义为几乎一切坐标为零的4中的序列. 

定义如果 V 是交換环 A 上的模，定义 

v [ x ]= 

• >0 

其中对一切 f , V , 兰 V . 更详蛔地说，把 V ,•的元素记为 P ' l ； ,其中 ve V (因此 ■! •'仅 仅注明了坐标 
的位置 I 特别地，令; 1 ^= t », 从而 v 0 = v ). 于是，每个元素“ e v [ x ] 有形如 

“ = 2 xit, i 

的嘈一表达式，其中 i ^ ev 且几乎一切 v ,= o . 如果定义 
JW * - 模 V [ x ] 是 *[ x ]- 模 • 

对习惯张霣积的读者，刚才构 造的棋 v [ x ] 不过是 *!>] ®* v . 确实，下一引理就用了张量积 

与直和可交换的事实，这是 W 为子集 B 是 V 的基当且仅当 V = 是直和. 

♦€« 

引理 9.55 如果 V 是交換坏 * 上的自由4-模 . « VO ] 是自由-模.事实上， V 的基 E 
也是作为自由 *0]- 模的 v [>] 的基. 

证明毎个元素 “e vo ] 有形如“=的表 达式. 因是 v , = Jv 的基，每 

.>• 

个《, = E 。 妁 ， 其中合并同类项得 

> 

w = /i ( x ) e , +〜 + /■(•!：)«■• 

HE 其中/^一一印+叫尤+…+叫？，'是某个螯数 • 

为证明这个表达式的唯一性，假设 

H - hg„(x)e n = 0, 

其中尽^^一伽+办怎+…+兵^, t 是某个整数，这个等式对每个 I 给出％中的等式. 2/»>. A = 
0. 因 yq , …， X 1 *,是 V ,的基，它们线性无关，所以一切 ft =0. ■ 

现在可以给出 V 7 "的有限 表现. 在这个证明中把 Vl >] 看作序列较方便（比看作 AO ]| g )* v 方便〉. 
定理 9.56( 特征序列） （ 丨 ） 如果 V 是交换坏 t 上的有限生成禊，且 T«_V — V 是! t - 同 

态，則存在 * o ]- 模的正合列 



0 —V[x]^V[x]^V r — 0, 
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其中对一切 «^0和一初 V € VtA ( x ' v ) = X ，+ l V — X*Tv 和充（ 1 * 1 ；) = Vv . 

(II ) 如果 A 是 6 上的 nXn 矩萍和 E 是 P 的标准基 E = q ，…， 《„, 则（丨）中的表现形成 
的錄降 £[ A]E 是一 A . 

证明 （ 丨 ） 容易验证 A 和; r 都是合理定义的々- 映射； 它们也是々 O ]- 映射^例如， 

A ( x ( x * v )) = xX ( x * v ) , 

这是因为两端都等于 x i + z v - x i +1 Tv . 

(1) JT 是满射.如果 vev 7 *， 則 ir ( z ；) = T ° 1 ；= V . 

(2) imA ^ kern . 

jcUiv ) = jKx ^ v -^ Tv ) = P +1 v — P +1 v = 0. 


(3) kerjr QimA. 如果“ = 2 ^'v. ^kerjr. M Pt>, = 0 . 因此， 

“ = 2 x，v ^ — 2 ^ v i 

= S ^' w .- rv ,), 

这是因为 

x ° v 0 — T ° v 0 = v 0 — vo =* 0. 

对任意 *>1, 我们改写 “的第 《 个直和项/巧一沪!；,•为重叠和，它的每个项都在丨⑽中；这就足以 
证明 kenr QimA. 


V , 


<-i 

>-• 

x 4 — 1 7^) + U'-'Tvi- x^T^Vi) 

+ … + (: tT i _1 v i _ T i v < ) 

<—I 

= x ' t ；, 4 - + x <_ > T < w j )]- T Vi 

=x'Vi — T*W(. 

(4) A 是单射.作为 卜模， VO ] 是子模 V ; 的直和，且对一切 m >0, 经八* x " v — 1/有 
由此，如果 ■ r " i > #0, 則/ 1 ^/ <1 (_1-1；) = x - + l v #0. 



现在假设 


u = 2 x，v i ^ kerA. 

其中由此关0.伹 

0 = AC «) = A ( S * <1, f )- i ] Cx ,+, t . 1 - x , rv I ). 

所以， 


x " +, T ». =- §( x ' +, t »,) + j> i7 V 
«-0 

于是， x- +l T,„ 6 V M+l n E V, = {0), 从而 i - +1 v m = 0. 但我们已经看到 x"v m ^0 蕴涵 

i =0 
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工"•+、„ #0,因此这个矛盾给出 kerA = {0}. 

(ii ) 在 （i ) 的记号中，令 V = * •和 T | P 为 wh - Ak ,其中《是" XI 列向董.如果 
«,，…， * ，是 *■ ■的标准基，»«,，•••,〜是自由4 [: c ] -* V [ x ] 的基，丙此只*找出 A 关于这组基的矩 
阵.现在 

A(«i) = 3X — T«, = 2 a »' e >- 

因[知]=/，其中心是克罗内克 L 有 

= 2 x *>' e i~ ^J a a e i 

[686] 所以 A 的矩阵是 xJ - A . ■ 

系 9.57 域 * 上的两个 nXn « 降 A 和 B 相似当且仅当《阵 r = arl - A 和 〆 = ; tJ - B 是 *0]- 
等价的 • 

证明如果 A 和 B 相似.则存在元索在4中的非奇异矩阵 P 使得 BiPAP — 1 . 但 W 标量矩阵 
: r / 和 P 可交换 （ x / 和每个矩阵都可 交换〉 ，有 

P(xl- A)P-' = xl- PAP~' = xI-B. 

于是 ，■!■/— A 和 — B 是 *[ x ] -等价的 • 

反之，假设矩阵 W - A 和 ：《:/ — B 是 《0]- 等 价的. 根据定理 9.56 ( II ), (4")<和 （ O b 是有 
限表现《0]-棋，它们的表现分别给出矩阵 d - A 和: t /一 B . 现在命题 9. 54证明 
因此根据系 7.4, A 和 B 相似. ■ 

系 9. 57把域4上的矩阵的相似性问題简化为 4[ x ] 上矩阵的等价问題.有幸的是离斯消元法 
(解系数在域中的线性方程组的一种方法）可以修改而适用于此.现在 把高斯 消元法的要索从域上 
的矩阵推广到任意交换环上的矩阵. 

下面，我们记矩阵 A 的第 i 行为 ROW ( i ). 第）列为 COL (» . 

定义元素在交换钚 R 中的矩阵 A 的三种初等行运算是指： 

I 型： ROW ( i ) 象 以单位 “ € R . 

II 型：把 ROW («) 換成 ROW («) + c > ROW (>), 其中 关 i 和 c ,. € R . 

III 型： 交換 ROW ( i ) 和 ROW (>). 

类似有初等列运算. 

注意.一个 in 型运算（即一个交换）可以用另外两个类型的运算完成.示意如下： 

「° 6 v「 a_c b ~ d v\ a ~ c b ~ d v r c 

LcdJLc < f」La 6 」 La 6 」 La 6」 

定义初等矩 W 是相 对单位 《 陣作一个初等行运算 © 得到的錄阵. 

丁是， 有三种类型的初等矩阵.在初等线性代数课程中证明（证明是容易的）实施一个初等运 
_算和乘以一个初等矩阵是一样的.详细地说，如果 L 是一个 I ， n 或 DI 型初等矩阵 . W 对矩阵 A 实 
施某型的初等行运算给出矩阵 LA , 而对 A 实施对应的初等列运算给出矩阵 AL . 也容易看出每个 
初等矩阵都是可逆的，且它的逆是同类型的初等矩阵.由此，初等矩阵的积是可逆的. 


© 对丨应用初等列运算 得典相 同的初等矩阵集合. 
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定义如果是交授环， 則錶陣 r ' 和妊阵 r 称为离斯等价，如果存在初等行运算和初等列运算 
的序列使得 

r = r 0 — a -* ••• — r r = r ". 

髙斯等价是 i ? 上的一切 nXt 矩阵族上的等价关系 • 

由此，如果 r ' 离斯等价于 r , 則存在矩阵 p 和 Q 使得 ^ tPrQ , 其中 p , Q 都是初等矩阵的 
积.回忆两个矩阵 r ' 和 r 是 /?- 等价的，如果存在可逆矩阵 p 和 Q 使得 r '= pro . 由此，如果 r ' 高 
斯等价于 r , 則 r ' 和 rR - 等价.我们将看到当是欧几里得环时，逆命题也真. 

定理 9.58 (史密斯 e 正规型1 元素在欧几里得坏 R 中的每个非零 nxr 矩阵 r 高斯等价于 

形如 



的矩阵，其中 2 =diag ( a ,. < r ,) 且灼丨内丨… U , 是非零的（下面为0的块或右面为0的块可 

以不出 现〉. 

证明对 r 的行数用归纳法证明.如果令3(<0表示它在欧几里得环 R 中的次数. 
在与 r 离斯等价的矩阵的 一切元 索中，设 q 有最小次数.并设4是与 r 高斯等价且有元素 q 的矩 
阵，比如 q 位于 A,A 


我们断言在厶的 R () wu > 中，对一切 叫有巧丨％. 否則存在和等式％ =^+<9,其中 
dip ) < d ( ai ). 把（一 *) cou « 加到 coL ( y ) 得有元素一的矩阵 a '. 但 i 高斯等价于 r 且有次败小 
于 3( A ) 的元索屮这就产生 矛盾. 同样的论证可以证明 A 整除它所在列的任一 元索. 我们 断言巧 


整除△的每个元索.设^是不在的行也不在的列的元素 i 示意论证如下，比如有 



其中 6 = 和 c = • 把 ROW(l> 换成 R0W(1)+(1 — u )ROW(2> » («J + (1 — “〉叫〉. 如上 

所示， tf ! I « + (l — tt ) c . 因丨 C , 有内丨 a . 

我们回到4,这是一个和 r 高斯等价且包含元* q 的矩阵.作交换得到和 rfii 斯等价且1,1位 


置的元索为 q 的矩阵 4'. 如果71,是第一行中的另一个元索， 勺 ( H , 把（一巧） C 0 L (1) 加 
到 COL <>> 得到1, ) 元索为0的新矩阵.于是，矩阵4离斯等价于这样的一个矩阵，它的1,1位置 
是内，第一行的其他元索是 o . 由此，我们已经证 明了一 个非零 lXt 矩阵和 OpO ,•••,()] 高斯等价， 
从而完成了归纳法中基础步 n = l 的证明.进一步， 因内 整除第一列中的一切元素，所以 r 高斯等 
价于第一列的其余元素全是0的一个 矩阵； 于是， r 高斯等价于形如 


[: :] 

的矩阵.根据归纳假设，矩阵 n 高斯等价于矩阵 



戊1 

其中 S ^ diagh ，…，％>且这2 I 灼 I ••• 1 < V 因此， r 和0 

.0 


0 

If 

0 


0 ' 

0高斯等价.剩下要考察 q I (7 2 > 
0 . 


0立即要证明的这个定理以及对应的唯一性结果于1861年由史密斯发现. 
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这来自我们开始的说明，因为最终的矩阵和 r 高斯等价且包含元素 ■ 
定义定理陈述中 的錄阵 称为 r 的史密斯正规型. 

于是，定理说元素在欧几里得环 R 中的每个非零（长方）矩阵和一个史密斯正规型高斯等价. 

系 9.59 设是欧几里得环. 

( I ) 元索在 J ? 中的每个 可逆” 矩陣 r 都是初等矩阵的积 • 

(■) r 上的两个鉅阵 r 和 r ' R - 等价当且仅当它们高斯等价. 

证明（丨）我们现在知道 r 和一个史密斯正规高斯等价，其中2是对角矩阵.因 r 

是 （方） 可逆矩阵，不可能有0的块，因此 r 和2高斯等价！即存在矩阵 p 和 q , p 和 Q 都是初等矩 
阵的积，使得 

FPQ =2= diagh •…， 〜〉. 

因此， r = P ~ l ZQ ^ 1 . 现在，初等矩阵的逆也是初等矩阵，因此 P 一 1 和 Q _1 是初等矩阵的积.因2 
_可逆， det (2) ，内…〜是 R 中的 单位. 由此，每个 ■»,. 都是单位，从而2是”个初等矩阵的积[由 
ROW («) 乘以单位《»,的初等变换得到]. 

< II ) 如果 r ' 和 r 高斯等价，則它们 R - 等价，这个论断总是成立的，因为如果 r '= pro , 其中 
p 和 Q 是初等矩阵的积， WP 和 Q 可逆.反之，如果 〆 和 rR - 等价， mr '= prQ , 其中 p 和<3可 
逆 ， （ I >证明 r ' 和 r 髙斯等价. _ 

有例子证明这个命题对不是欧几里得环 e 的 pid 不成立.研究这一现象在代教 K - 理论的开端 
很重要（见 Milnor 所著的 《Introduction to Algebraic IC - Theory 》. 

定理 9. 60 (同步甚）设 R 是欧几置得环，设 F 是有限生成自由 J ?- 模，并设 S 是 F 的子模， 
則存在 F 的基2丨 •…， ％和中的非零元索〜， …， ％，其中满足 <?1 I…I %，且 
0\ z \ % ••• ,心2：,是 S 的基. 

证明如果 M = F / S , 則系 9.4 证明 S 是自由的且秩 由此， 

是 M 的表现，其中 A 是包含映射.现在对 S 和 F 任意选取的基相伴于 A 所对应的一个矩阵 r (注意 
r 可以是长方 的）. 根据命题 9.53, 存在 s 和 f 的新基，在这新基下， rR - 等价于一个史密斯正规 
型，而这个新基正是定理中所描述的. ■ 

系 9.61 设 r 是元素在欧几里得环 K 中的 nXn 錄阵. 

( I ) 如果 r 和形如 diag ( 内 ，…，％〉 ㊉ 0 的史密斯正规型等价，則不是单位的那些 …，％ 
是厂的不变因子. 

( II >如果 diag (% ， …， 7,> ㊉ 0是 r 的艿一个史密斯正規*， Ws = g 且对一切 :•， 存在单位 Mi 
使得 ？,=叫^ 即对角线元素是相伴的. 

证明 （ I ) 我们可以把 r 看作 /?- 映射 A 关于某组基的矩阵.设如果 

diagGn ， … ， ㊉0 是 r 的史密斯正规型，则存在 R ■的基 〜••••， ％ 和尺"的基 〜， ••• ， z B .使得 
A(^,)=( ； 1 z 1 ,-,A(^)=a,z 9 , 并且对一切 >>9, 如果有的话， ACy,) =0. 如果 a, 为不是单位的第 


© 对一觳 PH > 有一种说法，它 ft 用次等矩阵讨论初等矩砗的集合得男的 | 见习應 9. 50. 
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—个内 ，则 

MS ㊉ © … ® R/(<t,), 

它是一个循环模的直和且丨… I <V 有限生成 R- 模的基本定理 使得〜，…， ~等同于 M 的不变 
因子. 

< H ) 由 （ 丨 > 证明了史密斯正规型实质上的唯一性，这是因为作为阶理想生成元的不变因子 
如不计相伴是唯一确定的. ■ 

稍微泛用语言，我们可以论及一个矩阵的史密斯正规 a. 

系 9. 62 城4上的两个” Xn 矩阵 A 和 U 相似当 i 仅当 d — A 和在▲[: c] 上有相同的< 
密斯正规 S. 

证明根据定理 9.57, A 和 B 相似当且仅当: rJ-A 和 H-B 是* [x]- 等价的，系 9.61 证明 
xJ — A 和— -等价的当且仅当它们有相同的史密斯正规 S. _ 

系 9.63 设 F 是有限生成自由阿 H 尔蜉，并设 S 是 f •的有有限《数的子鮮 | 设;^，…， y ，是 
F 的基，设 q ，…， *, 是 S 的基，并设 A=[ajj ] 是瀉足的” X ”鉅阵 . 則 
[F • S] 一 | det(i4) |. 

证明改变 S 和 F 的基把 A 变成和它 Z- 等价的矩阵 B: 

B = QAP, 

其中 Q 和户是元索在 Z 中的可逆 矩阵. 因 Z 中的单位只有1和 一1, 所以有 |det(B)| = |det(A ) 丨.特 
别地，如果选取 B 为史密斯正规 a, 則6 =也88(幻，“‘,&> ,从而 Idet(B) 丨=抝…心.但幻 ，…, 

是 F/S 的不变因子 i 根据系 5.30, 它们的积是 F/S 的阶，也就是指败 [F iS]. ■ 

我们还未曾兑现承诺以给出算法计算元索在域上的矩阵的不变因子. 

定3 9.64 设是錄阵 r 的史密斯正規《中的对雋块，其中 r 的元素在欧几 
里得环尺上.如果定义 々（r) 为办 （d = 1,且对 i>o, 

dsn = gcd(r 的一切 i xi 子式）， 

«对一切1>1, 

Oi = rf,(r)/^_,(r). 

证明我们证明如果 r 和 r'R- 等价，則对一切 《•, 

d,(.D ~d,(,r"i. 

其中记号<»~6表示 a 和6在 R 中是相 伴的. 这样就足以证明定理了，因为如果 r' 是 r 的史密斯正 
规型，它的对角块是 diag (灼 9] di <, r ") = a , a z - ai . 因此 
<ri(x) = «/ i (r , )M_ 1 (r , ) - 
根据命 K 9.59, 只要证明对每个初等矩阵 L 有 

di(n - 和 d t (.n ~ «/,(rL). 

确实，只要证明 d,(rL > 〜 , 这是因为沁 ( rL> =本 （[rL] 1 ) =< a/r 1 ) [r 1 的 i_x; 子矩阵 
是 r 的 iX< 子矩阵的转置；现在用 亊实： L ‘是初等矩阵，且对每个方矩阵 M, det(M*)=d e t(M)]. 

最后还可简化，只需考虑I型和 n 型初等运算，因为我们已经看到 ID 型初等运算（交换两行） 
可以用其他两个类型来完成. 

L 是I型初等矩阵. 

如果 r 的 row (« 乘以单位“，劂一个 iXi 子矩阵或者保持不变，或者它的一行乘以 u .在第一 
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种情形中，子式（就是它的行 列式〉 保持不变》在第二种情形中，子式改变一个单位所以 ， Lr 
的每个 ixi 子式是 r 的对应 ixi 子式的相伴，从而 di ( Lr ) ~ di(n . 
l 是 n 型初等矩阵. 

如果 L 把 ROW(« 换成 ROW(« + rROW(j_> • M 只有 r 的 ROW(/> 有改变.于是， r 的一个 
子 式或者不涉及这行，或者涉及这行.在第•种情形中， Lr 的对应子式不变 i 在第二种情形 
中，子式形如 m + rm '， 其 t m 和 m ' 都是 r 的 iXi 子式（因为行列式是矩阵行的多重线性函败）. 
因为 c /,( r ) 丨 m 和 d ,< D 丨。，所以沁 (D I 沁 ( LT ). 因 ZT 1 也是 D 型初等矩阵，这个论证表明 
diCL -' an ) I d .( tr ). 当然，= r ，从而 《( d 和 《（ lt ) 相互整除.因 r 是整环，有 
diUT) ~ di(D . ■ 

定理 9.65 存在计算元素在城*中的任意方婊阵 A 的初等因子的算法 • 

证明根据系9.62,只要求出环 ik [>] 上的 r =: cJ - A 的史密斯正规 S ; 根据系9.61， A 的不 
变因子就是不是单位的对角线元索. 

有两种 算法： 对一切 i , 计算 — （当然，对大矩阵这不是一个十分有效的算法），用 
A |>] 上的高斯消元法把 A 变成史密斯正规型.读者现在不难写出计算初等西子的程序. ■ 

例 9. 66 求 


[6921 



在 Q 上的不变因子.我们把两种计算模式组合起来 运用： 

r-2 -3 

xI-A ' 


高斯消 元法和子式的 gcd 法.现在 


显然幻 =1,这是因为 A 的元索中有一些非零常数，从而它是 A 的一切元素的 g cd. 交换 ROW(l) 
和 ROW(2), 并把第一行变号得 

' 1 -x+2 1 ' 

x-2 -3 一 1 . 

.0 0 x + 4 . 

把一 (x-2)ROW(l) 加到 ROW(2> 得 


1 -x + 2 

1 _ 


•1 0 

0 

0 x 2 - 4 x-M 

一 1 


0 x 2 — 4 x + 1 

-x+\ 

.0 0 

x 4-4 J 


-0 0 

x + 4 . 


2X2 子矩阵 


x 2 - 4 x + 1 -x-hll 
. 0 jt+4 」 


中元素的 gcd 是1,这是因为一： r+1 和 x+4 是不同的不可约多项式，因此沿 =1. 我们已经证明了 
A 的不变因子只有一个，就是 （o: 2 —4:r+l)(:c + 4> =/— 15«r+4 ，而且它必是 A 的特征多项式. 
由此， A 的特征多项式和极小多项式一致，系 9. 43证明 A 的有理典范型是 
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•0 0 — 4_ 

10 15 . 

0 1 0 . 

例 9. 67求有生成元6, c 和关系 

7a + 56 + 2c = 0 
3 a + 36 =0 
13 d + 116 + 2 c = 0 

的阿贝尔群 G . 用 Z 上的初等运算求关系矩阵的史密斯正 规型： 


•7 

5 

2 


1 

0 

0' 

3 

3 

0 

一 

0 

6 

0 

13 

11 

2 


■0 

0 

0. 


由此 ， G 主 ( Z/l Z ) ㊉ （ Z /6 Z ) ㊉ （ Z /0 Z ) • 化简得 G 兰 Ie ㊉ Z . 


习題 


9. 47 求矩阵 

-4 6 3' 

一 3 5 4 
.4-5 3. 

在 Q 上的不变因子. 

9.48 求矩阵 

•一 6 2 —5 — 19_ 

2 0 15 
-210-5 
. 3 —1 2 9. 

在 Q 上的不变因子. 

9.49 如果 A 是域. 证明存在加件正合函子, Mod - VaMod 把任一向量空间 V 变到 VO ]. [见定理 9.56 



9. 50设 K 是 PID , 并设 a , b ^ R . 


( I ) 如果 d 是和6的 gcd , i£ 明存在 det(Q) = l 的 2X2 矩阵0« [二二]使得 

<€••]=[;:]，： 

其中丨 〆 . 

插示： 如果 </ = xa+3»6， 定义 和 -一 <«/</. 

( II ) »«Xn 矩阵I；称为次等矩阵，如果 它可以 M 分为 



其中 Q 是行列式为1的 2 X 2 矩阵. 通明 元索在 PID 中的每矩阵 A 可以被一系列初等和次 
等矩阵变为史密斯正规型. 
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9.5 双线性型 


本节中4是域， V 是 it 上的向童空间，通常是有限 维的. 即使还没有证明行列式的基本定理 
(它们将在 9. 9节证明），我们还是继续使用它们熟知的性质. 

定义V上的_个双线性型（或 内积） 是相一个双线 性凾教 


IMI 有序对 ( V ,/) 叫 做内积空间. 

当然，如果/是熟知的点积 


/« VX V —*. 


f ( u , v ) = y ^ UjVj , 

则(★•，/)是内积空间，其中 “ = (4 ，…和 《 = ( Wl ，…， (上标 < 表示转置！记住中的元 
索是 nXl 列向貴> • 用矩阵乘法表示有 


f(utv) = u l v. 

有两种类型的双线性型特别 重要. 

定义如果一个双线性型/: vxv — 々对一切 vev 有 
/( a * v ) = 

則称/是对称的.省/对称时，我们称内枳空用 （ v \/> 为对称 空间. 

如果对一切 V ev ■有 /< w , v >= o , «称双线性《/是交 错的. 当/交错时，我们称内积空闽 （ v , 
/) 为交嫌空间. 

例 9. 68 (丨 > 如果 V = P 并把它的元素看作列向 M , 则由 

([: ]，[X c d ] =ad - k 

给出的 det • VXV -* 是交错双线性型的 一例. 

( II >在第8章中，我们在有限群 G 上一切类函数的复向 蹶空间 c f ( G > 上定义了一个（埃尔米 
特）型.更一般地，定义函数/: C - XC 1 — C 为 


/( a ， x ;)= yia . T / j ， 

其中“ = (“ 1 ，“.，“ 11 ) < ， w =( V | . — , C 表示复数 r 的复共轭.因为 f ( u , cv ) = c /(«, w ) 而不是 

cAu , v ), 所以这个函数不是 C - 双线性的.埃尔米特®是半线性型的例子,这样的 a 可以在任意域 
灸上配*一个2阶自同态（扮演复共轭的 角色） 构造出来. ■ 

_ 每个双线性塑可以用对称双线性型和交错双线性 ffl 表示. 

命題 9.69 设4是特征关2的城，并设/是定义在 A 上的向量空间V上的双线性型，《存在唯 
一的双钱性型/,和八使得/=/,+/„,其中/,是对称的， 厶是交 错的. 

证明根据假设， ye *. W 此可以定义 


和 


/,(«，!；）： 


「 (/(ll ， V) +/(W，||)> 


f a iu,v) = y (/< M , v ) — /( V ,||)). 
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显然/=>；+/«,且/,是对称的， / a 是交 错的. 现在证明唯 一性. 如果/==//+/:,其中//是对称的， 
//是交错的，則/+/«=//+/«'，从而 /,—/(=/：_/«• 如果定义 g 为共同的值，即 /,_/:=g = 
fa-fa »則 尽既是 对称的又是交 错的. 根据习題 9. 54, g = 0 , 从而/, = /,'和 /«=/«'• ■ 

注如果 （ V ， gO 是内积空间，則 g 称为反称的，如果对一切 I /, vev 有 
g { v 9 u ) =— g (. u f v ). 

我们现在证明，如果 々的特 征不是2，則 g 是交错的当且仅当 g 是反称的. 

如果是任意双线性型，則有 

g ( u -\- v 9 u + v ) = g ( ufu ) 4- giufv ) 4- g ( v *«) 4- giv , v ). 

所以，如果 g 是交错的，則0 =客(《1,1/>+ 〆 !；•《>，因此 g 是反 称的. （我们还没有用到假 
设是的特征不为2.〉 

反之，如果客是反称的，到在等式度 (《•!/> =— g(VtU) 中令 M = V 得容 （ M ， M ) g(UtU) f 

即2器(《, «!)=()• 因★的特征不是2,所以 〆 从而容是交错的. 

定义设/是城灸上向量空间 V 上的双残性«,并设 … ，〜是 V 的基，到/关于 E 的内 
积矩阵是指 

^ = [/(，—>]• 

假设( V ,/)是内积空间，幻，… ，〜是 V 的基， A =[/ (々… >] 是/关于 E 的内积矩阵.如果6= 
，和 c » Ec ^ 是 V 中的向量，则 

/(6, c ) = /( SV . *2 c f e ；)= 

“， 

如果 B 和 C 分别表示列向*(知，…, h ) 1 和 则上面 的等式可以写成矩阵形式， 

/(6, c ) = B ' AC . 

于是，内积矩阵完全确定了 /. 

命題 9. 70设 V 是城 A 上的 n 雉向量空间. 

(i ) 城 A 上的每个”阵 A 却是定义在 VXV 上的某个双线性«/的内积 矩阵. 如果/是 
对称的，则关于 V 的任意一个基，它的内枳矩阵 A 是对 称矩阵 （即 ； V = A ). 如果/是交譜的，則 
关于 V 的任意一个基的内枳矩阵是反称的（即八《=->\). 

( II ) 如果对一切列向量 B 和 C , B * AC = B * A ' C , « A = A '. 

( Hi ) 设 A 和 A ' 分别是 V 上双线性«/和 /' 关于基 E 和 E ' 的内积矩阵，則/=/当且仅当 A 和 
A ' 是相 合的； 即存在砟奇异鉅砗 P 使得 

A ' = P ' AP . 

证明（丨>对任一矩阵泌，易知由 /(6, C )= A ^ C 定义的函数/: A 是一个双线性迆， 

且 A 是它关于标准基的内积 矩阵. 读者容易把这个构造转移到选定了基的任意向董空间 
V 上. 

如果/是对称的，则它的内积矩阵 A =[ aii ] 也是对称的，这是 因为％ =/(«•> =/(~, ei > = 
%»类似地，如果 / 是交错的 ， Bd = /( e ,- , tj ) =— f (. tj ) =— . 

(ii ) 如果 6= 和 c = • w 我们已经知道 / C 6, c ) = B'AC , 其中 B 和 C 是 6 和 c 

关于 E 的坐标的列向量.特别地，如果&= * ，■和 c = *,• ，则/(々，《,•〉=〜是為的0•元索. 
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(W) 设6和 c 关于基矿的坐标分别是和 C ，因此 /(6,c) = (.BTYA'C , 其中 A' = [/(«<,«■)]. 
如果 P 是变换矩阵 E[l]r ，則 B=PB’ 和 C=K^. 因此， /(*,c) = BAC = (.PB'yA(PC ') = 
(.B'YiP'APyC . 根据 （il), 必有 P*AP = A'. 

反之，由给出的矩阵等式 A' = PAP 产生等式： 

= A ' 

= P'AP 


[6971 


= [2 户 

i t 



因此，对一切 = /( 〆 ,<), 由此 对一切 V./dc) =/(A〆 ） • 所以 ， /=/. 

■ 

系 9.71 如果 （ V,/> 是内枳空间， A 和 A' 是 / 关于 V 的不 B 基的内枳錄降，《存在非零《>€* 


使得 


det(A , ) = a 2 det(A). 


从而， A ' 非奇异当且仅垂 A 非奇异. 

证明由下列亊实得到，861(尸>=«^1(尸）|«161(仙>=€161(八><««(丑）》以及 P 非奇异当且仅当 
det(P ) 关 0. ■ 

ft® 要的双线性型是非退化的双线性型. 

定义如果双蜣性«/有非奇异的内枳《阵，《称/是非退化的. 

例如，4•上的点积是非退化的，因为它关于标准基的内积矩阵是单位矩阵 /. 

双线性组的判則成实质上就是它的内积矩阵的行 列式. 然而，内积矩阵依赖于基的选取，因此 


我们的定义还必须复杂一点 • 

定义如果 * 是城，《记它的非零元素的乘法缚为 4 X . 定义 (* x )*= { a 1 * a 6* x ). 双线 
性《/的判别式成者是0,或者是 

det(AH* x )* 6 * x /(* x > :， 


其中 A 是/的内积狃陣. 

由系 9.71, /的判别式是合理定义的.但是我们经常不经意地说 det(A) 是/的判别式，其中 
A 是/的某个内积矩阵. 

下一定义用来刻麵非退化性. 

定义 如果 （V,/) 是内积 空间和 WG V 是 V 的子 空间， 的 左正交 补是指 
W^ L = < A € Vi /( i , w ) = 0, 对一切 u >€ W }, 

W 的 右正交 补是指 

识丄* = {c6 V « f(.w,c) = 0, 对一切 W). 

易知 Wl 1 •和都是 V 的子空间.此外，如果/是对称的或交错的，則此时 
我们马作 

设(V,/)是内积空间，并设 A 是/关于V的基 e M …, e , 的内积 矩阵. 我们断言•当且仅 
当6是齐次方程组 A4 = o 的解.如果則对一切 y,/«,*p = o . 记 6= g> iei , 我们知 
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道0 = /<6 ，屮 =/(2 V ,4)= 乏>./(々，《,)■写作矩阵形式转置 

得 6 是齐次方程组 iV：c = 0 的解.逆命题的证明留给读者.类似的论证证 明《： €¥1»» 当且仅当<;是齐 
次方程组 At = 0的解. 

命 ■ 9.72 如果 （ V ,/> 是内积空间，則/是非退化的当且仅当，{0> »即如果对 

一切 ce V 有 /(6, f ) = 0 , *6=0, 以及如果对一切 V 有 /(6, c > =0 , « c = 0. 

证明上面的注£表明66 V ^ 1 •当且仅当6是齐次方程组 A 9 = 0 的解.所以， V 1 L #{0} 当且 
仅当存在非平凡解6,习题3.70证明存在非平凡解当且仅当《^1(#)=0. R det ( A ') = det ( A ) , 
所以/ 退化. 类似的论证证明1^*关{0}当且仅当 Az = 0 存在非平凡解. ■ 

例 9.73 设 (V,/> 是内积空间，并设是子空间.有可能 / 是非退化的，而它的限制 

/|( WXHO 是退化的.例如，设 V*=P , 并设/关于标准基有内积矩阵 A = D 2.显然 A 

非奇异，因此/非退化.另一方面，如果 W ■ <«丨>，则/丨 （ Wxw > = 0 ,因此它是退化的._ 
下面是用对偶空间描述非退化性的 特性. 这是十分自然的，因为如果/是域 t 上的向置空间 V 
上的双线性型，则对任一固定的 V ,函数 /( | 是线性泛函. 

命題 9. 74设 ( V ,/> 是内炽空间，并设幻 ，…，〜是 V 的基，则/非退化当且仅当. /( 

/( ，〜） 是对供空间 V •的基（我们称后者为对供基）. 

证明俚定/非 退化. 因 dim ( V *> = n , 只要证明线性无关.如果存在标董 C| , …， c , 使得 
2 c i /( •«.) ■ 0，则 

/<».«. ) = 0 对一切 «6 V. 

如果定义“ = 2 c ie ,, 则对一切 v ,/( t ;, u ) = 0,因此非退化给出 “ = 0. 但 61 ，…，〜 是线性无关表， 
从而一切 q = 0, 因此， /( ，〜〉 也线性无关，所以它是 V •的 基. 

反之，假定给定的线性泛函是 V •的基.如果对一切 v e V 有 /( v ， m ) = 0，其中|| = 2 c « e * ， 

i 

则乏 >,•/( , e .) =0. 因这些线性泛 ( fi 是线性无关的，所以一切 < r , = 0,从而 “ = 0 S 即/是非退 
化的. ■ 

系 9.75 如果（ V ,/)是内枳空间，且/非退化，则每个线性泛函 g 6 V •存在唯一的使得 

尽= /( ，“)• 

证明设… ，〜是 V 的基，并设 /( ，〜） 是它的对 偶基. 因,存在标童 

c i 使得戽= , e ,) . 如果定义 “ = y ^ c , e , ，則 ^( v ) = f ( vtu ) . 

为证明唯一性，假设 /( ，《) = /( , u ). 则对一切 ve —《/)=0，从而/的非退化性 

给出 K _ l / = 0. ■ 

系 9.76 设 （ V，/) 是内积空闽，且 / 非 退化. 如果 … ，〜是 V 的基，則存在 V 的基幻广“木 

使得 

fieifbj ) = Sij . 

证明因 / 非退化，由 v»-/( ,v) 给出的函数 V— V •是 同构. 由此下图 交换： 
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其中 ev 是賦值函数和 (:roO 一 U ,/( ,y)). 对每个 i , 设沁 6 V 是第:个坐标 


的 函数： 如果 v 和7；=乏] c , 勺，則 /?,(«> = <：••• 根据系 9.75, 存在卜，…^, e V 使得对一切 
ugi = /( A ) • 图的交换性给出 

/(々，〜）= ev ( e , 9 gj ) =在 0 • ■ 

命题 9. 77设（ V ,/)是内积空间，并设 W 是 V 的子空间.如果/丨 （VVX W ) 非退化，則 

V = W ㊉ W 丄 R = W ㊉ W ^ L . 

注我们并没有假定/6身是非退化的；在例 9.73 中己羟看到，即使倣定/非退化，也 
不能保证/| ( WXW ) 非 退化. 

证明如果 “ eWflW 丄，則对一切 tc；6 W,/(w,«) =0. 因/丨 （WXWO 非退化和 4 乏撕， 
有 ii » 0 ;因此 W 门从丄= <0} • 如果V ,則 /( f v ) | W 是 W 上的线性泛函,即 /( ,v) 丨 W 
€ W m . 根据系 9. 75,存在 w 0 6 W 使得对一切 w e 撕有 /( w ,t；> = /(u；,ti； 0 > . 因此 ， V »w 0 + 
(v— tt；o) t 其中 U»o € W 和 V — W 0 6 W 丄. ■ 

命题中的直和分解有一个名称. 

定义如果（ V ,/)是内积空间，則我们说直和 

V = % ㊉ … ㊉ W r 

IIP ®] 是一 个正交 直和， 如果对一切 W , € W ，和 tWy ， 其中 *»， 有 /( u ；, ，《；>) ** 0 • 

现在我们史仔细地观察特殊双线性型 I 先考察交错型，然后考察对称型. 

我们先构造域 ♦上的 二维向最空间 v 上的一切交错双线性 a /./= o 总是一例.除此之外，存 
在两个向 fl A，e V 使得/(々，々>关0,比如 /( q ，《 2 )» f . 如果把 q 换成硇 

/(« I ， e 2 )- l . 因/是交错的，/关于基4, ^的内积矩阵 A 是；4 = [_? 二} 

定义城《上的一个双曲平面是指4上的一个二飧向量空它配罝了非零交错双线性 


刚才巳经看到在二维交错空间(V,/)中，/不恒为零就有一个内积矩阵 A = 



定理 9.78 设 （ V ,/> 是交錯空间，其中 V 是城4上的向量 空间. 如果/非退化，則存在正交 

直和 

V = Hl •㊉… ® H 爾， 

其中每个 H ,. 是双曲平面. 

证明对 dim(V)>l 用归纳法证明.关于基础步，注意一维空间上的交错型必是0,因此退 
化，所以 dim(V >>2. 如果 dim(V)=2, 則我们已经看到V是一个双曲 平面. 关于归纳步，注意 
存在向6 V使得/(々，々^^(因为/非退化，因此非零），而且可以把它正规化从而使得 
f(.e t ,e 2 ) = 1 ,如果 /( ei ,« 2 ) =</,把* 2 换成 < i _1 e 2 即可. 子空间/^=<«丨，* 2 > 是双曲平面，且 
限制/丨 （/^XHi) 非 退化. 于是命题9.77给出¥=尺 1 ©«; 1 .根据习題 9. 56,因/到 Hj 1 •的 
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限制是非退化的，所以运用归纳假设可得结果. _ 

系 9.79 设（V,/)是交错空间，其中V是 城务上 的向量空用.如果/是非退化的， «•) dim(V) 
是偶數. 

证明根据定理，V是二维子空间的直和. _ 

定义设 ( V,/> 是交譜空间，其中/非 退化. 一个辛㊀基是指基 ，…， ‘，：>%滿足对一切 
if =— 1，且其他一初 /(：!：••，x,>，/ (乂，^^，/(工,，％)和 /(A，:r,) 都是 0. 

系 9.80 设( V,/)是交镨空间，其中/非退化 ，© 并设 A 是 /( 关于 V的某个基）的内积 
矩阵. 

( | ) 存在V的辛基 a ，力，且 A 是 2mX2m 矩蛛，其中 m 是某个的數. 

(ll>A 和形如 J 的块的《阵 A 和相合，且这个和与 J 相合，其中/是 
m Xm 单位矩阵. 

(III ) 每个城4上的非奇异反称《眸 A 相合于 2X2 块二 j 的直和. 

证明 （ I >根据定理 9. 78,存在辛基，因此V是偶数维的. 

( II ) 内积矩阵 A 和关于辛基^，力 ，… ，:^，^^的内积矩阵 相合. 把辛基重排成々，…，工„， 
得到另一个相合的内积矩阵. 

(III) 经简单计算可得. _ 

定义设（ V,/)是对称空用.并设 Esq ，…，〜是 V 的基如采对一切 j 有 /( ei ,e ; ) =0， 
则称 E 为正 交基. 如果/(« ( ,力> =心，其中知是先 ，内克 ff， 則称 E 为规范正 交基. 

如果 q ，•",《„是对称空间(V，/)的正交基， MV=<q >©•••©<*，>是正交直和.在系 9. 76中我们 
看到，如果(V,/)是对称空间且/非退化，又如果 e| ,•••,*„ 是V的基，則存在V的基 h,". ， 6„使得 
/(*,.,&>= 知.如果£:是规范正交基，则可以对一切》_令6,+ =々. 

定理 9.81 设（V,/)是对称空间，其中V是特征不为2的城 t 上的向量空间. 

( I ) V有正交基，由此元索在 * 中的每个对称鉅阵 A 和一个对角矩阵相合. 

( II ) 如菜 C= diagtrfJ, .— .c**/,,] . Hi C 和 D^diagO^ ，…， t/,] 相合 • 

(lli) 如果 / 是非退化的，且4中的每个元素在 * 中有平方根，到V有规范正 交基. 元素在 A 中 
的每个非奇异对称矩阵 A 和/相合. 

证明（丨）如果/=0,则每个基都是正交基.现在可 以假定 /#0.因为*的特征不为2,可 
以运用习理 9. 54,由此存在某个V使得 /( W ,v) 关0(否則，/既是对称的又是交错 的〉. 如果 
W = <w> ,则/| ( WXW ) 是非退化的，从而命题 9. 77给出 V= W ㊉ W 丄. 对 dim(V> 用归纳法 
可以完成证明. 


© 


© 


术语辛 （symplectic) 由外尔 （H. Weyl) 首先 使用. 在他的书 《The Classical Groups ! Their Invariants and Reprc- 
sentaiiansl 165 頁上，他写道： “我以 前提出的名词•复鮮 (complex group) f ft 为了针对线聚 • 那是由淸失反对称 
双线性 S 定义的，但这个名词变得 越来越 麻煩，因为字 ‘complex， 和复数的滷义相冲突.所以我提出把它换成相 
应的希膳形容词‘辛 Csiymplectic)' 迪克森把这种群称为•阿贝尔线性群，，以纪念第一个研究它的阿贝尔 . ” 


如果型/退化.和几个 2 X 2 块 


与几个0块的直和相合. 



如果 A 是 nXn 对称矩阵，则命埋 9.70( i )表明存在对称双线性型/和基 U =叫 ，…， u , 使得 A 
是/关于 U 的内积 矩阵. 刚才已经看到存在正交基 A , ,从而命埋 9. 70( B ) 表明 A 和对角矩 
阵 diagC /( t»i •••»/(»„,».)] 相合 • 

(li ) 如果一个正交基由向最 v, 组成，且满足 /(t.,.1；,) = c?d, ,則把每个 m 换成<= cfv; 得 
正交基满足 /«,<) = </,. 由此，/关于基的内积矩阵是 DsdiagU , ，…， d ,]. 

( Hi ) 根据（1>，存在正交基 q ％ t 对每个 i , 设 /( t »,., Vi )= Ci . 因/非退化，对一切 i 有 
c ,#0 (关于这个正交基的内积矩阵的行列式是 Cl q … <:»)» 根据假设，因每个 c , 都是一个平方数， 
我们可以和 (ii ) 一样把毎个 w 换成这个新基是规范正交的.因为关于规范正交 
基的内积矩阵是单位矩阵/,所以 ft 后一个陈述成立. ■ 

注意，定理 9.81 没有说特征不为2的域4上的任两个对角矩阵相合；这要依赖于例如，如 
果 4= C , 则一切（非奇异）对角矩阵和7相合，但我们现在证明，如果 i _ R , 則结论不成立. 

定义如果 R 上的向量空闲 V 上的对称双线性《/对一切非零有 /( v , v >>0, 則称 /是 
正定的.如果对一切非零 w 6 V 有 /< t », w ><0, 則称/是负定的. 

下一结果和它的矩阵推论由西尔维斯特 （ J . J . Sylvester ) 证明.当 n =2 时，它对圆锥截线进 
行了分类，当 n =3 时，对二次曲面进行了分类. 

引理 9.82 如果/是 R 上的 m 蛾向量空间 V 上的对称双线 性也， 《存在正交直和 
V = W •.㊉ W 一 ㊉ W 0 , 

其中/ I W , 是正定的， /I W 是8定的，/丨桠为 0. 此外，这三个子空间的堆数由/唯_ 
确定. 

证明根据定理 9 .81,存在 V 的正交基 V | ，…，记/( V ,,!；,)为木.和任意实数一样，每个 
<•或者是正的，或者是负的，或者是0,我们重新排列基向使得”， …， &有正的4,& +1 ，…， 
t > + r 有负的剩下的向量有 4-0. 易知 V 是正交直和 

V = <»1 ，….V ，•■•，+,>© <^+r+l 

且 / 到各个直和项的限制是正定的，负定的和零. 

现在■只依賴于/,因此它的维数也只依赖于 /. 为证明另外两个维数的唯一性，假设 
存在另一个正交直和 V = W ' + OW '_ ㊉ W 0 • 如果 T > V — W +是 投射，则 kerT = W _ ㊉ WV 由此， 
如果炉=了丨 Wi , 則 

kerP = W '+ fl kerT = W ' + 0 ( W_ ㊉ W 0 ). 

然而，如果 z»e W ' + , 则 /( v , w > 彡0，而如果 t »€ W - ㊉ W 0 , 则 fiv . v ) <0 , 因此， 如果 u e 
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的鉅阵相合.此外，/的 符号差 5==/>—1•是合理定义的，且两个 nXn 实对称矩阵相合当且仅当它们 
有相同的秩和相同的符号差. 

证明根据定理 9.81, A 和对角矩阵 diagCA , …,心]相合，其中々，…，心是正的，心 +1 ,».， 
是负的 ，4 + r + i ,•••,</, 是 0. 但每个正实数都是平方数，而每个负实数都是负的平方数；现在 
由定理 9.81 (丨）， A 和定理陈述中的矩阵相合. 

显然相合的 nX ” 矩阵有相同的秩和相同的符 号差. 反之，设 A 和 A ' 有相同的秩和相同的符号 
差. 现在 A 与矩阵直和 ㊉ 0相合， A ' 与 f〆 ㊉ 一 J r ■ ㊉ 0 相合. 因 ran k ( A ) = ran k ( A ') ， 有 
〆 + 〆 = />+»";因符号差相同.有 〆 一 〆 = /> 一 r . 由此， />' = P 和 〆 = r ，所以 A 和 A ' 都相合 
于同一个有若干1、若干 -1 和若干0的对角矩阵，因此彼此相合. _ 

如 果一个 /非退化的对称空间（ V ,/)恒有规范正交基，即每个对称矩阵都和单位矩阵相合，那 
么这种情形是最®单的.但情况并非如此，例如实 2 X 2 矩阵一 /和/的符号差不间 （/ 的符号差是 
2, — J 的符号差是_2>,所以它们不相合. 

和双线性型密切相关的是二次* i 对定义在域《上的向*空间 V 上的双线性 S /, 考虑由 
Q ( v > = /( t », t ») 给出的函数 <3 | ,由此引出二次塑. 

走义设 V 是域4上的向量空间.二次 S 是杨函數 Qi V —*鴻足 
< I ) 对一切 i ；6 V 和有 0( fw )= c * Q ( v )» 

(H ) 由 

giu,v) = Q(u + t<) —Q(«) ~Q(v) 

定义的函數 /f I vxv —灸 是双线性 s . 

例 9. 84 ( I ) 如果 / 是向 M 空间 V 上的双线性对一切定义 Q(i；) I 我们 

证明 Q 是二次型.现在»/(«»,««〉 = c *= C * Q ( r «) ,给出定义中的第一个公理.如果 
u , v € V , 则 

Q(.u + v) — /(« + w,ii + t») 

= /( Mill ) + yx * l ， v > + 4 - /( v ， v ) 

= Q ( m > + Q ( v ) + g ( ufv ) * 

其中 

giu ^ v ) = + /( v * ll ). 

容易验证 g 是对称双线性型. 

(ii ) 刚才已经看到每个双线性5! /碥定一个二次型 Q . 如果/是对称的且4的特征不为2,则 
Q 确定 /• 亊实上，此时公式 2/(“， W )= Jf ( U ， t ；> 给出 /( u ， w > = '|" g ( u ， l ；). 

<»>如果/是定义在 R •上的通常的点积，則对应的二次 a 是 Q ( K > = || x ；|| z ， 其中 || t ;|| 是向 ft ” 
的长度. 

( IV )如果/是向量空间 V 上的双线性型，关于某个基勺 ，•■■,〜 的内巧矩阵是 A = [ a<( ] ，如果 
« = fc ， ，，则 

Q ( U > = 2 a W C i C i - 

例如，如果71=2,则有 


國 
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Q ( a ) = anti 4- ( ai2 + a 2 i ) ci < r 2 + a 22 c |. 

于是，二次型其实就是二次齐次多项式. _ 

我们刚才在上面的例子中已经看到，如果 A 的特征不为2,則对称双线性 S 和二次 S ! 不过是用 
_两种不同的方法看待同一事物.这是因为其中一个确定另一个. 

我 fp 已经对 C 和 R 上的二次型 Q 进行了分类.有限域上和索域上的分类也已经知道，瑰在陈述 
(不 证明〉 当 Q 非退化时的结果.给定一个定义在域*上的有限维向量空间 V 上的二次型 Q , 它的 
相伴双线性型是 

/ U . y ) = + Q ( jt ) - Q (. y ). 

如果两个二次型的相伴双线性型有相合的内积矩阵，則称这两个二次型等价，如果一个二次型的双 
线性型非退化，则称这个二次型非退化. 正如剛 才在例 9. 84中看到的，/是对称双线性型（当 * 的 
特征不为2时，/由 Q 唯一碥定). 如果* 是有奇败特征的有限域，則 * 上的两个非退化二次型等价 
当且仅当它们有相间的判别式（见 Kaplansky 所著的 《Linear Algebra and Geometry ; A Second Course ) 
14 〜 15 页）.如果 4 是特征为 2 的有限域.则相应的理论稍微复杂一点.此时，相伴对称双线性型 
gix ^ y ) = Qf.x + + Q ( x ) + QCy ) 

必是交错的，这是因为 g (: r , j ：) = Q (2: r )+2 QCr > = 0. 所以 • V 有辛基々，：^ ，…， j ： w , %•定义 Q 
的阿尔夫 （ Arf ) 不变置为 

ah(Q) = 

[ Arf 不变 M 是一个不变最并不是 ft 而易见的^即 A ^ f ( Q ) 不依赖 丁辛基 的选取》—个极好的证明见 R 
L Dye，“On the Arf Invariant ，” Journal of Algebra 53 (1978) » 36 〜 39 页]. 如果々 是特征为 2 的有限 
域，则 A 上的两个非退化二次型等价当 R 仅当它们有相同的判别式和相同的 Arf 不变设（见 Kaplansky 
所著的 《Linear Algebra and Geometry ; A Second Course !* 27 〜 33 页）. Q 上二次型的分类难度更大 
(见 Borevich 和 Shafarevich 所著的 《Number Theory ). 61〜70页）.正如 R 能够借助通常的度置 d (. a 9 b ) 
-\ a - b \ 把 Q 完备化而得到（即加进一些点迫使柯西序列收敛），对每个索数/»,我们也可以根据 
-进位度量把 Z 完备化（见503页的讨 论〉. 完备化叫做/>-进位轚数. Z 上的 p - 进位度董可以扩 
张到 Q ， 它的完备化[它是 Frac ( Z A >] 叫做/»-进位数.哈塞-闵可夫斯甚 （ Hasse - Minkowski ) 定 
理说， Q 上的两个 二次瑚 等价当且仅当它们在 R 上等价，且对•切岽败 P 在上等价. 

线性代数最初的一些定理考虑了向量空间的结构，这是为了给线性变换的讨论铺平道路.类似 
地，内积空间最初的一些定理使我们能够讨论相应的线性变换. 

定义如果 ( V ,/> 是内枳空间，其中 V 是城々上的有限緣向量空间，/是非退化双钱性漤，則 
一个 等距同 构是指一个线性变換 V — V , 使得对一切 a , t /€ V , 
fCutv) = 

命题 9.85 设 ( V ,/) 是内积空间，其中/是非退化双线性型，设的基，并设 
A 是关于£的内枳矩陣 • « 9>6 GL ( V ) 是等矩同构当且仅当它的铯阵 M = E [ f>] E 满足等式 Af AM 
= A. 

证明回忆等式 

/(6,<*) = B f AC , 

其中 6， c € V 和 B ， CeP 是它们 关于基 E 的坐标向量.令& ，…， £ n 是 A ” 的标准基. 因为 ME ; 
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是 M 的第 I 列，它是的坐标向最，从而对一切/有 

ME it 

所以， 

f (9 e i 9 9 ej ) = { ME, V ACME j ) = E , i { M t AM ) E i . 

如果 P 是等距同构，则 

= f { e i 9 ej ) = E^AEjf 

从而 f ( e i 9 ej ) = E^AEj = E t i ( M t AM ) E J . 因此，命题 9. 70( fi ) 给出 NT AM = A . 

反之，如果•则 

/(〜•，％) = P i (. M t AM ) E i = E^AEi = /(«■•々）， 

«此9是等距同构. ■ 

命题 9.86 设( V ,/)是内积空间，其中 V 是城务上的有限维向量空间，/是非退化双线性型. 
« lsom ( V ,/>, 即（ V ,/)的一切等距用构的集合是 GL ( V ) 的子蛘. 

证明我们证明 Isom ( V ,/) 是子群：当然， l v 是等距同构.设 f : V - V 是等距同构.如果 w 
6 V 和办=0,则对一切 t /€ V ，有 

0 = f(9u ， 9v) x f(utv). 

因/非退化，“=0和沪是 单射. WK , difn ( im 9) = diin ( V >, 从而根据 3. 90( il ) , in ^« V . 所以每 
个等距 同构® 是非奇异的. 

等距同构 P 的逆也是等距 同构： 对一切 II ， x /6 V , 

f (9~' u.<P ' w > -= /(9> ?' X u ,99' l v ) 

= f ( U ， V ). 

最后，两个等距同构炉和 0 的复合也是等距 同构： 

/( u , v ) = f (.9 u y 9 v ) = fiOVu .09 i )). ■ 

计算一般非奇异矩阵的逆是十分费亊的，但计算等距同构的逆則容易得多. 

定义设（ V ，/)是内积空间，它的 双钱性 《/非退化.线性变換丁： V — V 的伴«线性变换是 
指残性变換丁•： V — V ,满足对一切 u , v 6 V ， 

f { Tu , v ) * fCu , T m v ). 

我们来看伴随线性变换的存在性. 

命踴 9.87 如果（ V ,/)是内积 空间， 它的双线性3!/#退化，則每个线性变換了： V—V 都有 
伴随线性变換. 

证明设^ ，…，心是 V 的基.对每个乃易知由 

钓（ V) = /(Tv.fy) 

定义的函数灼 ：V 一々是一个线性泛函.根据系 9. 75,存在七6 V 使得对一切 V 有灼 （ V > = 
/( t /. u ,). 定义 : r : v _ v 为 : r (~> = fi , ,并注意 

命题 9. 88设 （ V ,/> 是内积空间，它的双线性型/非 退化. 如果 T * V— V 是有伴随线性变換 
T •的线性变換，« 了是等距同构当且仅当： T * T = l v ,此时， T * = 丁一 1 . 

证明如果： T * T =1 V , 则对一切 u 6 V 有 

fCTu ^ Tv ) = /( m * T * Tv ) = f (“， v ) ， 
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因此 T 是等距同构. 

反之，假定 T 是等距同构.选取 i /€ V : 对一切有 

fiufT * Tv — v ) = f (. utT m Tv ) — f 、 u ， v 、 

= JXTu , Tv ) — f ( u ， v ) 

= 0 . 

因 / 非退化， T m Tv - v =0； BP T # Tv = v . 因为这对一切成立，所以 T 1 * T = l v . ■ 

定义设 ( V ,/) 是内积空间，其中 V 是城 ★上 的有限维向量空间，/是非退化双线性型. 
(1)如果/是交错的，則称 Isom ( V ,/> 为辛群，记为 Sp ( V ,/>. 

_ ( II )如果/是对称的，則称 lsom ( V ,/) 为正交记为 CKV ,/). 

选定域 i 上 n 维向量空间 V 的一个基 E , 总有同构 GLOO — GL ( n ，4>, GL ( n ， 幻是 i 上一 
切 nXn 非奇异矩阵的群.特别地，设（ V ,/)是/非退化的交错空间，并设 Esr ，力 
是 V 的辛基（根据系 9.80, 辛基存在）,回忆;《 = dim ( VO 是偶数.记 Sp ( V ,/) 的象为 Sp (2 m ,« . 
类似地，如果( V ,/)是/非退化的对称空间，£是正交基（根据定理 9.81, 当4的特征不为2时， 
正交基存在>,记 CKV ,/) 的象为 OU ,/). 

我们求对称的或交错的双线性型的伴随. 

命题 9.89 设( V ,/)是对称空用，其中 V 是城 A 上的 n 緣向量空间，/是祚退化的，并设£：= 
€\ ，•••，〜是有 f (. e i 9 e i ) = c i 的正交基. 

如果 B =[6 y ] 是关于£的鉅阵，《它的伴随矩阵 B •是它的“加权”转置[<：厂、6#].特别地， 
如果 E 是规范正交基 ， M B * = B r , 是 B 的转置. 

注 由此， B 是正交的当且仅当 = 

证明我们有 

/(&,，〜) =/( 2 厶 〆" 勺） 

( 



如采 F=[%]， 则经类似的计算得 

/(e. ,B'ej)= 26^/(^ ,« < )=c 1 ^. 

因 /(Beptj) = /(e, ,B m e t i , 对一切 <•_; •有 

bjjCj = cfiii . 

因 / 非退化，所以一切 Ci #0, 从而 

= cT'cjbji. 

如果 J? 是正交基，則对一切 i 有 c,.=l, 由此得最后的注记. ■ 

如何识别辛矩阵？ 

命题 9.90 设( V ,/)是交嫌 空闽， 其中 V 是城 * 上的 2 m 单向量空间，/是非退化的，并设 E 
是排列为 A ，…， 、，3»1 ，…, 的辛基. 

关于£的划分为 mXn > 块的矩阵的伴随是 
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B m 




注由此， B€Sp(2m, 幻当 且仅当 

证明因为对一切 f , i ,/(: i >, xp =0 和= 所以有 

f (. Bx i 9 x ^ = /( W ” x i ) 

/ 

4 t 

=-~. 

把伴随矩阵 B ’ 划分为 mXm 块： 

rff K -] 

L 2 ai 

由于 /(■*,，•!/) =0 和 /( a :,.， 办） , 因此 

/(:•• , B * x ,) = /( x ,, 2»«- r / + Ofjyi ) 


^ x 0 f ( x t , x e ) + ’3 V > 


* • 

因/(^，…卜/^,^々〉，有％ = -&. 因此 ，2=_S». 可类似计算 B* 的另外 的块. ■ 

下一个问埋是 Isom(V,/) 是否依赖 f 非退 化交错双线性 S /的选取.考虑 GL(V) 作用在一切 
函数 VXV—* 的集合 > vxv 上，如果 /■ VXV — 和 9>€ GL(V), 则定义？>/=尸，其中 
尸 (6，c> = fi < P ~' b,<P l c). 

这个公式确实产生一个 作用： 如果托 GL ( V >, 則（抑>/=/^,其中 


im/ib.c) = p"(.b,c) 

= f <.(9 e )~ l b ,( m l c ) 

= f(.er l ?~'b,g~ l 9~\). 

另--方面， non 定义为 

- / , (¥> _ l A .?> _1 c ) 

=/(^ 1 V ^ c ), 

因此， （w>/= nef >. 

定义设 v 和 w 都是域 a 上的有限蛾向'責空间，并设/« vxv —* 和 g | wxw —* 都是双线 
性型.如果存在等距同构？>: v -* w , 則称/和 g 等价. 

命题 9. 91如果 V 是域6上的有限维向量空间，/, «: VXV — 4部是双线性型，則下列 I * 述 等价. 

(i) /和 g 等价. 

(li ) 如果 £=々，•••，〜 是 v 的基，則/和茗关于£:的内积矩阵相合. 

(18) 存在 ^€GL(V> 使得 g= 尸. 


证明 （I) => (»> . 如果炉： V— V是等距同构，則对一切6,£^7，容(炉(《，?》(<：>> = /(6，<:>.如 
果£=6，”*，6是7的基，则因为9是同构，所以 ),•••,?>(〜） 也是基.因此对一切 £,), 
= lg ( 9 (. ei ) .- PUj ))] = C/Ce,,«,)] = A ； 即 g 关于 f 的内积矩阵 A' 等于 / 关于 E 的内积矩阵 A. 
根据命题 9. 70( II), g 关于 E 的内积矩阵/^和泌相合. 
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( 8 ) =» ( Iil > •如果 A = [/( e .,* y )] 和 A ' = [ g («,.,« p ] ,則存在非奇异矩阵 Q = [恥]使得 
A ' = Q ' AQ . 定义 V — V 为满足扒~)=的线性变换.最后，《 = : 

[ g ( ei ， ej)J = A ’ = Q'AQ = )] 

= [/(fffti) = [/* -l (e,-.e,)3. 

( iil ) => ( i ). 由定义显然 : < v , g >-( v ,/> 是等距同构： 

• g(b,c) = /*(b,c) = f(.9~ l b,9~ l c). 

所以 g 和 / 等价. ■ 

命題 9.92 ( 丨 > 设 ( V ,/) 是内枳空间，其中 V 是城4上的有限维向量空间和/是非退化双线 

性 33. /作用在 / i vxv 上的德定化子 GL ( V >/ 是 Isom ( V ,/). 

( II ) 如果 j ? | VXV — >位于/的 B —轨道中.則 lsom ( V ,/) 和 Ison ^ Vd ) 同构 t 事实上，它们 
岡 是 GL ( V > 的共 fe 子群. 

证明 （ 丨 > 根据稳定化子的定义， PCGLOO / 当且仅当 f * = f , 即对一切 c € V ,有 
/(9> _ l 6,^ _1 c ) = f (. b , c ). 于是，炉― 1 , 因而 f 是等距同构. 

C ii ) 根据习题 2. 99,有某个 r € GL ( V > 使得 GL ( V ), = ,即 lsom ( V , g ) = 

rlsom ( V ,/) r -' . ■ 

由命理 9. 92,等价双线性 ffl 有同构的等距同构群.我们现在能够证明如不计同构辛群不依赖 
于非退化交错型的选取. 

定理 9.93 如果（ V ,/)和 （ V , g > •是交譜空间，其中/和都是胙退化的，《/和等价且 

s P ( v ,/) ^ Sp ( v ,/?). 

证明根据系9.80< » >,任意非退化交错双线性 a 的内积矩阵和2相合，其中 J 是单位 

矩阵.现在结果由命题 9.91 可得. ■ 

辛群引出 单群. 如果 * 是域.定义 PSp (2 m ,*) = Sp (2 m ,«/ Z (2 w ,4> ，其中2(2»1,«是却(2;»,« 
中一 切标* 矩阵组成的子群.群 PSp (2 m ,« 对一切 m 多1和一切域 A 除了三个例外都是单群，这三 
个例 外是： PSp (2, F 2 ) ^ S 3 , PSp (2, F a ) ^ A 4 和 PSp (4, F 2 ) S S ,. 

正交群.即 / 非退化的对称空间 (V,/) 的等距间构群也引出单群.然而和辛群相比，它们依赖 
于域 A 的性质.我们把注意力限制在有限域 4. 4有奇败特征和4有特征2的悄形必须分别考虑，在 
每种情形下还必须考虑 diin(V) 是奇数还是偶败.如果*有奇败特征/>,当》«是奇数时，只有一个正 
交群 （Xn,p">e, 而当 n 是偶数时有两个，即《 + (»»,〆•）和 0-(n,/)">. 它们引出的单群定义如 
下> 首先，构成 SO*(n,p">, 它是行列式为丨的一切正交矩阵（其中 *= + ! e =_：h 然后除以 
SO*(n,/>") 中一切标量矩阵以构成 PSO*( n ,/>"). 最后，可以定义的子群 
(本质上是换位子群），这些群是单的，除了有限个例外（可以明确地列出）. 

当 A 有特征2时，我们常从一个二次 S 出发而不是对称双线性型.此时，当 n 是奇数时，也只有 
一个正交群 0(»,2”） ，伹 n 是偶数时有两个，记为 0 + ( n ,2-) 和 0-( n ,2">. 如果 n 是奇数，比如 


© 当*是有限域时， 比如* = F ,, 其中？是某个索数幕，我们常把 GUn ,« 记为 GLOi , 9 > .对于 GL (», iO 形成的任 
意矩阵群也有类似的记法. 
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« = 2/+1， 则 CK 2/+1，2") 兰 Sp (2 A 2") ,因 此只需 考虑偶 数维对 称空间 形成的正交群 O e (2 A 2~). 
这些群中的每一个用类似于奇数特征的状况的方式引出一个单群.详 情参考 EArtiri 的书 《 Geo ¬ 
metric Algebra >; Conway 等的 i ； Atlas of Finite Groups 》； J . Dieudonn 6 的 {La Geometric des 
Groupes Classiques > \ M Suzuki 的 ( Group Theory I > 以及 Kostrikin - Shafarevich 的 《Algebra IX 》 
中 Carter 的论文. 

二次型在数论中尤其重要.对于这个主题的介绍见 Hahn 的 《Quadratic Algebras , Clifford Al ¬ 
gebras * and Arithmetic Witt Groups ); Lam 的 {The Algebraic Theory of Quadratic Forms 》； 以及 
O’Meara 的 《Introduction to Quadratic Forms 》. 

习题 

9.51 在解析几何中证明了如果 /, 和是斜宇分别为 m , 和 m : 的直线，則4和心垂直当且仅当 = — 1.如 
果 

= iaVi + u t * a 6 R > • 

其中 1，2 , 证明 =一1 当且仅当点积 t ;, = 0. (因两条直线都有斜率，它们都不是垂 
线 

提示：向董 u ■= ( a ，6) 的科率是 m ■= . 

9. 52 ( 丨 > 在微积分中，在空间中过点《的1[线定义为 

{u + aif * a 6 R } G R* • 

其中 u •是固定的非零向量.证明过原点的每条直线都是 W 的一个一维子空间. 

( II >在微积分中，在空间中过点《的平面定义为子集 

{v 6 R* 1 (V— «) • n « 0} S R J • 

其中 n ^ 0 是固定的法甸量.证明过原点的平面是 R 3 的二雄子空间. 

提示：为碥定过原点的平面的 维败， 求出 f 的包含《的一个正交基. 

9.53 如果*是特征不为2的域，证明对元索在▲中的每个” X ”矩阵 A , 存在难 一的对称矩阵 B 和唯一的反 
称矩阵 C (即 C '-=- C ), 使得 A =« fi + C . 

9.54 设 （ V ，/> 是内积空间 • 其中 V 是特征不为2的域 ♦上 的向置空间. 证明： 如果/既是对称的又是交错 
的， JW /-0. 

9.55 如果 CV ，/> 是内积空间，定义“丄幻为/(«,10«0.证明丄是对称关系当且仅当/或者是对称的•或者 
是交错的. 

9.56 设（ V ，/)是/非退化的内积 空间. 如果 W 是真子空间和,证明/| 是非退化的. 

9.57 ( 1>设（ V ,/)是内积空间，其中 V 是特征不为2的域 A 上的向* 空间. 证明：如果/是对称的，則存 
在 V 的基 q ，"••，■和涿董 q •— tc . 使得/ 0 ：， 30 = 5 ^,:^兄，其中 x = E x i e i 和 y = S 乂心•此 
外，如果/非退化和★有平方根，則可以选取基 q ，•••，〜使得 Ely ,. 

<11 >如果々是特征不为2的域，则元索在 A 中的每个对称矩阵 A 和一个对角矩阵相合.此外，如果 A 
非奇异和 ★有平 方根，酮有某个非奇异矩阵 P 使得 A == 产 P . 

9.58 举出两个 mXm 实对称矩阵的例子，它们有相同的秩和相同的判别式但不相合. 

9. 59证明：对每个域 A , Sp (2» = SL (2, 衫. 

提示： 根据系 9. 80( H )， 我们知道如果 P 6 Sp (2 mj ) ， 則 det ( P >=± l . 然而，命理 9.89 证明对 
P € Sp (2, A ), det ( P ) = 1 [对一切 m 彡 l , Sp (2 m ,«< SL (2 m ， jO 成立] • 




9. 60 如果 A 是 mXm 矩阵满足 = 证明是对称矩阵.由此推出，如果*是有奇数特征的有限 
域，則 CKm，b < Sp (2 m ， A >. 

9.61 设（ V ,/)是/非退化的交错空间.证明 T 6 GLOO 是等距同构[即 T € Sp ( V ,/)] 当且仅当只要£ = 
心，力，…，是 V 的辛基， W T ( E ) = Tx l 9 Ty l 9 - 9 Tx m , Ty m 也是 V 的辛基. 

9.6 分次代数 

我们现在用多个模的张量积来构造一些有用的环.这个课埋常叫做多重线性代数. 

本节中， R 始终表示交换环. 

定义如果代数 A 中存在尺-子模 A 〃， p >0, 满足 

( I ) A = Yi AP * 

#>0 

(ii ) 对一切 p,q^0 , 如果 ; t 6 A ， 和 y € A« , 刻巧 e i 即 

W £ A p+ ". 

« R - 代教 A 称为分次 R - 代数. 元索：称为 p 次齐次的. 

注意0是任意次齐次的.但一个分次环中的大多数元素不是齐次的，《此没有次败.还要注意 
齐次元索的任意积也是齐次的. 

例9, 94 ( | ) 如果在多项式环 A = J ?[ x ] 中定义 

= {rr> * r e R). 

则 A = i ? l >] 是一个分次 R - 代数.齐次元索是单项式，和常规用法相比较，这里只有单项式（包括 
0) 有次数.另一方面，在术语次数的两种用法下都有次数 p . 

(II ) 如果在多项式环 AsJJOp …, x ,] 上定义 

A ， = { rrj ' x ? •”々 « r e R 和 S «;= | 

即 A 〃由全次数为 p 的一切单项式组成，則 A 是一个分次 /?- 代数. 

( HI ) 在代数拓扑中，给空间久指定一个（阿贝尔的）上同谒蟬的序列，其中/?是 
交换环和并在上定义一个叫做上积的乘法，从而使其成为一个分次 /?- 代 
数. ■ 

正如多项式的次数十分有用一样，在分次代数中齐次元素的次数也十分有用. 

定义如果 A 和 B 都是分次 R - 代教，《—个分次映射 © 是指一个 R - 峡射/ ^ A—B 对一切 
/满足 

易知一切分次 R - 代数和一切分次映射形成范畴，记为 Gr R Alg _ 

走义如果 A 是分次 R - 代教，《—个分次理想（或齐次 理想） 是相 A 中的一个双边理想/鴻 

足 I = Z IP ' 其中 P = 7门 A ，. 

，: 》。 

对照第6 車中曾 经考虑过的仿射*,在代败几何中投射蹊的研究十分热烈.这种用代数方法研 
究几何对象的课埋涉及分次代数中的齐次理想. 


© 分次映射 f 1 A--B 有更一*的定义.给定如果一个映射/对一切/>>0满足用称 
/是一个 d 次分次峽射. 
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命題 9.95 设 A 和 B 都是分次代教. 

( I ) 如果/: 是分次映射，則 ker/ 是分次理想. 

( II ) 如果 f 是 A 中的分次理想，并定义 

( A / I) p = (A， + /)//. 

則是分次代数，此外， 

A / I = n AO = 2(々，"”■ 

(ill) A 中的双边理想 J 是分次理想当且仅当 J 由齐次元索生 jk. 

(IV) A 中的幺元1是次教为0的齐次元素. 

证明 （丨） 和 （ II ) 的证明留作习理（十分简单）. 

(in 如果/是分次的， w/= ，从而/由 U / p 生成•但 U 由齐次元索组成，这是 
因为对一切/», p «/ n . 

反之，假设/由齐次元素的一个集合X 生成. 我们*要证明 2(/A A>) ,而这只要证明 

P 

/ q ^ c/ n a ,) ,因为反包含总是成 立的. 因 /是由 x 生成的双边理想，一个典型元索《 e I有 

p 

« = 的形式，其中 a f ,6,. € A 和 x ,+ € X . 现在 i /= . 其中％ 6 iV , 因此只要证 

明每个心都在 / 中. 其实只要对一个单项 a , or , 丸证明就够了 ，& 以我们略去下标；.因 a = 2 a , •和 
b =^ b ( , 其中七和~都是齐次的，我们有 U = ^ a jX b ( , 但这个和中的每个项都是齐次的，它是_ 
齐次元索 ay ，> r 和6/ 的积. 于是 Up 是那些有次数 P 的 a > x 6/ 的和，从而6厂 
< IV 〉记 1 = «o + e i + …+ ，其中 *,• 6 A ’+ . 如果 a p G A ’ . 则 

a p —e a a f = e, a p + — + efi p 6 f| (A ,+1 ㊉…㊉ A >+, > = {0}. 

由此对一切齐次元索有 a，= ，从而对一切 a6 A 有0 =* 0 a. 考察 a^=a A l ( 替代 4 = 10^, 

类似的论证可证明对一切有 a=« 0 . 所以，根据环中幺元的唯一性， 1=0. ■ 

例 9.96 商《0]/(* 13 )是一个分次 R- 代数. 然而，在代败 RDr]/<j： ls + l) 上没有明显的分 
次•毕竟，对和一 1的陪集一样的: r 13 的 W 集应该指定什么 次数？ _ 

我们现在考虑张 M 积的广义结合性. 

定义设 R 是交糗环，并设叫，…，是 R - 模. 一个 R- 多重线 性函数 / * 

(其中 N 是/?-模）是指 p 个变量中的每_ 个却是 加性的（固定其他/ >一1 个变量）函教，且如果 
K 成/> ，則 

， ―, rmi，— ,m p ) = r/(mi i — .m,, —), 

其中 r€ R 且对一切 e M t . 

命題9.97设 J ? 是交狭环.并设，…，是尺-嫫. 

( I ) 存在 R- 模1/[从 ，…， M p ] ，它是多*线性性提出的泛映 射问题的解： 

M| X 



i 
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存在 /?- 多重线性函教 A 使得如果/是多重线性函數，則存在唯一的 R - 同态/使得图交換. 

(ii ) 如果: 是尺-映射，則存在唯一的秧射 

“[/"••• ，/ V ] * UIM , M p ]- 17[%，… ， M ；] 
fc h(.m\ * ftn p ) f x (m 1 ) ， … ， / ，（ wi 声 ）> ， 其中 A’ ： X … X ^/[M ^ ， … ， M^] • 

_ 证明 （I ) 这是定理 8. 74 的直接推广，可用多重线性函数替代双线性函数以证明张量积的 
存在性.设 F 是以 iV ^ X … X %为基的自由只-模，并设 S 是 F 的子模，它由下列两种类型的元素 
生成： 

C»i] *••• tW f + m-,— ,m p ) — (mi • — *m, f — — (m 丨， •“ ， iw; ， •”* m p > ; 

( wi ) . — . rm , — r ( W | •― *»*, •••• 9 m p ) * 

其中 

定义 …, A ^] = F / S , 并定义 A : 叫 X … XMp —(/[ A ^ ，…，为 
h * ( mj ，"• , m p ) ，•••,) + S . 

读者应验证 /* 是 R - 多重线性的.证明的剩下部分只是命题 8. 74证明的修改，也留给读者. 

( II ) 易知由 

(〜，••• » m ^) »-^ A , (/| (» i |) *••• f /„( m ^)) 

给出的函数 A ^ X … XJVff 是 /?- 多重线性的，因此存在陈述中所描述的唯一的只-同 

态. ■ 

注意生成元 ACm , •…， m p > 中不必加括号；即 h ( m x •…， m p ) 只依赖于 p 元组 （m 丨 ，…， m p 〉 ，而 
不依赖于它的坐标的任何 结合. 下一命题把这个构造和迭代张*积联系 起来， 一旦建立起这种联 
系.我们将改变记丨，…， W ]. 

命題 9. 98 (广义结合性 } 设 R 是交 換坏， 并设 …， M p 是 尺- 模.如果 

是在某种结合下的迭代张 量积， 則存在 /?- 同构1/[峋，…，… @ R JV ^ 把 Hm ! ，…， 

H * m 】® …沪 • 

注我们舍试引用定理 2.20: 三个因子的结合性 a 涵多个因子的结合性，因为已经在命 
題 8.84 t 证明了三个因子的结合律.然而，并没有证明等式 A ® r ( B© r O = ( A ® r B ) 
®/^ C ，而只是构造了一个 同构. 有一个属于 Mac Lane 和 Stasheff 的拽立的额外条 件：如 
果不计 W 构结合律成立且某个“五边形”围交換， W 不计同构广义结合律成立（见 Mac 
Lane 所著的 《Categories for the Working Mathematician !• 157 〜 161 S ). 

证明对/用归纳法证明.基础步为真，因为1/[/^,从 2 ] = ® r M 2 . 关于归纳步， 

假定 

IZHJ M i ⑧= UlMi ••••• Mp ]. 

最后两个因子的结合状况已经 指定； 例如， 

((Mi ®rM 2 ) ® r M 3 ) ®r(Ma ®rM 5 ) = C/[M, ,M 2 ,M 3 ] ,M 5 ]. 

根据归纳假设，存在多重线性函数 A ' :叫 X … XM , …叫 ® r M , 和 V : M i+l X … XM p — 
M i+i 使得 / i '( ot 丨，—, m ,) = my ® … ® m , (其结合状况和 M 丨 ®/? …中一样）及 

•…，77^> = ni l+1 ® (其结合状况和 M l+1 ® jr “( g ) R A ^ 中一 样). 归纳假设给出同构 

〆 ： ULM l ，…， M ,]— 从 0 R — ® rM , 和 〆 ： ULM i + l ，…， M ，] — M l+1 … ® R M p 使得 W = 
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A|(Mi X … XH ) 和 〆 V = A I ( M l+1 X-XAfp . 根据系 8.78, 是同构 [/[ Af ! ，…, 

® r L/[M j+ , - ►M, ®J? … ®rM p . 

我们现在证明 UHJV ^ ，…， 从]0«[/1>^ +1 ，…， M p ] 是关于多重线性函数的泛映射问題的解.考 

虑图 


7 



其中 7 (m 丨，(叫丨，…， m A >, TV 是棋，/是多重线性确数.我们需要 
求出同态/使得图交换. 

如果 （ m 丨 ，…， m f > 6 Mj X … XM , ，由 *••• , m p )»-►/( mi ••"• m , ，…， mfi )) 定义的函 

数 /( mw . m . O 丨一 N 是多重线性函数，因此存在唯一的同态: U [ M i+1 ，…， 
— N 使得 

八觸 ，…，/(% ••"，》!，）• 


如果 re /? 和 1 < X * •，则 

•供 .m p >> = /(叫，…， nn,，•"，m，） 

= r/(mi ••••， m ” …， m , > 

= r/ (m< 

类似地，如果 m ;, m ；€ M y , 其中则 

定义 1+1 元函数 H X … X Af, X U[M i+ ，.- 为 (m,, ••• ,!»,•, (« ff ). 该函数是多 

重线性的.因此它给出双线性函败 （/[M, …， Af,_]Xl；[Af, HI , …， M # ]-N, 就是 （《/,“"■)!■* 
(h'(M')，h'u”y>. 于是，存在唯一的同态 /«阢岣，•■•,«, ]®*y[M, +1 , …, ％]-N 把//(叫，…， m,) 
®h"{m i+i , — , m p > ...., (A*(m f+I ，… ，w # )) = /(m, , — ； 即 / 7= /. 所以， U[M,，...， 

M,-]® R UCM, +1 ，…， ％] 是泛映射问騵 的解. 由这种解的唯一性，存在同构約 UtMp.'Mp] — 
1/CM， ，…， M;] ®Rl/[M i+1 ，M p ] 使得册 （m|， …， m,> = h r {m\ »•••.»!,•) ® = 

，…, • 最后，是所要的同构 UOf, ，…， ％] 三岣 ® R -® R 1^ . ■ 

我们现在放弃命埋 9. 97中的记号；从现在开始，记 


l/[Mj ，― .M a ] = Afi ® R … <S)rM/.* 

A(mj .•••. nip ) = »»>i ® — ® , 

«[/i 〆••，/，] = fx® …® ft. 

命题 9.99 如果 R 是交換环且 A 和 B 是 R - 代数，如果定义 = o <^( g ) W ', 則 
张量积 A ® r B 是 R - 代教. 


证明首先，根据系 8.81, A ® R B 是 R - 模.设//: AXA — 泌和>^ : BXB — B 分别是代数 A 
和 B 上给定的 乘法. 我们需要证明 A ® R B 上存在命埋陈述的乘法；即存在 i ?- 双线性函数 
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A « ( A ® r B ) X < A 0 r B ) — A® r B , 其中 A 丨这样的函数 A 是存在 
的，因为它是复合 

(A ® r B) X (A ® r B ) — (A 0 r B ) ® (A ® r B ) 

- ► (A (§) rA ) X 
-♦ A ® R B. 

第一个函数是 (a®*, <J ， ®fc ， ) t-a®«gla ， ®y (它 是命® 8. 82 中的双线性函数 ）i 第二个是 l®r 
01,其中 r ， B® R A—A® R B 把(根据命埋 8. 83和命题 9. 98,存在这个函数 h 第三 
个是现在容易验证 R- 模 A®«B 是 R- 代数. ■ 

例 9. 100在习題8.48中，我们看到存在阿贝尔群的同构：1 1 »01 1| 兰1 (< ,其中<^=(讲,》1).由 
此，如果 = 则兰 {0}. 当然，如果把 L 和I,看作 Z- 代数，这个张量积仍然是 <0}. 
于是，在这种情形下，张量积是零环.如果在环的定义中坚持1_0.則环的张置积将不是恒有定 
义的. ■ 

我们现在证明代数的张貴积是一个 ••诚 实的”构造. 

命题 9. 101如果 R 是交換环且 A 和 B 是交換 K - 代教，« A ® R B 是交換 R - 代数的范畤中的余积. 
证明定义 y A -* A ® R B 为^ | 并定义<»» 为设； f 是交换 

R - 代败，并考虑图 



其中/和是 R - 代数映射.易知由 （ a , WM */( a > g (6> 给出的函数 X 是 R - 双线性的 ， W 
此存在唯一的 i ?- 模的映射4 •: A ® R B-X 满足 4>( a ®« =/(<»)«■(«. 瘸下要证明少是 R - 代数映 
射，为此只要证明 4>(( a ®6)( a '®0 = 4 K a ®«#( a '® y >. 现在 

= f (. a ) f ( a ') g (, b ) g (. b '). 

另一方面 ，4>( a ®« 少 ( a '®6'> =/( a )«(«/( a '> g (6'). 因 X 是交换的，所以 少保持 乘法. ■ 

双模可以看作一个适当的环上的左模. 

系 9. 102设 R 和 S 都是 ft - 代教，其中《是交糗环.每个 ( R , S )- 双模 M 是一个左 Ktg ^ S - o - 模， 

其中 

(r ® s)m = rms . 

证明由 < r , S ,»0 hmi S 给出的函败是 RXS °» XM — M 是卜 三线 性的，这可以用来证明 （ r ( g ) 
s ) i « = 是合理定义的.记 S 01 ■中的积为 s */; 即 S */ = / s . 模的定义中只有公理 （ iil ) 不是 
显而易 见的： 如果 a , a ' , W { aa')m = a ( am ), 只要对的生成元 a = r ® j 和 
< z ' = 〆 ®/ 验证就够了.但 

[(r ® s)(r ® j’)]m = [ rr ’ ® s * j’]m 
=( rr ， ) m ( s * /) 
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= <n- / )iw( 5 , 5 > 

= rirms ^ s . 

另一方面， 

(r® s)[(〆 ® s')m] = (r® s)C»' / (mj ， )] — rCrms^s. ■ 

定义如果务是交 換环， A 是代數，則它的包络代数是 
A # = A ® k A op . 

系 9. 103如果 A 是交换环， A 是★-代数，« A 是一个左模，它的子模是双边理想 • 如果 
A 是单々-代教，則 A 是单/^-模. 

证明因数 A 是 ( A ， A >- 双模，所以它是左模. ■ 

命 ■ 9. 104 如果 A 是交換坏和 A 是代數，則 

EndA # ( A ) ^ Z ( A ). 

证明如果/: 是映射，则它是只把 A 看作左 A - 模的 映射. 运用命题 8.12 可知/ 

由怎》/(1)确定，这是因为对一切 A ,/( a > «*/( al > »< i /( l ) =or • 另一方面，因/也是把 A 
看作右 A - 祺的映射，有 / U ) = /( l fl ) 切.所以，/(1> € Z ( A ) ;即映射 W/K 


/( I )是映射 En < iv ( A ) —2：( A >. 如果 z 6 2( A ) ，則 / Oi > « ai 是 Y - 自同态 满足？ >(/> = « ，所 
以 f 是满射；如果/€ End /( A > 和/(1>»0,則/»0,所以穿是 单射. _ 

我们现在在 /?- 模 M 上构造张董代教.当 M 是以 X 为基的自由只-模时，张撤代败可以看作以 
X 为基的自由 i ?- 代数：即它是/?上变董 X 不交换的多项式环. 

定义设尺是交 換环， 并设 M 是 R - 模.定义 • 

T °( M ) = R , 

T l (. M ) = M ， 

T ^( M ) = M ® R … ® R M (户 次〉 ，如果 p ^2. 

注许多作者把 POVf ) 记为在命越 9.97 中， T ^( M ) 原先记为1/[叫 ，…， 仏] ( 这 
里从=从>,后来把它改为 ® …® ，因为这个记号容易 记忆. 然而，我们«« 

读者 THM ) 是由符号叫 ® 生成的，其中不出现括号. 

命题 9. 105如果 M 是尺-模，《存在分次代数 

T ( M ) = 2 T ， (M) 

且有 re /? 在 * n ( M ) 上的作用，它由 

Ky 】® … ® y ,〉 = ( ryi 〉 ® 力 ® … ® = (A ® •“ ® y^r 

给出，并且对 />, 有乘法 P ( M ) X ： P ( M )—7^ + qM )， 它由 

( x , ® … ® 々，力 ® … ® 々> —a ® … ® O ® A ® … ® 々 

给出. 

证明首先，用陈述中的公式定义两个齐次元素的积.现在乘法; i : T ( iW ) XT ( M >- T ( M ) 必是 

#: ( 2 • 2 a ) — 2 x ® a ， 

9 f ，.， 

其中和;因为在所播述的 mJW ) 的生成元 OTl ® … g )% 中不需要括号，所 
以乘法是结合的，因为乘法是 R - 双线性的，所以 分配律 成立.最后，丨€ rkM ) 是幺元， R 的 
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每个元素和 T ( JW ) 的每个元素可交换，以及 7^( Af ) T «( M ) g ： F + »( M ) ,因此 T ( Af ) 是分次 J ?- 代 
数. ■ 

读者可以验证，如果則丁 ( AO 兰只0] . 

定义如果 R 是交換环和 M 是 R- 模，則 T(M) 叫做 M 上的 张量代数. 

如果 R 是交换环且 A 和 B 是模，定义 A 和 B 上长为/>多0的宇为形如 

W(A,B) p = T*. (A) ®jfTA (B) ® R - ® r T*- (A) ® R T^- (B) 

的 K - 模，其中1]<内+/*) = P ，一切 * i ,/, 都是整数 ， q >0,/ r >0, 其他指数都是正的. 

命题 9. 106如果 A 和 B 都是 R- 模， M 对一 切/»>0, 


T><A ㊉ B ) 兰 2 W(AlB) i 

其中 W(.A,B) j .W'(.A,B),. j 遶历长分别‘）和 />-_;• 的一切字. 

证明对/>>0用归纳法证明.关丁基础步， 

T °( A ㊉ B ) = R^R® r R ^T°(A) ® r T ° CB ). 

关于归纳步， 

T， +1 (A ㊉ B ) = 7 ^(A ㊉ 

兰 （ T’（A ㊉ B )® r A >®( T，（A ④ B > ® k B ) 

白 f^W(A,B)j ® r W '(.A,B),^ ® r X , 

其中 X ^ A 或 X 兰 B . 由于长为夕一 >+1 的每个宇都有 W '( A , B )® R X 的形式，证明完成. ■ 
命 SS 9.107 张量代教定义 T 一个*子 Ti R Mod — Gr R Alg _ 此外 ，T 保持满射. 

证明我们巳经在每个 K - 模 M t 定义了 丁：它 就是张童代数 T ( M ). 如果 A / 是 R - 同 
态，则命睡 9. 97对每个/>提供映射 


Tf ( M ) -* T ^( N ), 

它给出 R - 代数映射 T ( M )-* T ( N ). 容易验 i £ 丁保持恒等映射和复合. 

假定/> N 是满射 K - 映射.如果〜 ® … ® 〜6 r " N ), 則对一切 i , /的满射性提供 
m , 6 M 使得 /(»•■-> =〜，因此， 

T (/) > m , ® …•■” 1 ® … ® ” p . ■ 

我们现在把自由模的概念推广到由代数. 


定义如果 X 是 R -代教 F 的子集，且对每个 J ?- 代教為和每个函教^ X-/U 存在唯一的 R - 
代教映射分使得对一切 o：ex 有辛 ( x>=f (: r ). «称 F 是以 X 为基的自由 R - 代數. 換句话说，下图 
交換，其中 i : X — F 是包含映射. 


I ‘ 

下一命題中我们把分次 /?- 代数仅看作代数. 

命屬 9. 108 如果 V 是以 X 为基的自由尺-模，其中是交換环，到 r ( v ) 是以 X 为基的自由 
R - 代教. 

证明考虑图 
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其中 ii X-V 和广 V -* T ( V ) 都是包含映射.且 A 是 R - 代败.因为 V 是以； f 为基的自由 /?- 模，所 
以把 A 只看作 K - 模给出 /?- 模映射一 A. 运用函子 T 给出 J?- 代数映射 

于 K - 代数映射 T ( V)-A 的存在性.只要定义一个 R - 代数映射 T ( A)—A 使得复合 T (>) 是 
扩张？ '的 R- 代数映射.对每个/»,考虑图 



其中 | (“丨 ••“, o A ) ® … ® 〜和 m，I (“丨 ，… a ,> H * a 丨 一 a ,, 后一个是元素 a ! ，… . a , 在 i ?- 代 

数中的积.当然，/^是!?-双线性的，因此它诱导出一个 R - 映射•使得图交换.现在定义 f 
T ( A > — A 为芦=为证明#是可乘的.只要证明 

f 

® … ® ® ( a ',0 … ® a :)> =» ® … ® a > )/ a ,( a ' i ® ― ® a ’，>. 

但这个等式来自 A 中的结 合律： 

( aj — a^Kai ••• a ， 9 ) = a t 

最后， /?- 代数映射的唯一性是由 V 生成作为 R - 代数的 r ( v ) 而得[毕竞， TCV ) 中的每个齐次元索 
都是1次元索的积]. ■ 

系 9. 109 设 R 是交換环. 

(1)如果八是尺-代教，《存在鴻射 R - 代數硖射 T ( A >— A . 

(it >每个 R - 代教 A 都是自由 R - 代 教的一 个离. 

证明 < i ) 把 A 只看作 K - 模. 对每个/>>2,乘法 A 是 R - 多重线性的，从而存在唯一 
的 R - 棋映射但这些映射可以组合成一个 /?- 模映射 T ( A > = ^ T ，（ A )- A . 丙为 /V 
有幺元1,所以这个映射是满射 H 易知它是 R - 代败映射；即它保持乘法 .’ 

( II ) 设 V 是自由 K -模. 且存在满射 R - 映射 P : V — A . 根据命题9.107,诱导映射丁(9>)< 
7 XVO — T ( A > 是满射.现在 T ( V > 是自由 R - 代数. 如果把 T (¥>) 和满射 T ( A > - A 复合，则 A 是 
T ( V ) 的商. ■ 

定义如果 R 是交换环和 V 是以 X 为基的自由 R - 模，《 T ( V ) 叫做 K 上变置 X 非交换的多項 
式环，记为 R < X >. 

如果 V 是以 X 为基的自由 K - 模，则 T ( VO 中的每个元索《有唯一的表达式 

“ = S 〜 A, ® … ® x >, * 

*1 •—•〜 

其中 neR 和气 ex . 抹去张量积符号得到这种多项式的常用记号.例如，如果， u , 
y }, 则 
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例 9. 110 正如模那样，我们现在可以用生成元和关系构造环 （ Z - 代 数〉. 左诺特的而非右诺 
特的环的第一个例子由迪厄多内 （ J . Dieudonne ) 给出 • 它是由元素 _ r 和: y 生成并满足关系; ya : = 0 
和; y 2 =0 的环 R . 环 R 的存在性现在是容易证明的：设 V 是 以“， w 为基的自由阿贝尔群，设 R = 
(^^( V ))/! ,其中 J 是由抑和 k 2 生成的双边理想.令 j ： = “+ I 和 : y = !；+/• 注意. 因为理 
想 f 是由2次齐次元素生成的，所以有 TUV ) = vn /=彳0>,从而和: y 7£0. ■ 

我们现在提出一类环，它推广了交换环. 

定义如果4是城 e , 則 a - 代数 a 上的多项式恒等式是栺元素 /( x > e (4 上变量 x 非交 
換的多項式坏），它在 A 中的所有代抉郝是 0. 

例如，如果 /( hy ) = jy-yt €*<■!,>> . 则/是在一个满足对一切 a ，有 a 6—6 a =0 的 
★-代数 A (即 A 是交 換的） 上的多项式恒等式 • 

这里是稍确 定义. 每个函数兀—八扩张为*-代数映射乡|4<兀>—八，/(；0是八上的多项 
式恒等式当且仅当对一切函数9> | X - A 有/( X ) G f | kel ^- 

定义一个代数 A 如果满足至少一个系教是/的性等式，則称 A 为 PI - 代数（满足一个多 
項式恒等式的代 數〉. 

每个由》个元*生成的代数满足标准恒等式 

*»+1 < xj , ― . x „+, )=2 sgn ( ff ) x ( , a) — x , <11+ i ). 

• cs ^, 

可以证明矩阵代数 Mat n a ) 满足标准 w 等式,阿米苏尔 (S A . Amitsur ) 和列维茨基 
( J . Levitzki ) 证明 Mat〆 *〉 满足 s 2 n ; 此外， 2 n 是这种多项式恒等式中次数最小的.有一个短证明属 
于 & Rosset，“A New Proof of the Amitsur - Levitski Identity •” Israel Journal of Mathematics 23 > 
_ 1976, 187 〜 188 页. 

定义灸-代数 A 上的中心多項式恒等式是指 A 上的一个多項 Kf ( X ) 6 k ( X > 9 它的一切值 
/( a , , fl 2 ）（ a , 遍历 A 的一切元素）都在 2( A > 中. 

E . Formanek 和 Yu . P . Razmyslov 独立地证明了 Mat B ( ife ) 满足中心多项式恒 等式. 

有定理证明 PI 代败在几个方面和交换代败有相像的性态.例如，回忆如果环 R 有忠实单左 /?- 
模，则尺是本原的；如果 K 是交换的，则尺是域 卡普兰 斯基证明一个 P 1- 代数的每个本原商是单 
的，且在它的中心上是有限维的.读者可参考 Procesi 的 《Rings with Polynomial Identities 》. 

当前研究的另一个重要领域涉及非交換代数几何.本质上，它涉及研究 r / (替代 
灸[心，…，心])中现在定义为理想的零点的簇. 


习题 


9.62 ( I >如果 是是域 K 的/ 域. 明环和 K [>] 同构. 

( II )偎设是是域， p ( x ) e ▲!>] 是不可约的 ， K = k ( a ) ,其中 a 是 /» Cr ) 的一个根. 证明： 和环一样， 
K ®, K ^ KW /(/»( x )) ,其中（ 〆 :》:)>是 K |>] 中由 pU ) 生成的主理想. 

<_) 多项式 / Kx ) 虽然在 «>] 中不可约，但有可能在 JCO ] 中进行因子分解.举出一个例子证明 
未必半单. 


© 当然，可以把这个定义扩张为4是交涣环. 
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( IV 〉 证明： 如果 K /4 是有限可分扩张， S 4 K 0 JC 是半单的.（逆命«也成立 .） 

9. 63设 m 和”是正整数，并设 rf -= gcd ( m , i 0. a 明作为交换环有 
提示：见习題 8.48. 

9. 64如果 ASA ' 和 B 兰都是 A - 代败，其中♦是交换环，证明作为 ♦ 数有 

9.65 如果々是交换环且 A , B 是々-代败，证明 

9. 66如果 R 是交换代敖，其中 A 是域，且如果 G 是群，证明三 1? G . 

9.67 (|)如果 * 是交换环只的子环，证明作为 /?- 代数有兰 J ?0]. 

( I ) 如果 /( x ) €*[> j 和 （/) 是由 /( W 生成的 « x ] 中的主理想，证明只® 〆 /〉是由 / Cr ) 生成的 
/?[ x ] 中的主理想.更精确地说，存在交換图 

0 - (^) 4 ’I* [^] 

0 - ►(/>£ - 

(出> 设*是域和 ES «>]/(/> • 其中 /( x > € 是不可 约的. 证明岛£1>]/(/\，其中 

</) k 是由 /( x ) 生成的 E [ x ] 中的主理想. 

( IV )举出一个域扩张 EA 的例子使得£@ 4 扛不是域. 

提示：如采 /< x ) 6 在 E [ x ] 中因子分解为 g ( s ) hCx ) ,其中 （ g , A ) =* 1 • 则可用孙子剩 
余定理. 

9. 68设是是域并设 / U )6^[ x ] 是不可约的.如果 fCM 是域扩张，则 € K [ x ] ,其 
中 A ( z ) 是 KO ] 中不同的不可约多项式和 e ,> l . 

( I >证明 fU ) 是可分的当且仅当一切 - 1. 

<«) 证明有限域扩张 KM 是可分的当旦仅当 K 0. K 是半单环. 

提示：酋先考察是单扩张，从而存在正合列 0—</) —+K —0. 其次，用孙子剩 
余定理. 

9. 69证明例 9. 110中的环 K 是左诺特的但不是右诺特的. 

提示:见裹当 ( Cartan ) 和艾伦伯格 （ Eilenberg ) 的 I Homological Algebral * 16 页. 

9. 70如果 G 是群 • 則卜代数 A 称为 G - 分次代齩如果对一切 g € G , 存在4-子棋 A * 满足 

( I ) a ='£ a k . 

«ec 

( II ) 对一切 g，h eG,A K A k £ A** . 

一个 I :- 分次代数称为超代数.如果 A 是 G - 分次代数和 e 是 G 的幺元，证明 
9. 71如果 A 是由 n 个元索生成的 A - 代败 • 证明 A 满足725页的标准恒等式. 

9.7 可除代数 


代数的张置枳还是代数，这一事 实用于 除环的研究. 

定义域♦上的可除代数是指把除坏看作它的中心 A 上的代教. 

我们先考虑更广的单代数类. 

定义如果域 ife 上的一个 * - 代教 A 是有陳维的 ㊀ 、单的（没有 A 和 {0} 之外的其他双边理想） 
且它的中心 Z ( A )«4, 則称 A 为中心单代数. 


© 有些作者没有有限维的馥设. 
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记号 如果 A 是域 A 上的代数，則记 
|727| [A » *] = dim *( A ). 

例 9. 111 ( 丨 > 在中心 A 上是有限维的每个可除代败 d 都是中心单 代败. 四元败 H 是中心 
单 R - 代数，每个域是它自身上的中心单代数.希尔伯特给出一个无限维可除代数的例子（见 Droid * 
Kirichenko 所著的 {Finite Dimensional Algebras } > 81 页〉. 

(ii > 如果 > 是域，則中心单 代数. 

(I >如果 A 是中心单 *- ft 数，則它的对立代数 A ° p 也是中心单 代败. ■ 

定理 9. 112 设 A 是中心单 A - 代数. 如果 B 是单代教，則是中心单 2( B )- 代數•特 
别地，如果 B 是中心单*-代教.《 A ®» B 是中心單 * -代 數. 

证明每个有形如 

•r = aj ® 6, + … + a , ® (1) 

的表达式，其中 a ,€ A 和对非零 _ r , 如果没有少于 *1 項的表达式，則定义 I 的长度为 n . 我们 
断言如果的长度为即等式（1〉是最短的这种表达式，則~ ，…， 是 B 中的线性无关表 （看 
作《上的向 fi 空间）.否则，存在某个 j 和不全为零的使得 
bj = - 代人且合并同类项得 

■r = + 

它是 J ■的更短的表达式. 

设 J 关{0> gA ®» B 中的双边理想.选取 _ r 为 J 中长度最小的（非零）元索，并假定等式（1> 
是的最短表达式.现在 4^0. 因 A ai A 是 A 中的双边理想，单性给出八二為〜九因此.存在 A 
中的元索 < 和 <使得因丨是双边理想. 

x = '^ J < b xt h = 1 ® + c * ® 6 2 + …+ <:• ® 6, (2) 

在/中 • 其中对 《>2 有 q 现阶段我们还不知道是否/关0 , 但我们知道对每个 

ae A ,( a ® Dx ^ x ^ a ® 1) G I . 现在 

(o ® 1 )jt’ — x'la ® 1) — (acj — c,a) ® b t . (3) 

首先.这个元素是 0, 否则它是 f 中长度比 i 小的元因 &,•••, 6„是线性无关表，它生成的*- 
子空间是<6|，…， 6，>=<6 j > ㊉ … ®<6，>， 从而 

| 728 | A ®*< 6 i = A ®*%〉 ㊉…㊉ A ® 昜 < 6 ,>. 

由此等式<3)中的每一项 ( oc .- c ^)®*, 必都是 0. 因此对一切 a € A ,« r , = c ,«, 即每个 Cj 6 Z ( A )= 
k . 等式 (2) 变成 

x = 1 ® h + c z ® + … + c , ( g ) 6. 

=1®*1 +1® C Z *2 + … + 1 ® c ,*, 

=1 ® (Al + 9^2 + … + cj > m ). 

现在因为是线性无关表 + c 2 ~ + …•关 0 , 从而所以 7 包含形如 1®6 的 
非零 元素. 但 B 的单性给出 B 6 B = B , 从而存在使得乏 > X =1. 因此， J 包含 =)(1® 
6 i )( l ®6)( l ®<> = 1® 1,它是 A ®* B 中的 单位. 所以和 A ®* B 是单的 • ^ 
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我们现在寻找八@ 4 丑的中心.显然， ife ® 4 Z ( B > QZ ( A ® 4 B ). 关于反包含，设 z 6 Z ( A 0#) 
是非零元素，并设 

* = A ® 办1 + …+ a 薦 0 6” 

是 z 的最短的这种表达式.和前面的论证一样， & ,•••, 办^是是上的线性无 关表. 对每个有 
0 = (a® l)z — z(a® 1) = yiCafl, — a t a) ® 6 f . 

由此和前面一样，对 每个“ （叫一 ¥) ®6 i = 0. 因此似 广¥ = 0，从而对一切 a € A ， aa^afii 
和每个 a ,€ Z ( A > 貪蚁于是， z = l ® x 9 其中：太但如果则 
0 = r ( l ( g ) W -( l ®6) z = (1 ® x)(l ® 6)-(1® 6)(1 ® x ) = l ® Crf » — 6 r >. 

所以，姑 一6: r =0 和由此正如所要的那样， ze *® 4 2( B >. ■ 

一般来说，单代数的张 ft 积未必是 单的； 我们必须注意到中心.在习理 9.67(| V ) 中我们看 
到，如果 E / 々是域扩张，明 E ®, E 未必是域.在下一例中将会看到，可除代败的张董积未必是可 
除代败. 

例 9. 113代数00 11 3«是8维 R - 代数，但它也是4维 C - 代数： 一个基是 

1 = 1 ® 1*1 0 «.i ® i.l ® 

我们让读者证明有 



的向量空间同构 C® r H- Mat 2 (C> 是 C- 代败同构. _ 

另一种证明 C® R H^Mat 2 (C) 的方法来自例 8. 71( H ). 注意 
RQ^RXRXRXRXH ； 

用 C 作张量积得 

CQ^ C® r RQ^ cxcxcxcxc® r h. 

由韦徳伯恩定理中的唯一性得 C® r H 兰 Mat 2 (C). 

下一定理把例 9. 113中的同构的存在性放到中心单代数中. 

定理 9. 114设々是城并设 A 是中心单*-代教. 

( I ) 如果 if 是 A 的代數闭包，則存在整教/!使得 

(II )如果/\是中心单代教， JH 存在整數；I使得 
[A : 4] = ” 2 . 

证明 （i ) 根据定理9.112，石0*^是单1'-代数.因此，韦德伯恩定理（其实是系 8. 63) 对 
某个和某个除环 D 给出兰 Mat〆!)〉. 因 D 是 f 上有限维可除代数， MolienWS8.65 
中的论证证明 D = I. 
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( II )我们断言 [A « *] = [*®*A : I ], 这是因为如果 a " 是 A 在 A 上的基，則 1® 
^，…，是在; f 上的基（实质上是因为张量积与直和可交 换）. 所以 

[A * *] = [*®*A < *] = [ Mat .(*) « *] = n z . ■ 

四元数 H 的除环是中心单 R - 代数.因此它的维败 [H > R ] 必是一个平方败（维数是 4) .此 
外，因 C 是代数闭的，定理 9. 114给出 C® R H ^ Mat 2 ( C > (例 9. 113展示了一个明确的同 

國构). 

定义中心单*-代數的一个分製域是指城扩 张£7*, 对此存在整數使得 
定理 9. 114说域 A 的代数闭包 i 对每个中心单4 -代数 A 是一个分 裂域. 我们要证明恒存在一 
个分裂域娃 i 的有限扩张.为此先建立几个工具. 

定义如果 A 是 ft - 代教和是子集， W 它的中心化子 C A ( X > 定义为 
C A ( X ) = <a 6 A « 对每个 x 色 X 有 ax = xa }. 

容易验证中心化子恒为子代数. 

下一个证明的关键思想是 A 的子代数 B 使 A 成为一个 （ B , A )- 双棋，且 B 的中心化子可以用一 
个自同态环来描述（这一思想在森田定理的证明中使用 过〉. 

定理 9. 115 ( 双邋中心化子）设 A 是城 * 上的中心单代数，并设 B 是 A 的单子代教 • 

( I ) C a ( B ) 是单4 -代数. 

( II ) 对某个可除代數 d 有 Mat ,(4> 和 C a ( B ) ^ ,其中 r | j . 

( HI ) [B « *][ C a CB ) i *] = [A « *]. 

( IV ) C a ( C a ( B )) = B . 

证明 A 中乘法的结合性表明可以把 A ® 作一个 （ B , A )- 双模. 这样，它是一个左 
校，其中对•-切 ■!：€ = f 我们记这个模为 A _. 但根据定理 9. 112, ° ••是 单 i - 

代数，从而系 8. 63给出对某个*数 s 和某个域《上的 5 J 除代败 △ 有 B ® 4 A » ••兰 Mat ,(4) !亊实上， 
有唯… 的（不 i 十同构）极小左理想^ ^ (D . 所以，作为 - 模， 

系 8. 44给出 A * 兰 i / ,即 L 的 r 个 fi 制的直和，从而 EndagM - WJ ^ Mat〆 /!。 11 ). 

我们断言 

Q ( B )^ Enda^v ( A •) 兰 

这就证明 r ( i >和 （ii >的大 部分. 如果 ¥>6 EndB ®, v*(/r >，則特别地，它是 A 作为右 A - 模 
的 fl 同态.因此，对一切 a 6 A , 有 

Via ) = 9 i \ a ) = 9 (\)a = ua 9 

其中“ = f ( l ). 特 别地. 如果 6 € B ， 則 < P ( b ) = ub . 另一方面，考虑 B 的左作用，有 9-(6) = 
9(. b \) = *¥>(1) = bu . 所以对一切 6 6 B 有 u 6 = 4 w ,从而 于是，是函数 

__ End Blg ) , A »( A -)- C A ( B ). 容易验证这个函数是单射是-代数映射 | 它也是满射，这是因为如果 
_ C a ( B ), 则由 at - uj 定义的映射 A — A 是-映射 • 

我们现在计算 维数. 定义因 L 是 Mat , (4) 中的极小左理想，有 Mat , (4> 兰 1/( 具 
体地说 ， L = COL ( l ) ,它由△上 sXs 矩阵的第一列组 成）. 所以， [ Mat ,(4) > *] = ■ 4] 和 

[ L * ' *] = s[L > *] ,从而 
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和 

由此 

所以 ， [B 


Cl * ^] = sd 

CA * ^] = [A* * *] = [L r : = rs</. 

IA * 々 ][B : 灸 ] =: *] = [Mat, (A) • k~] = ^d. 
kl = f ，从而 r I s. 因此， 


[B * ife][C^CB) : *] = [B : A][Mat r (A) * 4] ™ • r^d = rsd = CA « 淹]， 

这是因为我们已经证明 C a ( B )^ Mat r (^). 

最后，我们证明（ IV 〉.易知 BQC a ( C a ( B )) * 毕竟，如果 B 和 C A ( B ) ，则 6 m = m 6, 
从而6和每个这样的《可交换.但根据 （ 丨 ）， C A ( B > 是单子代数，从而可以在 （ W ) 的等式中把 B 
換成 C A ( B ) : 

LC a ( B ) t «[ C a ( C a ( B )) * « = [A * kj . 

由此可知 [B : « = [ C a ( C a ( B » * « t 这个等式和 B S C a ( C a ( B )) —起给出 B ■ C a ( C a ( B )). 

■ 

下面是这个定理的一个小变动. 

系 9. 116 如果0是中心单代教/\的单子代數，其中々是城，則存在可除代數 D 使得 
B op ®^\^ Mat ,( D ). 

证明根据定理 9. 115(8 〉，对某个可除代败△有因此， （ B ® 〆 。* 1 )。** 名 
( Mat ,(^))° P . 但根据命题 8. 13, ，而根据习题 9. 65, ( B ®* A op ) op 三 B 0 * 1 

®* A . 令 D = MP 即完成证明. ■ 

如果△是域 A 上的可除代数和则由 A 和6生成的子可除代败是域，这是丙为中心 A 中的 
元索和3可交换.我们感兴趣的是4的极大子域. 

引瑾 9.117 如果△是城走上的可除代数， MA 的子城 E 是极大子城当且仅当 C A ( E ) = £：. 
证明如果 E 是厶的极大子域， W 闪£：是交换的，所以(扪.关于反包含，易知如果5 6 
Q ( E ) ,则由£:和 d 生成的可除代数是域.因此，如果占磋£,则芯^扩，与£:的极大性矛盾. 

反之，假设 E 是满足 C A ( E ) = EW 子域.如果 E 不是厶的极大子域，則存在子域 f 使得 £ G £'. 
现在, W 此如果有某个 E ， 则 £：9 fcC A (£：>. 所以£：是极大 子域. ■ 
在证明了关于张 童积的 一个初等引理之后，我们要把下面的结果从可除代数推广到中心单代数 
(见定理 9. 127). 

定理 9. 118 如果 D 是城 々上 的可除代教和 E 是 D 的极大子域，則£：是 D 的分裂 城； 即 
E ® k D ^ Mat ,( E > ,其中 s = [D : £] = [£：« 是] • 

证明我们令定理 9. 115中的代数八=1>,6 = £：，根据引理9.117,0^(£) = £：.现在条件 
C A ( B ) 兰 Mat r ( d ) 变成 E 兰 Mat r ( d ) ,因£是交换的 ， r = 1和 △ = £：• 于是系 9. 116说 E® A D = 
£^ p ©* D ^ Mat ,( E ). 

定理 9. 115 ( ijj ) 中的等式现在是 [D : « = [E : kJ_E : 々 ] = [£ : 幻 2 •但 lE® k D : « = 
[Mat,(E) : = ^[£ : 灸] ，从而 s 2 = [D : = [E : 是] 2 和 s = [E : 灸 ] • ■ 
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系 9.119 如果 D 是城 A 上的可除代数， 則一 切极大子域在▲上有相同的次数. 

证明对每个极大子域 E , 有 [£:« = [ D : E ] = V[D : _ 

这个系可以用例 9. 113来说明.四元数 H 是四维 R - 代数，从而极大子域在 R 上的次数必是 2. 
因为 C 是极大子域，所以确实如此. 

我们现在证明一个技术性的定理，它会产生一个奇妙的结果.回忆非交换环 A 中的一个单位是 
在 A 中有双边逆元的元素. 

定理 9.120 设々是域， B 是单代教，并设 A 是中心单 代數. 如果存在代數映射/, 
g * B — A , 則存在单位使得对一切有 

gib ) = u /( b ) u ~ l . 

证明如果定义在元素上的作用为 /(6> fl ，则/把 A 变成一个左 B - 棋. 因为 A 中 
的结合律对一切: r 6 A 给出， （/(6>* r > fl =«/(6)(: w 〉 ，所以这个作用还把 A 变成一个 （ B , A )- 双模. 
和通常一样，这个 < B , A ) -双模是一个左 （ J 5 ® 4 A 模，其中对一切 ii € A 有= , 

把它记 为 / A . 类似地，可用 g 把 A 变成一个左-模，把它记为，片.根据定理 9. 112, 
召(3^4。 1> 是单/6-代数.现在 

2m [/A 1 - d ] = [A * = IgA * ^], 

从而根据系 8. 63, 作为-模，如果是-同构，则对一 
切 66 B 和 a , 

<P(f{b)aa ， ) « gib) 9 (a)a\ (4) 

W 沪是 A 作为它自身上的右模的自同构，有 9(fl) = 9(hi> = ufl ，其中 “ = 9(1〉6 为证明《是 
单位，注意对一切 a € A ^9 1 (a) = ua . 现在对一切 a 6 A f a = 99 1 (a) = 9 (.ua) = ua'a i 特别 
地，当 《=1 时，有1 =如'.等式给出所要的1 = «/«!• 代人等式 (4), 对一切 a € A 
有 

u/(fr)a = 9(f(.b)a) = g{b)9{a) = g(.b)ua. 

特別地，如果 a = 1 ,则 uf (, b ) = *(6)«和《(6) = «/(6)«-> . ■ 

系 9. 121 (斯科伦-诺特1 设 A 是城4上的中心单 * — 代数，并设 B 和 B '是 A 的同构的单 * 

子代教.如果是同构，則存在单位 A 使得对一切 A € B 有少， ubu~ l . 

证明在定理中取为包含映射，定义 B ' = im 必，并定义其中 PB '- A 是 
包含映射. ■ 

在群论中有一个定理类似于斯科伦-诺特 定理. G . Higman，R H . Neumann 和 H . Neumann 的 
—个定理说，如果 B 和 B ' 是群 G 的同构子群，比如 + 是同构，則存在包含 G 的群 G * 和一 
个元素“ € G * 使得对一切6 6 B 有？* = u 6 u _1 _ 在 Rotman 所著的 { An Introduction to the The - 
ory of Groups 》404 页有一个证明. 

系 9. 122设* 是城. 如果 v ! "是 Mat K (« 的自同构，則存在非奇异*陣 P e Mat ,(« ，对 
Mat , (幻 中的每个《阵 T 有 

分(丁）= PTP 一 1 . 

证明矩阵环是中心单4 - 代数. 在斯科伦-诺特定理中令 B = B ' = A 即可. ■ 

下面的韦德伯恩定理的证明属于范德瓦尔登 （R L _ van der Waerden ). 

定理 9. 123 ( 韦德伯思）每个有隊可涂环 D 秦 是域. 
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证明设 Z = Z < D ), 并设£是 D 的极大子域.如果 deD , 则2(心是 D 的子域，因此存在极 
大子域&包含 2( d ). 根据系9.119, 一切极大子域有相同的次数，因此有相同的阶.根据系 
3.132,这里的一切极大子域都同构对每个斯科伦-诺特定理说 存在巧 6 D 使得= 
xjExj ' . 所以， D = U xEx ~ l , 从而 

D x = [J xE z x -'. 

如果 E 是 D 的真子域，則£ >< 是0 >< 的真子群，因此这个等式和习埋 5. 32矛盾. 所以, D = E 是交 
换的. _ 

定理 9. 124 (弗罗贝尼乌撕1 如果 D 是非交換的有限鳞实可涂代敷， « D^H . 

证明如果 E 是 D 的极大子域•则 [ D « E ] = [ E « R ] <2. 如果 [ E < R ] =1, 则 [ D ， 
R ] =1 2 = 1 和 U = R . W 此， [£: R ] = 2 和 （_£)i R ] =4. 我们把 E 等同于 C (它们同 构）. 现在 
复共轭是 E 的一个自同构，从而斯科伦-诺特定理给出 i € D 使得对一切 z € E 有特别 
地， 一 i =; tix _1 . 因此， 

X 2 !*^ 2 - J (- i ) x _, =- xLc _, - i . 

从而: r 2 和 i 可交 换. 所以，根据引理 9. 117, ^ eC D ( E ) = E . 因此有 a , 6€ R 使得 /= a +6 i . 但 
a 十 6 i = i 2 = xr 2 x '* — j-(a 4- 6 i ) x -1 = a — bi , 

因此 6 = 0 和 PeR . 如果/>0,則 存在* 使得/ = * 2 . 现在 （: r + rt (; r _ f > = 0 给出 
: c = ±* eR , 与 一 i = xL «^ 矛盾.所以有某个实败 r 使得: r 2 =— 〆 •定义元索> = :<:/»■, j 满足 
尸=_1和_;1=一4.表 1, i ,),0 •在 R 上线性无关 > 如果 a + « + g ’+ di ) = 0,則（一 rfi — c » = fl 
+ i 6 6 C . 丙 j 任 C (否則 jt 6 C ) ,必有 一— c = 0 = a + bi . 因此 — 由于 [Di 

R ] =4 ,表丨是 D 的基.现在容易知道，如果定义先=以，則 / ^ = _/=一认,片=丨=_衫和 
P =-1 ,因此 D 兰 H . ■ 

1929年，布饶尔引人布 K 尔群来研究除环.因除环的构造极其闲难，他考虑了更广的中心单 
代 数类. 布饶尔引人了中心单4-代数上的下面的关系. 

定义如果对于两个中心单代教 A 和 B . 存在整教/ I 和 m 使得 
A Mat , (*) ^ B ®* Mat m (4), 

則称 A 和 B 相似， 记为 A 〜 B . 

根据韦德伯恩定理，有*上唯一的可除代数△使得 A 兰,我们将看到 A 〜 B 当且仅当 
它们确定相同的可除代败. 

引理 9. 125设 A 是城4上的有限维 代教. 如果 S 和 T 是 A 的4 - 子代教满足 

( I ) 对一切 s 6 S 和 t 6 T,st = 1 st 
(ii ) A = ST , 

( 81) CA > *] = [ S «*][ Tt *3. 

則 A ^ S ® t T . 

证明因为 G , t )— a 是; fe - 双线性函数 Sxr — A ，所以存在的卜线性变换 /: S®nT 
-* A . 条件（丨）盘涵 / 是代数映射，这是因为 

© 并非任意可除代数中的极大子城 酆同构 .见习《 9.80. 
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/((5@/)<5 / ®< / » = fCsS ， ® W # ) = »’《,== StsY = /(S® 0/(5’ ® 〆）. 

根据条件 （ ll >, 因 A = ST , 从而灸-线性变换 / 是满 射； 根据条件 （ B >, 因 dinu ( S ( g)/n = 
dim *( A ) ,因此/是々-代数同构. ■ 

引理 9. 126设 A 是城. 

( I ) 如果 A 是是-代數，則 

A ( g ^ Mat〆 *) = Mat „( A ). 

(H ) Mat〆 ^) 兰 Mat 晒 （4> • 

(HI > A 〜 B 是一个等价 关系. 

( IV ) 如果 A 是中心单代教，則 

A ® 4 A 0|> ^ Mat . CA ), 

其中 u = [A * 灰]. 

证明（丨）定义 Mi ^ OV ) 的4-子代数为 

S = Mat „(4) 和 T = { a / : a 6 A }. 

如果和丁，则0 =ts (因为 S 中矩阵的元索和元索 A 可交 换）. 现在 S 包含每个矩阵 
单位 (( /元索为1其他元素为 0), 从而对一切 ST 包含一切形如％的矩阵，其中％ GA » 
因此 ST = Mat ”( A ). 最后， [ S « 4][ T : » «• 所以，引理 9. 125 给出所 

要的同构. 

(H >如果 V 和 W 分别是域是上 n 维和 m 维向量空间，只要证明 End *( V ) ® k En 6 k ( W ) ^ 
End k ( V ® k W ). 定义 S 为一切 /® l w , 其中/€ End *( V ) t 并定义 T 为一切 l v 0 犮，其中 
lZM ] g € End *( W ). 容易验证引理 9.125 中的 _= .个条件成立. 

( |_>因*- Mat “《 ,我们有 A 兰 A ( g )*4 兰,因此 〜是自反的. 对称性是显然 
的》关于传递性，假设 A 〜 B 和 B ~ C ; 即 

A ®* Mat〆 *) 兰 和 B ®* Mat r (*> 兰 C ®* Mat ,(*). 

则根据 （ li )， A ®* Mat 1 I («0* Mat r Ok >^ A ®* Mat lr ( A >. 另一方面， 

A ( g »* Mat ,,( ik ) ®* Mat r (*) ^ ®* Mat r (*) 

名 C®*Mat 南 （4> 

所以， A 〜 C , 从而〜 是等价关系. 

( IV > 定义 / :AX A 0 * 1 -► EndJA ) 为 /( a . c ) = A , • /»,. 其中 A 。 1 : ti~*ar 和片 • xt-^-xc i 容易验 
证 A u 和〜都是*-映射(从而它们的复合也是*-映射），且/是4-双加 性的. 因此，存在 /( a ® c > 
= A a •内的 * -映射 AQ ^ A 09 -► End * ( A ) . A 中的结合性 a ( jr ) = ( ax)c 说明 A a • 内 = 片 • A ,, 由 
此易知 / 是*-代数映射.因 A ®* A ° ••是单*-代数和 ker / 是真双边理想，所以/是单射.现在 
dim *( End *( A )) = dim *( Horn *( A , A )) = n 2 , 其中 ”=[ A »*]. 因 = dim ^ Agyi 011 ) = ” 2 , 

从而 / 是*-代数同构： ••兰 Endj ( A ). ■ 

我们现在把定理 9. 118 从可除代数扩展到中心单代数 • 

定理 9. 127设 A 是城*上的中心单代教，从而 A 兰 Ma ^ Gi ), 其中4是城 A 上的可除代数 • 
如果 E 是4的极大子城， WE 分裂 A ; 即存在整數 n 和同构 
E®*A ^ Mat . CE ). 
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精确地说，如果 [_A ! E ] =5,則 n=rj 和 [A : 4] = («) 2 . 

证明根据定理 9. 118, △被极大子域 E 分裂（当然，£:是 ▲的 有限扩 张）： 兰 Mat ,( E >， 其 
中尸 [^ « E ] = [ E « « . 因此 

E®*A ^ E ® i | Mat r ( A ) ^ E (A Mat r ( *> ) 

= ( E @*^) ®* Mat r (^) = Mat ,(£ T ) ®* Mat r ( A ) = Mat n ( E ). 

所以， A ^ Mat r (^) 给出 [ A «4] = r 2 ^ * *] = r 2 5 2 . ■ 

定义如果 [ A ] 表示中心单*-代教 A 在相似性下的等价类，定义布饶尔 » BrU ) 为集合 
Br ( k ) = {[ A ] : A 是中心单々-代數}， 

它有二元运算 

CA ][ B ] = [ A ®, B ]. 國 

定理 9. 128 对每个城 Br (*) 是阿 fl 尔鮮•此外，如果有可除代數△使得 A 兰 M » t , (厶），则 
4是中心单* -代教且在 BK « 中 [ A ] = [ A ]. 

证明我们证明运算是合理定 义的： 如果 A , A ', B . B ' 是 ft - 代数且 A 〜 A ' 和 B 〜 B ', 则 
A ®„ B - A ' ®* B ， . 同构 

A = A ’ 0* Mat m (*> 和 B ® t Mat r ( A ) = t ( ® t Mat ,(^) 

给出 A ® tB®t MatJk )< S ) t Mat r (*) ^ A ' Mat . C *)©, Mat ,(*) (用到了张 M 积的交换件和 

结合性），从而引理 9. 126 (_) 给出 A®*B ®* M atir U > 主 A ' 所以. 

A ®*B ~ A ' ® t B '. 

由 4®* A 3 A 可知 O ] 是幺元，结合性和交换性来自张量积的结合性和交换性，引理 9.126( iv ) 证 
明 [ A ]' 1 = [ A #]. 所以， Bra ) 是阿贝尔群 • 

如果 A 是中心单 A - 代败，则有*上的某个有限维可除代败4使得因此根据定理 
9. 112, * = Z ( A ) ^ Z ( Mat r (4)) ^ Z ( A ). 于是，4是中心单代数， [4] 6 Br (*> 且 [ A ] = [ A ] 

(因为 4®* Mat r (*> 兰 Mat r ( A ) ^ A ®** ^ A ®* Mat ,(« ). ■ 

下一命埋表明布饶尔群的重要性. 

命應 9. 129如果4是城，《存在从 BrU ) 到城 々上 有限绾可除代教的一切同构类的族2?的双 
射，从而丨 Br (*) | = | D | . 因此，存在非交換涂环，该环在它的十心 * 上是有限雎的，当且仅当 
Br (*) # {0}. 

证明定义函数 BK «- D 为如果 A 兰 Mat〆 "， 則？ >([ A ]> 是4的同 构类. 注意定理 
9. 128证明在 Br (幻中 [ A ] = U ]. 我们证明 y 是合理定 义的. 如果 [ d ] = [ i ] , 则4 〜 从而 
存在整数”和 m 使得 因此， MatJA ) 兰 MatJ / i ). 由韦徳 伯恩- 
阿廷定理中的唯一性，厶兰 Y (和 "= 所以，9>([幻> =«[△']>. 

显然？ 5 是满射，这是因为如果△是4上的有限维可除代败，则△的同构类等于9>([4]>.为证 
明沪是单射，假设？ KO ]〉 = W [4']) • 则4这殖涵△〜 4'. ■ 

例 9. 130 (丨）如果 t 是代数闭域，则定理 9. 114表明 Br (*) = {0}. 

<»>如果4是有限域，則韦德伯恩的定理 9.123 < =定理 8. 23) 表明 Br (« = {0}. 

( B > 如果 4 = R ， 則弗罗贝尼乌斯的定理9.124_明&(11>兰12. 

( iV ) 用类域定理可证明 BKQp 兰 Q / Z , 其中是 />- 进位数的域.此外，存在正合列 
0— Br ( Q > — Br < R > ㊉ 2] Br ( Q p ) Q / Z -» 0. 
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如果记 BKR ) = <y + Z >£ Q / Z , 则9>是“坐标和”映射. 

在一系列深人研究的论文中，阿尔伯特 （ A . A . Albert 〉、 布饶尔、哈塞和诺特对代数数论引发 
的最重要的域4 (局部域 （ Qp 是其中之一）和整体城）计算了 BKA .) ■ 

命 *9. 131如果 E //1 是域扩张 ，則 [ A ] m - [ E 0* A ] 给出同态 
f E /k ' Br (*) — Br (£). 

证明如果 A 和 B 是中心单*-代数.根据定理 9.112, £®* A 和 Etg ^ B 是中心单 E - 代数. 
如果 A 〜 B , 則根据习理 9.77, 作为 £- 代败有£(8)»為~£@ 4 忍.由此函数 / E / » 是合理定义的•最 
后，根据命埋 8.84. 即张置积的结合性，有 

(E® k A) ® e < E 0* B ) ^ ( E ® e E ) ^ 

因此 / ea 是同态. ■ 

定义如果 EA 是城扩张，則相对布嫌尔群 Br ( E /*) 是指同态 f E/k t Br (^) — Br ( E ) 的核： 
Br ( E / A ) = kerf E/k = <[ A ] € BrCk) : A 被 £： 分裂 }. 

系 9. 132 对每个城 l 有 

Br (^) = M Br ( EA ). 
c/kim 

证明由定理 9. 127 立即可得. ■ 

简而言之，布饶尔群作为研究除环的一种方法而 产生. 它是一个重要的对象，但我们还没有认 
真的运用它.例如，一直以来我们只知道除了实可除代数 H 和它关于 R 的子域 ife 的变种之外没有其 
他的非交换 除环. 在第10聿中引人又枳代教后我们会弥补这 一点. 例如，在系 10.133 中会看到存 
在这样的除环，它的中心是特征为/>>0 的域. 关于进一步的闸述，读者可参考 Jacobson 所著的 
1打9| < Finite ~ Dimensional Division Algebra over Fields > 和 Reiner 所著的 《Maximal Orders 》• 

习麵 

9. 72 怔 明作为 R - 代败， H ®, H ^ Mat 4 ( R ). 

提示：对中心单 R - 代败 H ® R H 用系 8.60. 

9. 73例9.113中巳经给出一个网构0@ 11 11兰^1似 : （(：>.推述这两个代败之间的一切可能的同构. 

提示： 用斯科伦 -* 特定理. 

9. 74证明作为 R - 代败， C ®, C 兰 CXC . 

9.75 ( I ) 设 C ( x ) 和 C ( y > 是函 败域. 证明 RaCCiOOcCOO 同构于 CCrj ) 的一个子环.由此推出 K 
没有零 因子. 

(ti ) 证明 C ( x>® c C (: y ) 不是域. 

提示： 证明/?同构于 COroO 的一个由形如/(怎00/容(文>«30的多项式组成的 子环. 

( i ») 用习埋 8. 39证明阿廷代数的张置积未必是阿廷代败. 

9. 76设 A 是中心单败.如果 A 被域£分《，证明 A 被 E 的任一域扩张£'分 裂. 

9.77 设£以是域扩张.如果 A 和是中心单 A - 代败，且 A 〜 B . 证明作为中心单 E - 代数有£：®, A 〜 
E® k B. 

9- 78如果 D 是 R 上的有限维可除代数，证明 D 同构于 R , C 或 H . 

9. 79证明作为 R - 代数， Mat l ( H )^ H ® K Mat 2 ( R ). 
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9. 80 ( I ) 设 A 是 Q 上的四维向量空间，并设是基.如果定义1为幺元且 
«* =一 1 >* =- 2 

ij = k jk = 2 t 

ji =-k kj =-2« 

证明 A 是 Q 上的可除代数. 

( i > 证明 Q ( f > 和 Q ( j ) 是 A 的不同构的极大子域. 

9.81 设 D 是 H 的 Q - 子代数且有基 UijM . 

( I 〉证明 D 是 Q 上的可除代数. 

提示：计算中心 2( D ). 

( I )对任意一对非零有瑁数/>和<?,证明 D 有极大子域同构于 Q ( . 

提示: 计算 ( fii + qjy . 

9. 82 (迪克 *) 如果 D 是域*上的可除代败， M 每个都是★上的代数元索.证明在 D 中共 
轭当且仅当 

提示： 用斯科伦-诺特定理. 

9. 83证明：如果 A 是中心单*-代败且 A 〜 Mat ,(4), 則有某个整数 m 使得 A 兰 Mat ^ OO . 

9. 84 证明： 如果 A 是中心单々-代数且 [ A ] 在 BK 4) 中有有限阶 m , 则有某个整败 r 使得 

A 私…^ Mat , ⑷ 

(有等于 A 的 m 个因 子〉. （在第10章中，我们将看到 Br ( A > 中每个元索的阶都有限 .> 

9.8 外代数 

在微积分中，可*函数 /( x ,： y ) 在点尸=(而,九）处的微分 d / 定义为 
d/ Ip = |^ lj>(x —x 0 ) +|^ lp(> — > 0 )- 

如果 （ x ,_ y ) 是邻近 f » 的点，则 d /| P 近似于 /( j ：, y ) 和 /( 办，; y 0 > 的真值 之差. d / 被认为是一个 
“小”量，从而它的平方（即二阶近似）看作是可忽 略的. 此刻，我们认真对待这个可忽略的 a : 
假设对一切微分 d /, 

(d/)* as 0. 

有一个不寻常的 推论： 如果 d « 和 dv 都是微分，則也+也=水《+1«)也是微分.但 （ d « + dr > 2 勿 0给出 

0勿 （ d “ + dv > 2 

^ ( du ) 2 十 diidv - f - dvdu + ( dv ) 2 
dudv-b dvdut 

从而 du 和 dv 反 交换： 

dvdu 勿一 dudv . 

现在考虑二重积分 JJj / C ^ Wdrdy , 其中 D 是平面上的某个区域.等式 

x = FCu 9 v) 
y — G ( u ， v ) 



导出变貴替換公式 


JJ ^/( x » y ) drd ^ = Jj * f ( F ( u , v ) 9 G { u 9 v ^) Jdudv 9 




其中△是某个新区域且 J 是雅可比行列式 




证明这个公式的关键思想是把可微函败 / Cr ，： y ) 的图像局部地看作一个实向量空间——它的切平面. 
我们记一点的切平面的基为 dx ， d ： y. 如果 dii ， di ; 是这个切平面的另外一组基，則链式法則由下面的 
线性方 程组： 

dx = F„dii+ F v dv 
dy = G u du 4 - G v dv 

定义了一个线性变换.现在自然地产生雅可比行列式. 

dxdy = (F„dii -f F v dv)(G m du + G v dv) 

— F m duG m du^- F m d m G v dv-\- F v dvG m du 4 - F p dt/G w dv 
=F.G.Cdii) 2 + F a G v dudv^ F v G u dvdu-\-FjG 9 (dv} 2 
旬 F M G v dudv-\- F v G u dvdu 
勿 (F m G v — F v G u )dudv 


-<： C F ：> 


涉及方向的分析研究迫使我们在证明变蠹替换公式时使用这个行列式的绝对值. 

在上面的等式中我们使用了分配律和结合律以及反交換性 I 即俚 定微分形成一个环，其中一切 
平方都是 0. 下面的构造把这种推断建立在一个坚实的基础之上. 

定义如果 M 是 檟， 其中 ik 是交換环，《它的外代数 e 是相/ \( M ) = T ( M)/y ,读 作“楔 
M ". 其中 J 是由一切 3( 足的生成的双边攻想.，在 /\( M ) 中的象记为 

叫八…八 m 广 

注意 J 是由齐次元索 （2 次）生成的，从而根据命题 9. 95,它是分次理想.因此， /\( JW ) 是分 
次是-代数， 

八 ( M ) =* ㊉ M ㊉ 八 *( M ) ㊉ 八 S ( M > ㊉ …， 

其中对 P > 2, 有 /V ( M ) = T * ( M )/ J ，， Jf = JDT ^ ( M ). 最后， /\( M ) 作为 代数由 
A 1 ( M ) = M 生成 • 

定义称 /^( M ) 为卜模 M 的 p 次外幕. 

引理 9.133 设4是交换坏，并设 M 是 4- 模. 

( I ) 如果6 M , 中，有 

=— m f ^ m . 

( _ ) 如果^ 2且有某个 i 尹 j 使得 m , = m , ，则在斤 （ M > 中有叫 A ••• A = 0 . 


© 这里*先的形容词一意为“外面的”徳语 ausserer 是格拉斯曼于1844年引 人的. 格拉斯曼用它和内积对比. 

第一次使用 extwior (外）的 B 译可以在1945年嘉当的工作中找到，他说他 ft 用了飢勘 ( Kaehler ) 的术语.楔形 
记号似乎是布尔巴基 （ Bourbaki ) 引人的. 
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证明 （ 丨 > 回忆八 2 ( M ) = ( Af ®* M )/ J 2 , 其中 J 2 = J D ( M ® 4 M ). 如果 m y m ' e M ， 则 
(m + m') ® (iw + m / ) = (x)m + »t ， 

因为 / 2 包含（历+讲/〉 ® + m 和 m ' ，所以， 

m ® m ’ + 尸 =— m ' ® m + J 2 ， 

由此对一切 m ， iw ' eM ， 

m t \ m =— in A m . 

( ii ) 和在命题 9 .95 的证明中看到的一样， / y ( M ) = :其中= j n rnm 由理想 
■/中的一切/>次元索组成，而 J 由 T 2 ( M ) 中一切形如 Tn ® n « 的元索组成.详细地说，由齐次元 
索 a ® m ® m ® 芦的一切和组成，其中 m e e T »( M >, 声€ 且 g + r +2 = /• i 由此，如 

果有两个相邻因子相等，比如 = m i+1 ,則 a A … A»v = 0. 然而，因为 /\( M ) 中的乘法是结 
合的，我们可以 （反） 交換 A … A m p 中的一个因子 mj 若千次，只是可能要变号，从而可以使 
得任意一对因子变成相邻的. ■ 

我们的目的之一是给出行列式的一个“无基础”的构造，这个思想是关注这种函败所应具备的 
—些性质.如果把矩阵 A 看作由它的 n 个列组成， JM 它的行列式 det ( A ) 是 n 个变董（每一个 
排成 n 元组）的函数.行列式的一个性质是如果 A 的两列相等，则 det ( A ) = 0,另一个性质是它是 
多重线性的.我们将看到这两个性质几乎刻《了行 列式. 

定义如果 M 和 N 都是4-模，一个*-多重线性*教/« XfM-^N (其中 XPJVf 是个 M 的 
笛卡 儿积〉 如果满足下列 性质： 一旦对某个有7^=;^，就有 

/( mi ， … ftfip ) = 0 t 

則称 / 是交 锚的. 

当考虑平面 R 2 中的（带符号的）面积时，自然地产生了交错 R - 双线性函数.如果 w M r 2 6 R 2 , 
定义 A ( Vl , v 2 > 为以〜和1< 2 为边的平行四边形的 面积. 显然，对一切 r , *6 R , 

A(r»| ,sv 2 ) = rsA(wi .t»j) 

(伹必须说明当这些数为负时是什么意思），用几何论*可以证明 

A(wi+i>i .v 2 ) = A(wi ,vj) + A(z»| ,»2> j 

即 A 是 R - 双线 性的. 现在丙为以 〜和〜 为边的退化“平行四边形” ii 积为零，因此 A (灼， v ,)=0, 
所以 A 是交 错的. 类似的论证证明体积是 R 3 上的交错 R - 多重线性函败，这和我们在使用叉积的向 
S 微积分中看到的一样 • 

定理 9. 134 对一切/>>0和一切4-模 M , />次外摹 / y ( M ) 是由交譜多重线性*數提出的泛缺 
射问題的解. 

- -4-►八 (《> 

N 

如果 I X ’ M —/ y ( M ) 由 叫 A … Am p 定义，《对每个交錯多重线性*数/,存 
在肀一的 A- 同态/使得田交换. 

证明考虑图 




N 


其中/ /( m ! ，…， m p > = m 】® 和 A … A % • 因 / 是多重线性的，存 
在映射/« T ^( M > — N 使得 / Y :/, 因/是交错的 ， JO T ^( Af ) Qk er /' ,从而 /' 诱导出映射 

ft T^(M)/(i n 7^(M)) — N 

使得 / v =/\ 因此， 

fh = f vh r = f / h , = /. 

但 7^( M )/( Jn 7^( M ))=~( M ), 这正是所要的.最后，因为 imA 生成 /^( M ) ，所以/是唯一 
_的这种映射. ■ 

命題9 135对每个 p >0, /»次外幂是 A 子 

八於: * Mod Mod . 

证明现在 /^( M ) 已经定义在模上；_下要在态射上定 义它. 假设是同态.考虑图 



Nihn 


其中 /( i ^ ，…， 易知/是交错多重线性函败，从而泛性产生唯一映射 

△’(g) */\ A (M) — aw> 

使得爪 1 八 … Am 夕八 ."Agmp • 

如果#是模 M 上的恒等映射，则 / V ( W 也是恒等映射，这是因为它固定生成元的 集合. 最后， 
假设 〆 ： AT 是々- 映射. 容易 驗证八 〃(/?>) 和使得下图 交换： 



AVO 


其中 Fimi = ggnt] A — A ggm p . 这种虚线箭头的唯一性给出所要的/\〃（真'裒> = 

W ) 八"*) • _ 

我们很快会看到 /Y 不如 Hom 或 张量那 样好，因为它不是加性函子. 

定理 9. 136 ( 反交換性）如果 M 是4-糢， x €/^ iM ), : y 6/ V ( M ), « 

•r 八 y = ( — 1> 〜八 x . 

注这个恆等式只对齐次元素的积成立. 
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证明如果: re/\ a (AO =是， HdA < M ) 是*-代败蕴涵对一切 ye 八 ( M ),： r/\;y = ： yAJ ：, 从而 
恒等式成立，特别对;八 》( M ) 成立，其中 9 任意. 如果: y 是0次齐次元素，則类似的论证成立. 
所以可以假定 p , q > u 现在用双重归纳法证明该定理. 

基 ■ 础 步 ： p = 1 和 g = 1. 悝设： c,;y e/V(M) = M . 现在 
0 = (x -h y) A (: T + >> 

=xA x + x A y-\-y A x -\- y A y 

由此，正如所要的文 A ：y A z . 

归纳步 •:（/>,〗）=>(/»+ l ， l >. 归纳假设给出 

(: i 八…八■(— 1) 声夕八 （工1 八…八：,〉• 

用结合性，有 

(ii 八…八 j>+i)Ay =* AC(x 2 A •• • A x p+ i ) Ay] 

=xj A (— 1 )^[yA (x 2 A ― As p+ i )] 

=[xi A (— 1 >V] A (x 2 A — Ax^+i) 

■* (一 1) 声 +1 (>»八尤1)八 ( a 八…八 O + i ). 

归纳步：（户 , g )=>(/», g + l ). 假定 

(xi 八 … 八 j ： 身）八（％ A - ** A^) 

= ( 一 1)~( 力八 … Ay ，> 八 (: ri A … Ao >). 

我们让读者用结合性证明 

(:i 八 … 八 j^)A(«yi 八 •••△ 々 ■h > 

« (一 l )，_( yi A " •八 3 Vh > 八(心八…八： i >). ■ 

定义设《是正整數并设—个道增表是栺表 

H = ii •"•• I •穸， 

其 t 

如果//=*、， …， ~是一个递增户-表，我们记 

Of =氕 Ae,* f A •••△%• 

当然，递增 P < n - 表的个数和 n 个元索的集合的 p - 子集的个数一样， 就是(:). 

am 9 . 137设 M 是有限生成的，比如从=<4 ，…， 《,>•如果 W / y ( M ) 由一切形如 * H 
的元索生成，其中 H = &，…，~是遵增/><1«-表. 

证明 M 的每个元素有形如的表达式，其中 a ,. 6 k . 对；>> 1用归纳法证明.设叫八… 
A » v +1 是的一个典型的生成元.根据归纳偎设， 

»»1 A — Am , = ^ a H e H , 

其中 a „ €是且 H 是一个递增 p <” -表.如果％ +1 =S ，则 

m, 八 … A »"，《 = ( 2° H«H )A ( ^bjej ). 

H i 



每个 ~ 通过从右到左地（反）交换可以在= % A … A *,, 中移动到任意位置（可能要变 

号〉. 当然，如果对某个/有~=%, 则 该项是 0 , 从而可以假定在残存楔积中的一切因子都是不同 
的，并且可以按指标排列成 升序. ■ 

系 9. 138 如果 M 可以由 n 个元素生成， 《 对一切 />> n ,/ y ( M ) = {0> . 

证明 P 个因子的任一楔积必是0,因为其中必有一个生成元要重复. ■ 

定义如果 V是秩为 n 的自由 4 -模，則V上的一 个格拉斯曼代 数是有 i 元（记为的代 
數 G ( V ) 瀉足 

(a) G(V) 包含 << r 0 >© V 作为 子糗， 其中, 

( b ) G(V) 作为♦-代數由<« 0 〉㊉V生成 ； 

( c ) 对一切 XI 6 Vtw 2 = 0 » 

( d ) G(V) 是秩为 2" 的自由* -模. 

741页上的计算表明条件“对一有沪 -0” 蕴涵“对一切“, t » ev 有 w =_ w；”.GOO 
的候选者是 / V v ), 但现阶段尚不淸楚如何证明 /\( V ) 是自由的以及具有要求的秩. 

格拉斯曼代数带来复数共轭的一个推广，这个寧实是证明它们的存在性的关键.如果 A 是是- 
代数，則一个代败自同构是 A 和它自己的*-代败同构 • 

定理 9. 139 设V 是以基的自由 A - 模，其中 ”>1. 

( I ) 存在格拉斯曼代数 G ( V ) 具有称为共*的代教自同构瀉足 


v ―― v 对一切 v 6 V . 

' 格拉斯曼代教 G ( V > 是分次代教 

C ( V ) = 2 G,(V) . 


GHV ) = ( e „ :其中 H 是 递增户-表〉 


自由是-模，且 


rank ( G >( V )) = (;)• 

证明 < i ) 对《>1用归纳法证明.基础步是显 然的： 如果7=<幻>兰是，令 G ( V )==< 办 〉 ㊉ 
<« i > I 注意 G ( V ) 是秩为2的自由 A - 模.定义 G ( V ) 上的乘法为 

= e o 5 e 0 ei — e x = e x e 0 i e x e x = 0. 

容易验证 G ( V ) 是々-代数满足格拉斯曼代数的 公理. 自同构的定义没有别的选择；必有 
aeo - be { = ae 0 — be'. 

最后，易知是我们要找的自同构. 

关于归纳步，设 V 是秩为”+〗的自由卜模，并设*, +1 是7 的基. 如果 W =< ei ，… , e „> ， 
則归纳假设提供格拉斯曼代数 G(WO ,它是自由的，秩为 2", 并且对一切提供自同构 
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•定义 GOO = G < W ) ㊉ G ( W ) ,从而 G ( V ) 是秩为2* + 2" =2" +1 的自由模.我们定义 
(x l tx 2 )(y l ,y 2 ) = (x 1 y l 9 x 2 yi 十巧力） 

使 G ( V ) 成为一 个灰# 数. 

现在验证格拉斯曼代数定义中的四个部分. 

U) 此时，V不是 G(V) 的子模.每个 i；€ V有形如1/ = «/+0^ +1 的唯一表达式，其中 u；6 W 
和 e 是•由 

v = w + ae m+ i —( w ， oe 0 ) 

给出的卜映射 V-GOO 是模的同构，我们把 V 和它在 G(V> 中的象等同 起来. 特别地，^ +1 等 
同于 （0,e o ). 注意， G(u;) 中的幺元 GOV> 等同于 G(V> 中的 （〜,0> ,且 G(V> 中乘法的定义 
表明 （以，0) 是 G(V) 中的 幺元. 

(1>>根据归纳假设，我们知道<以> ㊉ W 的元素生成作为*-代数的 G ( W ) ,即一切 
G ( W ) 都由 W 的元索形成.其次，由我们的等同看法， 心 +1 == (0， e 0 ) ， 

(x\ tO)e n+ i = (xj tO)(O v e 0 ) = (O.xi)f 

从而 V 的元素生成一切形如 （0,:r 2 ) 的对.因加法是坐标状态的，一切 UpA)=»(&,()) + (0, :r 2 ) 
由 v 用代数运算形成. 

(C) 如果 w€V. 则 。 =«1+“ 《 , + 丨， 其中 w€W ， 且在 G(V> 中， v 等同于 （《 j,ae 0 ). 因此， 
v l = ( w , ae 0 )( w , ae 0 ) = ( tw 2 , ae 0 vj + ae 0 w ). 

现在 w 2 =0， w = — w , 从而 i » 2 a «0. 

( d ) 因为 G ( V ) = G ( WO ㊉ G ( W ), 所以 rankG ( V ) = 2" +l . 

我们巳经证明了 G ( V ) 是格拉斯曼代数.最后，定义共轭为 

(Jl .X Z ) = (x\ . — x z ). 

读者可以 舱证它 定义了一个具有所需性质的函数. 

(ii ) 对用归纳法证明 G *( V > = <* H <其中 H 是递增 p _ 表〉 是0由模，且以表达式中 
显示的积为基 •基础 步是显然的，如果 rank ( V > = 1,比如有基 q ,则 G ( V 〉 =〈办…»此外， 
G °( V ) 和 GW 〉 都是自由的，秩都是 1. 

关于归纳步，假定 V 是自由的且以 n ， …,〜 +| 为基.和 （i >的证明一样.设 W = 

根据归纳假设， G ^( W ) 是自由 k 秩为且以一切为基，其中 H 是递增-表. 

' P ’ 

G ^( V ) 有两种类型的元素：元索 * H eG ( W ), 其中 H 是递堆 p < n -表,元索印=~ 

其中 H 是涉及*, +1 的递增 /»<( n + l >- 表. 我们知道第一类型的元索组成 G ( W ) 的基. G ( V ) 中乘法 


的定义给出 e H e n+l = ( e H .0)(0, e 0 ) = (0, e „). 


于是这种积的个数是 


因 G ( V ) = G ( W ) © 


G ( W ), 我们知道这两种类型的积的并形成 G *( V ) 的基，从而 ran k ( G ^( V ” = (^+ ( ^)= 



剩下要证明 G ^( V ) G »( V ) SG ^ + «( V ). 考虑 气. 如果某个下标 i r 和下标人相同， 
則因这种积中有重复因子，所以等于0»如果一切下标都不同，则这个积正如所要的是在 G ^+«( V > 
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中.所以， G ( V > 是分次代数，它的/ •次分 次部分是秩为的自由模. 

定理 9. 140 ( 二項式定通1 如果 V 是秩为 n 的自由《-模，《存在分次代教的同构， 

/\( V ) ^ G ( V ). 

于是，对一切/)>1, /\( V ) 是自由 禊， 且以一切递增 /><”- 表为基，因此 


[7491 


rank( A"(V))= (^). 

证明对任意/>3=2,考虑图 



其中 g /巧，…， 〜> =巧…因对一切 t ；€ V , 在 a ( V > 中 i » 2 =0, 所以函败心是交错多重线性 
的•根据外幕的泛性，存在（唯 一 > A - 同态/^ i / V ( V >， G >( V ) 使得囝交换 > 即 


gp(-VlA' ••/ \v p ) = V\ •••Vp. 

如果 e| ，…，〜是 V 的基，則我们刚才已经看到 a ( V ) 是以一 切*,. ，… ~ 为基的自由 A - 棋，从而 b 
是满射.但根据命題 9.137 "( V > 由一切吖 生成. 如果某个 卜线性 组合;在 

H 

中，則在 7( VO 中(印 ）= 0. 但象 b (* H > 的表形成自由 iM * G >( VO 的基，从而一切系数 

II 

a H =0. 所以 ， kerb = {0} ,因此匕是*-同构 • 

从而 y (/^( v >) sc ^( v >. 如果能够证明 y 
是代数映射: y (« A W = y ( u > y ( t <) 定理就得以证明.但这对八 ( V > 的齐次元索显然成立，因此对一 
切元索 成立. ■ 

系 9. 141如采 • V 是以 q ，…， e , 为基的自由是 - 模，則 

八，( V ) = 

证明根据命题 9. 137,我们知道八 "( V ) 是由 q A …生成的循环棋，但不能从该命题推出 
这个元索是否为零.然而，二项式定理不仅说这个元索非零，而且说它生成同构于4的循环模. ■ 
命® 7. 43说，如果 Ti * Mod —* Mod 是加性 函子. 則 T ( V © 三 TOO ㊉ : RV *). 由此，对 

P >2, 〆 不是加性函子，如果 V 是秩为》 •的自由* -模，則 / V ( V ㊉ V > 是秩为 (=) 的自由*-模， 

而 7 V ( V > ㊉ "( V ) 是秩为 2(”) 的自由*-模. 

敏感的读者会注意到我们构造的格拉斯曼代败 G ( V ) 不仅依赖于自由4 -棋 V ,也依赖于 V 的基 
的 选取. 如果选取 V 的另外一组基，第二个格拉斯曼代数会和第一个同构吗？ 

系 9. 142设 V 是自由模，并设 B 和 B ' 却是 V 的基. 如果 G ( V > 是用 B 定义的格拉斯曼代 
_数， G ^( V > 是用 B ' 定义的格拉斯曼代教，《作为分次4 -代教有 G ( V ) 兰 G '( V ). 
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证明 g ( v ) 和 g '( v > 都同构于 y\(v), mA < v > 的定义中没有用到基的选取. _ 

下面的结果给出二项式定理的另一个证明. 

定理 9. 143 对一切 和一切 * -輕 A 和 B , 其中 t 是交换环. 

"(A@B ) 兰 2 ( A (A) - 

I ■•籲 

证明镢要设 *4 是一切交错反交換分次代数 i?= （对一切奇次数 re/? 有4=0,且对 
广€^和*6^有” =(-1>««0的范畴；根据定理 9. 136,对每 个卜模 A, 外代 f^\(A) € obj 

如果 R,S€ objOO , 則可以验证 K®*S= 2 ( i, Ri ' )6 obj(>l), 用反交换性，对命题 

9.101 作适度的推广可以证明4有余积. 

我们断言 C/\,D) 是®子的伴随对.其中八 i»Mod — 发送发送 
R 1 ,/? 1 是次败为1的项.如果 R = ,则存在映射 》 r R | 定义 

P>0 P 

r A .R ' Hom 4 (/\(A),K) — Hom^A.R 1 ) 为 9^ n R (9 | A ). 由定理 7. 105, 八保持余积 i 即 /\(A ㊉ 

B) 兰八 (A) ®*/\(B ), 从而八 ， (A ㊉ B> 主 2 ( A i(A) _ 

• •0 

下面是一个同构 的技式公式. 在/ \ 3 ( A ㊉ B > 中，有 

Cfli + ) 八（<*2 + 办2 > 八 （“3 + 办3 ) 这 fl l 八“2八+ fl l 八办2 A “3 

+ 办 1 A «2 A <*3 + A ^2 A <*3 +<*1 A «2 A ^3 

+ «i Ah A63 +bi /\a 2 Ab$ -f b\ t\b z !\b z . 

由反交换性，可以把每个 a 写在一切 6 的 前面： 

( fl ] + 6 ] ) A (<*2 + ^2 ) A («3 + 办 3 ) — <»1 八。 2 八 <*3 一 a l A «3 A ^2 

+ <*2 Aflj A 厶 1 + ^3 A 厶 1 + fl l A«2 A ^3 
4 -ai AAgA A3 — <*2 A 厶 1 A6 3 4 -^j t\b 2 A^3- 

一个丨 洗牌是指把 U.2,— ,p} 分成不相交的两个子集内 <>•• <户,和 w < ••• < v p ， i 的一个 
划分I 它给出 S 换 a € 心使 得对）=杓和对/ =i+/>i,u(i + /) « v r ( fll +6,)A(a 2 + 
6 2 >A( fl3 +6 3 ) 中的每个“混合”项给出一个洗牌，其中 a 给出; /, 6给出 im 例如， qAhAA 是一个 
2-洗牌， hAflzAh 是一个 1- 洗牌.现在 sgii((r> 把左移各个 a 到一切6前面的总次数计算在内，读 

者可以验证在重写后的表达式中的符号是柳(<»〉.定义/■斤 (A ㊉ B)— 公 

<-0 

» 

/(A +b x ^•• 9 a p +b p ) = 2 [ 2 s gn(d fl 内 八 … 八办 ” 卜 ]• 

系 9.144 如果々是交換环和 v 是秩为 n 的自由是-模， « /\ nv ) 是秩为的自由々- 模. 

证明写 V = 4 ㊉ B 并对 rank(V) 用归纳法 即可. ■ 

在下一节中将用外代数证明关于行列式的定理，但要先注意当 A 是域时的一个很好的结果，此 
时 A - 模是向置空间. 
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命題9.145设4是域， V 是4上的向量空间，并设 w ，…， ％ 是 V 中的 向量. 則在八 ( V > 中 
Vi 八…八 v >= 0当且仅当 w t ― . Vp 是线性相关表 • 

证明 因々 是域，一个线性无关表巧，…，％可以扩展为V的一组基 Wl , …，乂 
9. 141， vj 八… A% # 0. 但是的因子，因此 viA w Ax^ 尹 0 • 

反之，如果％ ，…， 力线性相关，则存在某个£使得％ =2^% ,其中七6是 
viA ## *Av/A***Av^ = vi 八… A y,a ••八…八 

— 2 a / v i 八 … 八 V , A ". A V ,. 

展开后每一项都有重复因子％,因此是 0. ’ _ 

本节开始时，我们基于对雅可比行列式的观察引人外代数：现在则把外代数运用到微分形式上 
以结束 本节. 设X是欧几里得空间 R” 的连通©开 子集. 如果函数/: X-R 对一切夕>1和 i=l, …， 
;»存在 p 次偏导数#//#：!：,和一切混合偏导数，則称/为 C 60 -* 数. 

定义如果 X 是 R ” 的连通开子集，定义 

A ( X ) = {/• /是-函教 }• 

因为有； C 是 R ” 的连通开子集的条件，所以 C °°- 函教有定义.易知 A ( X ) 在点态运算下是交换环： 
/+ g 1 Infix') + g(x)lfg * Xh^f(x)g(.x). 

在一切 n 元组的自由 A (；0- 模 A ( X >" 中，重新命名标准基 

dx\ ， … •dr (l . 

根据二項式定瑾，每个元素斤 ( A ( X )”） 有嗱一表达式 

«*= S/i, A..M r ，, ， 

‘ 广 ‘ • 

其中 A ( X ) 是 X 上的 C ~- 函数且 « j -«, 是递增 /»< n - 表. 我们记 

anx ) =/\»(A(X)-), 

并把它的元素称为 X上的 P 阶微分形式. 

定义外导 ttd 〃 I a ( JO — fl 〃 +1 ( X ) 定义如下： 

( I ) 如果 / e = A ( X > ,則 d °/= 2 * 

(li > 如果/ >> 1 且如 e anx 、, ««= IJ / Vsdx ,, A - Adx „ , 定义 

^ p <o = 客 d 0 ( … > A dx “ 八 … A dr 〜• 

如果 X 是 R” 的连通开子集，外导数给出 A(；Q- 映射的序列，叫做 德拉姆 复形： 

0 — ( X > t fl 1 ( X ) ► 13* ( X ) — 0. 

命 H 9. 146 如果； f 是 R " 的连通开子集，则 

d ^' d ^ fl » +2 ( X ) 


根据系 

• 因此 


© 如果 X ft 子集， 对毎个 zex , 存在某个 r >0, 使得距离 I jr ~ x |0 的一切点在 X 中， W *； f 为开集•如 
果 X 是 R •中的开子集，且 X 中的任意两点都有一条整个#在 X 中的路径把它们连*起来， W 称 X 是連通的. 
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对一切»0是零映射. 

证明只要证明（1心= 0,其中 》= / dx “ 用早先的缩写记号： dr , = dr ,-, ，其中/ = 
^，•••…是递增表） • 

现在 

dda > = d ( d °/ Ax /> 

= d (2 |^ dxiAAr ,) 

■=SSa^-^A«Lr,Adx 1 . 

i 項,第一个是 


在这个双重和式中，比较“ 


d^i dxj 


dxj A dr, A dr ； j 


第二个是 


a ^ fe dXiAdl > Adx «- 

它们互相抵消，这是因为二阶混合偏导数 相等， 

dx； A dr, = — dxj A dx f . ■ 

例 9. 147 考虑 n=3 的徳 拉姆复形的特殊情形. 

o —/j°(x>-^-/j 1 (X)-^n !! (X)-^-n 3 (X) — 0 

如果 cu e n°(X) .则 w = fix , y , x ) eA(x), 且 

它是类似 gra d(/> 的1阶形式. 

如果 WU=/Ar + g：d：y + ；«d*， 经简单计算得 

dl — (ffU) 如八办 +( 誇 

它是类似 curlU) 的2阶 形式. 

如果0<6 /^(X), iiij < u =Fd>Ad*+Gd*Adr+HdrAdy. 现在 
j2 _ d F ,dG , d H 

“-G + G + I7’ 

它是类似 div(<») 的 3 阶形式 • 

它们不仅仅是类 似的. 因 d(X) 是以 dx.dAdz 为基的自由 A(X) -模，我们知道当<„是0阶形 
式时， d 9 U) 是 gradU). 现在 tf(X) 是自由 A(JO - 棋.选取基 
di 八 dy ， d：y A 也 ， dz 八 dr 

而不是通常的基 drA<b»，ArAd*，dy/\d* « 从而此时 d 1 («>) 是 curl(oi). 最后， fl s (X> 以 dxAdjyAcbs 为 
基，因此，当 a •是 2阶形式时， d 3 («„〉 是我们已经证明德拉姆复形是 


现在命埋 9. 146给出高等微积分中熟知的恒 等式： 

curl • grad = 0和 div • curl == 0. 


(Ml 


國 
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如果如 =0,则称1阶形式0>是闭的，如果有某个 C ~- 函数/使得 《 »=g ra d/, 则称 《 是正 
合的.一般地，如果 d ~ = 0, 則称/•阶形式是闭的，而如果有某个形式《/使得 W = 
df -' u ,'. 则称是正合的.于是，是闭的当且仅当《«€1£«(1力，而 co 是正合的当且仅 
所以，德拉姆复形是 A ( X > - 模的正合列当且仅当每个闭形式都是正合的；这 
就是在“正合列”中正合这个形容词的语义.可以证明，只要 X 是 R " 的单连通开子集，则德 
拉姆复形是正合列.对任意（不必单连通）空间 X, 我们有 imgrad£kercuri 和 imcurlekerdiv, 
R- 向貴空间 ker curl/im grad 和 ker div/im curl 称为 X 上的上 同调 ： ■ 


习題 

9.85 设 （;( v ) 是？ 1 由*-模 v 的格拉斯曼代数，并设 》-5] B , eG ( v >， 其中《, e gw ) 是/>次齐次元 
索.如果 B 是定理 9. 139中的 K 的共甎.证明 

P 

9. 86 ( | ) 设/>是* 数.证明八 （1,©1,)关0,其中 I ,® t 看作 Z - 模（即#作阿贝尔 群〉. 

( II ) 设 D = Q / Z ® Q / Z . 证明 /\*( D ) =0,并由此推出如果包含映射， 则 / y ⑺不是 

单射. 

9. 87 ( | ) 如果4是交換环和 N 是一个 ★-模 M 的直和项，证明对一切/»>0, 八 1 A 0 是 / y ( M > 的直 和项. 
撮示：用系 7. 17. 

( II )如 ** 是域和 * : VV — 上向量空间的单射，证明对一切/ V ⑴ 是单射. 

9. 88证明对一切/»,函子/ V 保持满射. 

9. 89如果 P 是投射模，其中♦是交 換环. iE 明对一切 /\»( P ) 是投射4-模. 

9. 90设 A 是域并设 V 是4 1:的向置空间.证明两个线性无关表叫••••，％和％,•”,％张成 V 的同-.子空间当 
11仅当存在非零 r 使得 ttl A … / W ,= rv , A … Atv . 

9. 91如果 U 和 V 都是交换环 尺上的 /?- 模，且 1/ QI ；， ^£^是子棋，证明 

o /( g ) R v)/(Lr ®« v + i /® ll v / )^ oj / v , )®(. v / v , '>. 

提示：定义9: I /®，一 07/1/')® ( V / VO 为^>: (tt + l / / >® v +“® ( V + V 7 ), 计算史的核 

和象. 

9.92 定义々-模 M 上的对称代数为 S ( Af ) = T ( M )//, 其中/是由一切历 # ® m 生成的双边理想，其 
中 m * m ' € M . 

( I >证明/是分次理想，从而 S ( M ) 是分次4 - 代败. 

<11 ) 证明 S ( AO 是交换的. 

9.93 ( I >定义自由交換数，并证明如果 M 是以； f 为基的自由是-模， » S ( Af ) 是 X 上的自由交换走、 
代败.由此推出 S ( M ) 不依赖于自由模 M 的基的选取. 

(目〉定义轧 JG 为变量 X 交换的多项式环，如果每个 “6 KD 0 有唯一的多项式表达式，该多项式的变 
童是 X 中的有限个元索. i £ 明： 如果 M 是以 X 为基的自由★-模，用 S ( Af ) 是变置 X 交换的多项 
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(«> 证明： 如果 M 是有有限秩"的自由4-模， WSVM ) 是秩为的自由模. 

提示：用组合 亊实： 把 P 个相同的对象放到》个倉中共有 = 种放法. 

( IV )证明毎个交换4-代数都是一个自由交换数的商. 

设 V 是域 * 上的有限维向 a 空间，并设 V -* 是 v 上的二次 a . 定义克利福德代数 c < v , 9 ) 为商 
C ( V ,0 = T ( V )/ J , 其中 J 是由形如的一切元索生成的双边理想（注意_/不是分次理 想）. 
对 v , 记 b 集 v +_ f 为 [*>], 并定义 ai v —— 证明 c ( v , fl > 是下面泛问《的解， 


其中 A 是 * -代败， / I V — A 是满足对一切 w e V 有 /( o * ~ qlv) 的 * -棋映射. 

如果 dim ( V ) ="且 9 非 ig 化. W 可以证明 dim ( C ( V , fl >>_2' 特别地.如果4 = R 和 n = 2,則克利福 
德代数的维数是4,且 C ( t <, fl > SH , H 是四元败 除环. 克利褐徳代败用来研究二次坦，因此也用来研究 
正交群 I 见 Jacobson 所著的 < B«sic Algebra III, 228~245页. 


99行列式 


我们巳经使用了行列式的熟知性质，虽然读者可能看到这些性质只在域上而不是在一般的交换 
环上得到 验证. 因元索在交换环中的矩阵的行列式很重要.所以现在就在一般悄形下建立这些性 
质，因为现在可以用外代败帮助我们 • 

如果 A 是交换环，我们断言每个 4- 棋映射 yi/t — A 恰是乘以某个:如果 y ( l >*= d , 则对 
—切 因为 y 是模映射，所以有 

y ( a ) = y(al) = ay(l) ad = da . [756| 

这里稍作推广.如果 V »< v > 会 jfe , 则每个映射 y : V-*V 有山 v 的形式，其中 y ( z ;)= 出;. 


现在假定V是以 q ，•••，％为基的自由灸 模； 系 9.141 表明 /\*(V) 是 ft 由的，秩为1,生成元是 
q 八… A«”. 由此， 每个卜 映射 y :八 "(V>— 八 •（V) 形如 yCaG , 八…八= rf(a(e, A - A e H )). 

定义如果 V 是以 &，•••，4 为基的自由々-樓 ， /:V — V 是♦-同态，則/的行列式（记为 
det (/)) 是指元索 det (/)6 t 满足 

八 "(/) * q A …/ ⑷八 .“A/(0 
== det(/)(e! A A e H ). 

如果 A = [% ] 是元素在々中的” X n 矩阵 ，則 A 由 fix ') = At 定义了一个々-映射 ftk n -* k \ 
其中 x6 鈔是列 向最. 如果 q， … ，〜是 A” 的标准基， 則， ( e ：〉 =办泸,. ， 且与/相伴的矩阵 A = 


0 在第 6. 4节中，为了构造一个域的代败闭包，我们 飯定这 个大多项式环存在. 

我们早先定义为对>]，其中这是很粗 心的. 例如，不齙得 33 U[>,>a»4[y，x：J， 虽然这两个坏 
是同构的.然而，如果 M 是以 x, >为基的 G 由* -模. Uly, x 也是* -ft 败 M 的基，从两 
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[a 0 ] 的第 i 列是/(巧> =梟,的坐标.我们定义 det(A) = det(/) : 

t \ Ae n = deKAMqAm / U ,). 

于是， A 的列在 /\"(«") 中的楔积是 q A“*A<% 乘以常数，而这个常败就是 det(A). 
例 9. 148 如果 



则 A 的列的楔积是 

(aei + 6 ^ 2 〉八（從 1 + 办 2 ) = A «i + ade } A e 2 + bce 2 A e Y + bde 2 A e 2 
= ode x A e 2 -\- bce 2 A «i 
= ade x A 勺 一 ^ e \ A e 2 
=iad — bc)(ei A )• 

所以， det ( A )* a ^- 6c . ■ 

读者或许注意到这个计算是 742 页上的计算的重复，那里我们计算了二重积分中变量替换的雅 
可比行列式.下一例考虑三重 积分. 

例 9. 149在三重积分 J ^/ Crdi ^ dxdydr 中用 等式： 
x = | 

y = G ( utVtw ) I 

2 = HClItVttC ；) 


作变量替换.记 /( 1 ， > 2 ) 在点 ( 而，九 ，* 0 〉处切空间 T 的基为 dr,d ： y,dz. 如果 d M ,di;,chi; 是了 
的另一组基，则链式法则由等式 


dr = F.dii 4- F p dt/+ F w dw 
dy = G u du G v dv -\- G w 6 w 


dz = H u du -f H w dv+ H w dw 

定义了 T 上的线性 变换. 如果在被积函数中把微分 dxdyd * 写作 darAc ^ Adz , 则变量替换给出新 
的微分 


展开 



F. 

F. 

匕 11 

<Lr A d> A d* = det 

G. 

G„ 



H. 




du A dv A dw . 


(F M di4 H- F v dv-\- F w dw) A (G M dii4- G„dv + G^dti；) A (H u du-\- H v dv-\- H w dw} 

得到 9 项，其中 3 项涉及 （ d «) 2 ,( dv > 2 或 （ du ;) 2 , 因而为 0. 剩下的 6 个之中，有3个带负号，易知 
这个和就是行 列式. ■ 

命颺 9. 150设 ★是交 換坏. 

(|)如果 f 是单位矩阵， JH det (/) = 1 . 


Ui) 如果 A 和 B 都是元素在♦中的 nX« 鈑阵，《 


det(AB) - det(A)det(B). 


证明两个结果都由/ V 中是 4 Mod 中的函子得到. 
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( I ) 对应于单位矩阵的线性变換是1»_，每个函子把单位变到单位. 

(ii ) 如果/和 g 分别是由矩阵 A 和 B 形成的上的线性变换，則/ 度是由 AB 形成的线性变 
换.如果记 e! A …为以，则 

detC/^)e N =八 ■</*)(〜） 

= A"(/)(/V («)(〜)） 

= A*(/Het(g)e N ) 

= det(g')y\"(/)(« N ) 

= det(/)det(*)e N i [^8] 

倒数第二步的推出用到了是4 -映射的事实.所以 

det(AB) = det(/«) = det(/)det<*) = det(^)det(B). ■ 

系 9.151 如果*是交換坏.« det « Mat, (*) — 4是唯一的交钱多*故性函教使得 det(f> = l. 

证明行列式的定义（作为列的楔积）表明它是交锚多重线性函数 det * X-V-*. 其中 V=A”， 

上面的命題表明 deta) = l. 这种*数的唯一性来自 A ■的泛性. 


XV -4— ► A '( K ) 

d ^\ 〆 ’/ 

如果 det' 是多重线性的，則存在映射使得开 =det' ,如果 det'( ei ，… ，〜> =1 ,则 /(q 
A …= 每个 * -映射/•八由 / hA-A*,〉 确定. 于是，映射/关 

于 det' 和关于 det 是一样的，从而 d«' =扑= det. ■ 

现在证明刚才定义的行列式和我们熟知的行列式函数一致. 

51 理 9. 152 设 q,，"， & 是自由* - 模的基， 其中 * 是交 接环. 如果^是 1, 2 ， … ， n 的置 

换，則 

«*<1) A ## *Ae #(ll ) = ，gn(<y>(e| A“.AO. 

证明因 mAm's—m'Am, 交换积 q A … A 〜 中的相邻因子得 

八… Aq Ae f+ | = 一八… A e i+l Ae, A — Ae w . 

更一般地，如果 i<>, 则可以用一系列相邻因子的交换而交换 e, 和相邻因子每交换一次改变一 
次符号.根据习题 2. 7,这可以用奇数次相邻因子的交换来 完成. 因此，对任意对换 S„ ，有 
4⑴八 •••△«“■) = ^ A — Ae > A — A«,A — A^ 

= 一 Le\ A••• A••• A••• Ae«] 

=sgn(r)(^ A — A«»). 

对 m 用归纳法证明一般结果，其中 asm 个对换的积.基础步刚才已经证明.写 《r= nr2 … 
r m+1 * 并记根据归纳假定， 

Vcd A — A^/u) = sgnCff^e! A — Ae,,, |759| 

从而 

~ ⑴ A.../U • ⑷ = 〜 〆 ⑴ A … /U r| ，， <l0 

== 一 V<i> A … Av<-> (基 础步〉 




=_ sgnia^iei A … A 〜〉 （归纳步） 

= sgn(n )sgnCy )(ei A ••• Ae w ) 

=sgiKaMq 八…八 O . ■ 

注在 A 是域的特殊情形下，这个引理有一个*单的证明.如果 A 有特征2,則引理 9.152 
显然为真，因此可以假定特征不为2.设 …， q 是的标准基.如果 S , ,定义线性 
变換办 •• k ” — k ” 为％ •• •“” 容易验证朽 r = 9 a 9 r ,因此存在由 d : ah - det (外） 給 

出的群同态心 S ,— 如果 a 是一个对換，《这 2 =(1)且在0中出/) = 1.因是是城， 
d (< F >== 士 1. 因每个置換都是对換的积，从而对每个里換 a 有 =士1 ,因此， im (心 < 
{士1}.现在只有两个同态 — :核为&的平凡同态和 sgn * 要证明 d = sgn , 只需 

证明 ^((1 2>> 尹 1 . 徂 3((1 2>> = det (矜 12 >),即， 

det ( f(i 2) )(^1 A ". Aq ) = 2 >( e !) A … A 仰 1 2 > Ce H ) 

= e 2 八， 1 A ，3 A …八，” 

=—(q 八… AO . 

因为*的特征不为2，所以 d((l 2)) =一 1 关 1 ,从而对一切这6 S n 9 d ( a ) « det (^)= 
sgn (<0; 即 ^ (1) A — Ae ^,,) = sgnU)(q A … Ae _). 

命踴 9. 153 (宪全展开 1 设是自由 是-模 的基，其中々是交 換环. 如果々 = [%]是元 
素在々中的; tX / i 鉅眸，則 

det ( A ) = 2 s 8 n ( tf ) a - d ). i a #<2).2— 

证明展开 A 的列的 楔积： 

2^,1^, A—A 2 〜 ■"勺 ■ 

K it A 

=S A - Aa ,.,*).. 

w *~ 

_ 有％ = e >, 的任何直和项因为有重复因子，所以必是0,从而可以飯定在任何残存的项中 •，九 
_都是不同的 > 即有某个置换 o € 民，当丨 < r <” 时，使得人 = <»(»■). 原来的积现在有下面的形式 
2 a «<i>i a «<2)2**' a <.(«)ii<«(i)A<»(2) A—Ae,K,). 

根据引理，〜 u ) Ae , ⑺ sgn ( ir)(q A …所以，列的楔积等于 ( y ! sfjn ( g ) a ^ nia ^； n ■•- 

• ts . 

六…八*,)，证明完成. _ 

经常把完全展开作为行列式的定义. 

系 9. 154 设*是交換环，并设 A 是元素在*中的 ” X ” 鉅阵_如果 u € * ，則 det («/- A ) = 

/<“） ，其中 /( T > 6 Cr ] 是”次首一多 項式. 此外， / Cr ) 中 j ：*- 1 的系教是 一 tKA ). 

证明设 A = [ a <> ] 和其中 〜= uSa ~ aii (其中知是克罗内克 S 〉• 根据命题， 

det ( B ) = 2 s 8 n ( ff )6 .< i ). i *««) .2 •••*.<«)..• 

• es . 

如果《» = ( l ) ,则在完全展开式中对应的项是 

* 11 * 22 …= 11(« — as ) = g ( u ), 

其中 g ( j ：〉= 1丁 （ j ：— a 6 ) 是*[>]中„次首一多项式•如果 ， 則在完全展开式中的第<；项不 



高等线性代教 


541 


可能恰有《—1个因子来自的对角线.这是因为如果<»固定!》_丨个指标， W « r =( l > .所以， 
—切的项之和或者是0,或者是 *!>] 中次数最多是《 —2的多 项式. 由此， det (/) = n 且 
I - 1 的系数是一 =- tr ( A ) . ■ 

命 189. 155如果 A 是元 素在交換环 * 中的 nXntt 陣， IM 
det ( A *) = det ( A ) , 

其中 I 是 A 的转罝. 

证明如果 A = [ a () ], 把 det ( A > 的完全展开式写得更 简洁： 

det(A) = 2 s 8 n(ff) IT a »<-> ••- 

因任一置换 r 6 s n • 所以对一切 i 有 i 栗 r ( i ) • 从而 

IT a «<«>.. = !T a *<r(»).rO) • 

这不过是重新排列乘积中的因子.选取 r = < T l 得 

IT a (»<r(/»,rO') IT 〜 

所以， 

det ( A ) = 5] sgn (< r > JX < i , 

«€S. i 

现在 sgn(<o = sgn (< ri ) [如果 a = ,其中 t ■是对换，則 1^= vn ]; 此外， W 为 j 遍历 

S H , 从而 ( T 1 也遍历因此，记 ( T 1 = p 得 

det ( A ) = J ] sgn ( p ) JJ〜，w 

蟑 5* i 

现在记 A * = C 6^], 其中岣 = a> , ••则 

det ( A *) = 2 *^^11 Vi ).> = = det ( A ). ■ 

, ^ S . • 

我们巳经知道元索在域 A 中的 n X »» 矩阵 A 的特征值 0| ，…, 知是特征多项式 
= det ( x / — A ) ^ A [ jr ] 

的根. 我们还知道 det ( A )= 打幻 ， 现在证明 tr ( A ) = . 

命題 9. 156 如果 A = [%] 是元索在城* 中的” X ” 矩眸，則 
tr(A) = ai + 02 + …+ a„. 

证明在 - A ) 的完全展开式中，对角线对应于项（之一<!,„ > . 1 >(：1：- < «, (! », 2 〉.“(; 1 '- 
. 其中 < r 是恒等 置换. 如果 a 关丨，則至少有两项不在对角线上，从而这个项的次数最多是 
”一2•所以， y - 1 在对角线项中的系败是_ Da s ，和 \(: c > 中的 I *- 1 的系数一致，即 
一 — tr ( A > , 其中句，…，知是 A 的特征值.另一方面， 

4(*) = IX 

从而正如所求， x -一 1 的系数是一 I ； 0i . ■ 

我们知道相似矩阵有相同的行列式和相同的迹.下一个系推广了这个事实，因为它们的特征多 
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[762] 项式的一切系数都一致. 

系 9. 157如果 A 和 B 是元索在城 A 中的 iiXn 相似任阵 ， JW A 和 B 有相同的特征多項式 • 
证明存在非奇异矩阵 P 使得且 

必 B ( x ) = det ( x 7 — B ) 

= det(xl - PAP ~ l ) 

= det ( P ( x /- A ) P -1 ) 

= det ( P ) det ( x / - A ) det ( P ) - ' 

— detCxJ — A ) 

=■ 

定义设 A 是元素在交换环*中的 阵. 如果 H = i ,, i p 和1<=力，…，&是递增 

/ -表，《八吼是《户 Xp 子矩阵 [a«], 其中—个 p 阶子 式是捎 一个/ >X/ •子矩 
阵的行列式. 

例如.每个元索％都是 Act ；%.] 的1阶 子式. 如果 




«12 

«13' 

A = 

<*21 

fl 22 

<*23 


^31 

«32 

«33- 


则某个2阶子式是 


dJ^ 1 ° 12 lift detp 12 0,3 1. 

L fl 21 fl 22 J La 3 2 «33 J 

特别地，如果 l<i<n, 令； '表示递增 n-l<n- 表，其中删去 ii 于 * (n— 1> X (n — 1>子矩阵形如 
A, y , 它的行列式是 n— 1阶 子式. 注意 Ay 是在 A 中 删去第 i 行和第 ; 夠得到的子矩阵. 

引理 9. 158设4是交换环， 并把'，…, 巧 e ★"看作一个 " Xp « 眸 A 的列，其中《=“，...， 
&是一 个递增-表.則 


x ( , A — Ar ,-, = 2 det ( A t . H )« t ， 

其中 L 遍历一切递增沪<^-表. 


证明对/= 1,2, •••,/>, 记 ' = • 从而 

x ^ A - Ax .^ = 

*l •• 

= 2“，, i , . Wi , 八… A*«〆 

包含重复下标的项都是 0, 因此可以«定这是一切无重复 ，…， 上的和 i 即 u , 2,的一 
切 /•- 子表 T =<“，•••,</ 上的和.合并同类项，可以把和重写作 
2 2 a «. i , . 

T T—f «, ，•^ 

对任意固定的表，… ， i〆 ，设1=4，厶 ，…, 冬是丁中整数组成的递增 />- 表；于是存在 
置换 <r e 士使得/，⑴ = *丨 = t p , 利用这个记号， 

… A-Ae„) = … 0 ! 你 iM 、 A...A 〜） 
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= 2 sgn ( tf ) a <>(111 …〜，“，吖 

•6 S , 

= det ( A LlH )« L - ■ 

外代败 /\ HO 中的乘法由基元素对的乘积 A * K 确定.我们引人下面的 记号： 如果 H = 
，…，&和 K =&,••• ,々是不相交递增表，则定义 r H . K 为把表&重排成递增表的置 
换，记为 H */ f . 定义 


用这个记号，引理 9. 152说 

= |0 如果 HOK #0 

eH eK = Kh ^ h.k 如果 H ri K = 0. 

例 9. 159 如果 H = l . 3, 4 和 fC = 2, 6 都是递增表，则 
H * K = 1，2,3,4,6 
和 


3 4 2 6 )=(2 - 

'1 2 3 4 6/ 


Ph.k = sgnr H .K =+1 


八 = 八，3八《4> 八（《2八《«) ** «1 A «2 Ae 3 A «4 Ae 6 = « H « K - 

命题 9. 160 设 A = [〜] 是元素在交換环々中的 fix ” 钽阵. 


… •八是递增9-表，則 

•^lAxj = ^ H - K * 

N.fC 

其中是当 wnfc = 0 时由 HUK 形成的遒增 （/ «+<7) -表 • 


(M ) 按第 > 列的拉普拉斯 © 展开： 对每个固定的 i . 



(«) 按第 i 行的拉酱拉斯 展开： 对每个 a 定的 i , 

det ( A ) = (- D '+' a ^ deKA ,-, ) + •- + (- l ) ,+ * a it det (> l , v ). 
证明（丨）根据引理， 

■^/Ax/ = 2]det(A H .,)« H A ^]detCA K ,pe K 

H K 

~ ^] det ( A //,/) e #/ Adet ( i 4 K j)« K 

H.K 

= 2 det ( A H .|) det ( A Kt j ) e „ A«K 

H.K 


y ^ pH.K detOln .^ detCAK ,/ > e H • K . 

H.K 


© 以拉普拉斯的名宇命名. 





(H ) 如果 f = _ /只有一个元素， J=/ = l, … ,i •，…是它的补集，則因为 _M, …, j, …， n 可用 
1个对换排成升序，所以 

Xj = Xj A!| A … Aiy A … hi n 

=(- IV -' xjA - Ax , 

= (一 lV-ideKA〉*! A … 八心， 

另 一方面 ，用（丨 >可计算 &/U/ : 

Hill x i ^ x i ' = 2PH.K det(A H.> )de,(A K./)«H.K- 

H.K 

在这个和中， H 只有一个元索，比如 H=« ，而 /C 有”一 1个元索 • 于是，有某个元索/使得 f(= 乙 
因当 <i>n〆 # 0时有= 0 ,我们可以假定 i >即可以假定/ = i'. 现在， deUAu) =叫 
(这是 1X1 子式），而 deKAK.yOsdeKAiy〉 I即 A, Y 是从 A 中《去第 7 列和第 i 行得到的子矩阵. 
因此， 如果〜 = AA"*A«„ ，则 

x i^ x f = S/»H.K de,( )de«< ^k./ >«h . K 

H.K 

= 2/ , i.i ，det(A v JdetCA^OeN 



= 2 ( ~ D^'avdetCAj-yOeN. 

所以，由 Xj Ax/ 的两个值相等得 

det(A) = ^~1( — D'^a.i det(A/.*), 

正如所求. 

(Ml > 按 A 的第 I 行 的拉普拉斯展开是按 Y 的第 i 列的拉普拉斯展开，因为 det(Ai) = det(A>, 
从而得到结论. ■ 

注意，我们已经证明按任一行或任一列的拉普拉斯展幵都有相同的值，即行列式不依賴于用来 
展开的行或列 • 拉普拉斯展开类似于矩阵乘法形成的和，下面造出的矩阵使得这种类似成为亊实. 
定义 如果是元索在交校环 i 中的 ”Xn 矩阵， 《/\ 的伴 随矩阵 e 是 
adj(A) = [C tf ]， 

其中 

Cn = (- l) ,+i det(i4 >r ). 

下标的倒置是有 意的. 就是说， adj(A) 是 i/ 元索为 （一1>… deUAiyWtt 阵的 转里. 我们常称 Cy 
为 A 的 G -余子式. 

系 9. 161如果 A 是元素在交換坏*中的 ” X ” 矩阵 ，則 

Aadj(A) = det(A)/ = adj(A)A. 

证明记 Aadj(A) 的元素 为〜. 矩阵乘法的定义给出 


b a = 2 fl i, c *. = 2 a <,l) i+# «Jet(A,Y ). 
如果 > = f, 则命题 9. 160给出 


b ti = det(A). 


© «才定义的伴随矩阵和定义在内积空间上的伴随矩啐之间没有联系. 
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如果）关 i , 考虑把 A 的 j 行换成；行而得到的矩阵 M. 当然，因为 M 有两个相同的行，所以 
det(M) = 0 . 另一方面，可以按它的“新的” _/行用拉普拉斯展开来计算—切子矩阵 
Mjy = Ajy ，且 M 和 A 的一切对应余子式都相等.这个矩阵的新的_/行的元素是 a# ,从而 
0 = det(Af) = (- lV'+^ndeKA/,，） + …+ ( - D'+'a^deKAy-,,-). 

我们已经证明了 A adj(A) 是一个对角矩阵，它的每个对角线元索都等于 det(A). 

det(/Uf = a di(A>A 的证明是类似的，留给读者.[也可以修改系 3. 107的证明，只要把向量空 
间换成自由 * -模，或者可以证明 adj(AO = adi(AA] _ 

定义设 A 是元素在交换坏4中的 ”X” 矩阵，如果存在元素在4中的《阵8使得 
AB = 1= BA, 

則称 A 在 A 上可逆. 

如果 A 是域.則可逆矩阵常称作非奇弄的，且用行列式非零来刻 mi. 考成元索在 z 中的 矩阵： 

-[: ;]• 

现在 det(A) = 2关0,但它在 Z 上不是可逆的.假设 

C llTa cT pa-f 6 3c + dl 

lllb dJ La + 6 c + d J # 

如果这个积是〖，则 

3a + 6=l=r*fJ 
3c + </ = 0 = a + 6. 

W 此，和丨 =3 fl +^2 a » W 为在 Z 中】无解，矩阵 A 在 Z 上不是可 逆的. 当然， A 在 Q 
上 可逆. _ 

命 H9. 162 如果* 是交換坏且 A e Mat,a) , « A 是可逆的当且仅 if det(A> 是*中的单位. 

证明如果 A 是可逆的，則存在矩阵 B 使得 AB = 因此， 

1 - det(f) = det(AB) = detCA)det(B). 

这就是说 deKA) 是4中的单位. 

反之，假定 det(A> 是 it 中的单位，从而存在元索♦使得 ud e t(A> = 1. 定义 
B = uadj(A). 

根据系 9. 161, 

AB = Auadj(A) = udet(A)/ = / = aadj(A)A = BA. 

于是， A 是可 逆的. ■ 

下面是用外代败证明用分块形式计算矩阵的行列式的方 法 • 

命题 9. 163设々是交換环，并设 

是元素在 A 中的 （m+n)X(m + n> * 阵，其中 A 是一个 mX wi 子《阵， B 是 一个； iX n 子鉅阵 • 《 
det(X) = det(A)det(B). 

证明设力 ，… ，〜 + „ 是•的标准基.设《丨 ，…，‘是 A 的列向董（它也是X的前 m 个列向 
量），并设 y f + 兵是X的第 （m+i> 个列向置，其中 y, 是 C 的第 i 个列向量和具是 B 的第:•个列 向量. 




现在 乃 6 ，•••，《*〉， 从而 y ! = 2 c >« e i - 所以 ， 如果 H = l ，2，"、 w ， 则 

>■1 



这是因为每个 项中勺 有重复.用结合性，我们知道 

A(yi + A> A(r2 +ft> 八…八 （y» +/!•> 

=AftA(y 2 +A> A —A(y„ + A> 

—eH A ft A ft A •- A (y„ +A«) 

[ill] =*HA^AftA-AA. 

因此，如果 J = m+1，m + 2，".，》i + ”， 

det(X)«n =* a\ A -- * Aa w A(/i +ft)A** # A(y» + A) 

• det(A)e H A(rt + ft) A —A(r. + A> 

=det(A)« H A A A … 八 A 

=det(A)en Adet(B)«； 

=det(A)det(B)e« Ao* 

所以， det(X) - dct(A)det(B). ■ 

系 9. 164 如果/\= [%] 是 nXn 三 A 錄阵，即对一切 iCj , a (> =0,(下三角）或对一切 
i > j ， a h = 0( 上三角），則 

det(A) = JJaji » 

卜 i 

即 det(A) 是对角线元素的积. 

证明容易对 n>l 用归纳法证明，用按第一列拉普拉斯展开（对上三角矩 阵）， 并用命题证明 
归 纳步. ■ 

虽然用矩阵 A 的列的楔积定义的 A 的行列式给出了计算行列式的一个明显的算法，但是当 A 
的元索在一个域中的时候，有计算 det(A) 更有效的方法.用高斯消元法，通过初等行运算把 A 变 
成一个上三角矩阵 r, 

A -► A! A r — T. 

记录所用的运算.例如，如果 A — A, 是1 S! 运算，它是用单位 c 乘一行，則 c det(A) = deKAi) , 
从而 det(A) = c _1 det(A 丨）, 如果 A - 是 D 型运算，它是某行的一个倍数加到另一行，则 
det(A) = det(A,) , 如果 A-* 士是 Hi 型运算，它交换两行 ， fH det(A) =-det(A,). 于是，最终可 
以根据记录下的运算把 det(A) 用 det(T) 写出来.但因 T 是上三角矩阵，所以 det(T) 是对角线元索 
的积. 

外代数的另一个应用是构造映射的迹. 

定义设 * 是交換环，并设 A 是 fc - 代教 . A 的导子是灸-模的 P 1 态 rf : A — A 滿足 
d(.ob) = (.da~>b-\- a(.db~>. 

_ 就是说，导子和微积分中通常定义的微分有类似的作用，即乘法法则（众/ =/g+/g' 成立. 

引理 9.165 设々是交換环，并设 M 是々-模. 

( I 〉如果穸：是★-映射，則存在嗱一的导子 7 XM ) — T ( M ) ,它是一个分次映射 
(次數为 0) 满足 D f | M = 9>,其中 T ( M ) 是 M 上的张量代数 ； 即对一切彡0, 
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< II ) 如果沪 I Af — M 是々-映射，則存在嗱一的导子:八 ( M ) * 它是分次映射（次 

教为 0) 满足 4| Af =9»; 即对一切 /»>()• 

9 P 

d r (./\(.M)-> cy\(M>. 

证明 （I >定义 D f 丨是=1*(回忆 T°(Af)=« ,并定义 DJ T^(M) =?■( 回忆 
如果 #>>2 ,定义 D{ > 7^(M)-* mJVO 为 

D*(m, 0 ― ® »w,) = 2 m i ® ■** ® ® … ®m p . 

对每个 i, 和式中的第 i 个直和项是合理定义的.这是因为它由 t- 多重线性函数 （》»> ■…， 

形成；由此， D T 是合理定义的. 

显然 D , 是模的映射.要验证是导子，只要考虑它在齐次元素《 = 1 | 1 0出0« (> 和 
I； = t»i ® ••• ® v q 上的作用. 

D f ( uv ) = D f ( u , ® ― ® u , ® 巧 ® … ® v ,> 

P 

= 2“i ® …®“，®” 

4-1 

+ 2“® v i ® … ® 炉(％) ® … ® v 9 

/-i 

=D f (n)t;+i<D f (v). 

唯一性的证明留给读者. 

( II )用与相同的公式定义 /\( M ) ,只是把 ® 改为 A . 为证明这是合理定义 
的，需要证明 D ,,( J ) S J ,其中_/是由形如的一切元索生成的双边理想.只需对/>> 2用 
归纳法证明 D f U p ) £ ； • 其中 P = /H T »( M ). 基础步夕= 2来自下列恒等式，对“,6 

e M, 

a®6 + A(§)<i *= (a + 6) ® (fl -f - b) 一 a a 一 b® b ^ J. 

归纳步来自下列恒等式，对 M 和6€；卜 1 ， 

a® 6® c + J *=— a® c® 6 + J 
= c0a® 64-J 

=- c ® 6® a + /. _ 

命麵 9. 166 设是是交換环，并设 M 是以 …， a 为基的有限生成自由々-模.如果 
是是-映射且八 ( Af ) 是由它确定的导子，則 

d 9 |/\"( M ) = tr ( f ) e t , 

其中， L = «1八… Ae» • 

证明根据引理 9.165 (B ), 有因 Af 是秩 为”的 自由*-模，二项式定 
理给出 兰々. 因此有某个々使得七 ( e L ) = ct L ,我们现在证明 c = tr(9) • 现在9>(0 

篇 Sa〆 ,-. 


[770] 
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d 9 ( e L ) = 八… A 外， r ) 八 …八〜 

= A … A 

= A — Aa ^ e r A — Ae w 

= 

= tr ( 9 ) e L . ■ 

习题 

9. 95 设 A 是交换环，并设 V 和 W 是秩分锕为 m 和 it 的自由 A - 模 • 

«明*如果 /: V - V 是★-映射，則 

det(/® l w ) - [det(/)] B . 

证明：如果/ • V — V 和 g * W - VV 都是*-映射 ，w 

det (/0^) « [ dct (/)]^[ det ( g )]-. 

设 A ，•••,％ 是交換环*中的元索，考虑范德»德矩 K 

V (*, 

SE 明 det ( V ( r , ••••**.))— II 

(II > 如果 /( d - IIU —*,)有《別式 D , tf 明 D = d «( V (*,,.",*.». 

( B > 证明：如果是域★中不同的元索， _ V (* y ,0 是非奇异的. 

9. 97定义三对角矩 R 是形如 

•: r , 1 0 0 … 0 0 0 0 

— lx , I 0 ••• 0 0 0 0 

0 — 1 I , 1 … 0 0 0 0 

0 0 — 1 x 4 ••• 0 0 0 0 

TO "—，:.] — : ••• : 

0 0 0 0 … x ._, 1 0 0 

0 0 0 0 " 1 x._ t 1 0 

0 0 0 0 - 0 -1 : r• 1 

.0 0 0 0 •“ 0 0 - 1 x„ 

的 nXn 矩阵. 

( 秦 ） 如果 D , = dct(T [ x , >，证明 A =太意 ， D : = x , x 2 + 1 . 且对一切 ” > 2 , 

£)■ = x . D ._, +!>■_:• 

( H ) 证明： 如果一切 x . = l ， 則込=^ +| ,它是第”个斐波禪 契数. （回忆尽=0，巧=1 ,对一切 
n > 2 9 F a = F ._ i + F ,_ 2 .) 

9. 98如果矩阵 A 是方块的直和， 
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A = B, © ••• © B, , 

证明 det ( A)=II det(B,). 

9. 99如果 A 和 B 都是元索在交换环中的 iiXii 矩阵， ffi 明 AB 和 BA 有相同的特征多项式 • 
提示： （Goodwime) 

rl BnrO 0 -ir/ — Bq rBA Oi 

Lo / JLa abJlo I J l a oj * 


910 李代数 

非结合代败有一些重要的例子，其中最重要的是李代数 .19 世纪末， Sophus Lie ( 读作李）研 
究了偏微分方稗组的解空间 S . 使用了 S 的变换群 G.G 的底集是一个微分流形 . 群运算是一个 C~- 
函败 i 这样的群叫做李群 . 解空间与它的李群 G 密切相关； G 是用它的李代教来研究的，这是一个 
相当简单的对象，缘起于 G 的幺元处的切 空间 . 对于它们的研究，除了这个基本原因之外，李代数 
成为处理向置空间上的线性变換族的合适方法（与本聿前几节给出的单一线性变换的 典范豳 的研究 
相对照） . 此外，在 19 世纪到 20 世纪的交替之时，厲于基灵 （ W.Killing 〉 和嘉当的单有限维复李 
代败的分类成为最近一切有限单群的分类的模 S, 谢瓦莱 （C Chevalley) 认识到可以通过模仿单李 
代败的构遗来构造有限单群的类似的族 • 

在给出李代数的定义之前，先给出一个相关的定义 . 我们已经定义了环的导子 i 现在对这个概 
念稍作推广 . 

定义设 4 是交 换环. 一个未必结合的代数 A 是指一个 A - 代数配置了某个乘法 AXA-A , 
记为 U,b) — ab ， 满足 

( I > 对一切 a t b,c 6 A,a(.b+ c) = aA + oc 和 （ 6+ c>a = In + cat 
(ii ) 对一切“色 i 和 <i6A，ua = au ； 

(W) 对一切 “64 和 a，66 A>a(iiA) ™ (,au)b = uiab). 

A 的导子是指一个 A - 硖射 d • A —A 满足 

d(.ab) = ida)b + a(.db). 

微积分中常微分是一个导子，这 是因为 乘法法則成立，（众>' = /* + /〆，除此以外，一切多 
元实值函数/(々，•••,：《•,)的 R- 代败 A 提供了另一个例子.对 i = 1,…，》偏导数 3/3;r, 是导子. 

两个导子的复合未必是导子 . 例如，如果 A**A 是导子 ， | A—A 满足等式 
dHfg) = d 1 (,f)g + 2d(f)d{g) + fd l (,gf , 

混合项 ZA/WU) 是 <f 2 成为导子的 陣碍 . 更一般地，可以把莱布尼茨公式（习题 1.6> 从一切 
C~ - 函数的环上的常徽分推广《任意未必结合的代败 A 上的导子.如果则 

d m (.fg) = S • d"^g- 

计算两个导子 4 和禹的复合仍然是有价值的 . 如果 a 是一个未必结合的代数且 f, g eA , 则 
did 2 (.fg) — d t [.(.dzf)g + fCdigy"] 

= <.d x d 2 f)g+id t r>id l g'> + U l f)<.d l g'>+f(.d l d 2 g^. 


当然， 
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dz ^ ifg ) = (, d 2 d x f ) g -¥ id x f ){ d 2 g ) + (. d 2 f )( d lg ) + f ( d 2 d lg ). 

如果记为 [4,4], 代人得 

[4，木](/客> = ([£/i td 2 "] f ) g -\- fildx fdz ^ g^i 
即 [4 fd 2 2 = did 2 一是一个 导子. 

例 9. 167如果 A 是交换环，对 Mat〆 幻配置 方括号 运算： 

[A.B] = AB - BA . 

当然， A 和交换当且仅当 [ A，B]=0. 容易举例证明方括号运算是不结 合的. 然而，对任意固定的 
r»X w 矩阵定义为 

ad M * Ah **[M,A] 

的函数 

ad/^ * Mat„(4)-^Mat B (ife) 

是一个 导子： 

[M.CA.B]] - [[M,A],B] + [A,[M,B]]. 

这个恒等式的验证®要一个人毕生的时间. ■ 

李代数的定义涉及一个带有推广“方括号”的乘法的向置空间. 

定义如果 A 是城，則《上的一个李代数是指 ★上的一个向 量空闽 L, 它 It 置有双线性运算 
LXL -* L , 记为 （a,Wi-[a,6] (叫做方括号运算1,满足 
( I ) 对一切 a € L ，[ a ， a ] = 0 | 

_ ( li ) 对每个 a 6 L . * 数 ad a I 6n-[a,6] 是导子 • 

对一切“, v€ 双线性性给出 

[u + w.u + w] = [u.tt] + [m.w] + [u.tt] + 

结合第一个公理[〜《1] = 0 , 得 

[“，!；] =— 

即方括号乘法是反交 換的. 第二个公理常写得《 详细. 如果 b,ce l , 则它们在 l 中的乘积记为 
[*.c].ad„ 是导子躭是说 

[a,[A.c]] = [[«.6].c] + [6,[a,c]]j 

重写得 

[a,[6,c]] — [i,[a,c]] — [[o,6],c] = 0. 

现在从第一个公理得到的反交换性给出雅可比恒 等式： 

对一切 a , b,c 6 L,[o,[6,c]] + [6，[c.a]] + [c，[a，6]] = 0 
于是，一个向最空间 L 是一个李代数当且仅当对一切 0 e L,[a,a] = 0 ,且雅可比恒等式成立 • 
下面是李代数的一些例子. 

例 9. 168 ( 丨 ） 如果V 是域々上的向量空间.对一切,定义 [ a，6] = 0. 显然如此配置 

的V是一个李代数，它叫做阿贝尔李代数 • 

(II)在 R 3 中，定义 = 这是微积分中定义的向量积（或叉积） • 容易验证 wXweO 

且雅可比恒等式成立，从而 R 3 是一个李代数.这个例子可以推广：对每个域 A 可以在向量空间灸 3 
上定义叉积从而使它成为一个李代数. 
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( iH ) 域 A 上的李代数 L 的一个 子代敝 S 是指在方括号运算下封闭的子 空间： 如果 a ,6€ S , 则 
Za.bl 6 S . 易知每个子代数自身都是李代数. 

( IV ) 如果々是域，定义方括号运算为 

[ A , B ] = AB-BA, 

则 M a t „(« 是李代败.我们常记这个李代数为 0)( n ,4> . 这个例子是非常一般的，因为阿多 
( I . D . Ado ) 的一个定理说对特征为0的域 * 上的每个有限维李代数对某个 n 同构于的一个 
子代数.（见 Jacobson 所著的 {Lie Algebras }， 202 页）. 

( V ) 9 K «.*) 的一个重要的子代数 是《1(/1,*) , 它由一切迹为 0 W » Xn 矩阵 组成. 亊实上，如 
果 G 是李群，它的相伴李代数是 0. 則存在类似取幂的 0- G . 特别地，如果 0 = 0Kn , C ) ,则这个 
映射是取* Ah */. 于是，命題 9.52( vi > 表明取幕把 al ( n ， C ) 送人 SL (», C >. 

( Vi ) 如果 A 是域4上的任一代数，則 

D » t ( A /*) =* 切导子 d> A — A) 

(具有方括号运算 [4 ,d{\^d,d t -dtd x >是一个李代败 • 

由莱布尼茨法则，如 果是的 特征户 >0, 則对每 个</€；0«(4/«,沪是导子，因为只要 0< i < 夕, 

就有 mod ^ (这是叫做特征 p 的限《李代数的-例 . > 

对某种纯不可分扩张有一个伽罗瓦理论，它厲于雅各布森（见 Jacobson 所著的 （Basic Algebra 
II 》，533 〜 536页）.如果 4 是特征 p >0 的域，且 EA 是高为1的有限纯不可分扩张，即对一切 
a 6 E , 则在一切中间域的族和® «( E /« 的限制李子代数之间存在一一映射，它由 

B I - ©«( E / B ) 

给出 . 这个函数的逆由 

6 E> D(e) - 0对一切 D 6 

给出. ■ 

并不奇怪，域4上的一切李代数形成一个范畴. 

定义如采 ■ L 和都是城 * 上的李代教， 則称函 数/« L — i / 为李同态，如果/是保持方掊号 
运算的蜣性 变換： 对一切 a , beL , 

/([fl,6]) = [/<!•/&]. 

定义李代教 L 的理想是一个子空闻 f •满足对每个和有 

即使李代数未必交换 • 它的反交换性也表明每个左理想（如刚才定义的）必是右理想》即每个 
理想都是双边理想. 

称李代数 L 为单的，如果 L 且 L 没有非零真理想. 

定义如果/是 L 中的理想，則商 L / J 是栺商空间（把 L 看作向量空间并把 f 看作子空间）， 
其方括号运算由 

[a+ Ifb-b /] = [a ， 6] + J 

定义 • 

容易验证这个 L / J 上的方括号运算是合理定义的.如果 a ' + fea + J 和 〆 十则 0 — 〆 
e / 和从而 

[a’ ， 6’] — [a*6] = [_a — [a # *6] + [a ， ,b] — ， 6] 
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= [_a , b ' — 6] + [ a ’ — o ,& , ] 6 /. 

例 9. 169 ( 丨 > 如果 /« Z •一 1/ 是李同态，則如通常那样定义它 的核： 

ker / = {a L > f ( a ~) = 0>. 

易知 ker / 是 L 中的理想. 

反之，由 al - a + I 定义的自然映射 t »« L — ZVJ 是李同态，它的核是 /. 于是， L 的一个子空间 
是理想当且仅当它是某个李同态的核. 

(ii >如果/和_|都是李代数 L 中的理想，則 

V = { EC*'r.ir3 « ir € /.>,€ j}. 

特别地， L 2 = LL 是一个群的换位子群的李代败的类似： L * = {0} 当且仅当 L 是阿贝尔的. 

( Hi ) 对于李代败有群的导出列的类似.李代数 L 的导出列是归纳定义的： 

L«> = L,L<- +1 > = «/•>>*. 

如果对一个李代败 L 存在某个 使得 //•> = <0} ,則称 L 为可解的. 

( IV )对于李代数存在群的降中心列的 类似. 峰中心51是归纳定 义的： 

L i *= L » L , +1 = LL .. 

如果对一个李代败 L 存在某个 n ^ O 使得 L _ = <0>,則称 L 为幕 零的. ■ 

在这个主埋中，我们仅提出两个最先的定理. 如果/ •是李代败和則由给出 
的 ad ^ iL - L 是 L 上的线性变换（仅看作向置空 间）. 如果是一个幂零算子；即有某个使 
得 （ ad 。） 1 " = 0,则称 a 是 ad -幂零的. 

定理（》格尔定理1 ( 丨 > 如果 /- 是任意城 * 上的有限堆李代教，則 L 是幕零的当且仅当每 

个<»6厂都是 ad -幂零的. 

(ii >如果 L 是 0 K ”,*) 的子李代數，它的一切元素是幂零矩繂， 到 L 可以表达为严格上三 
角的形式（一切对角线元素都是0> 丨即对每个 A 6 L 存在非奇异*眸使得 PAP —— 1 是严格上三角 
矩阵. 

证明见 Humphreys 所著的 (Introduction to Lie Algebras and Representation Theory ) > 12 页. 

■ 

把恩格尔定理与习埋 9.43( I )相比较，该习题是关于单幕零矩阵的简单 情形. 因为有了恩格尔 
定理，所以 有幕零 李代数的名称！如同类似的有幂零群的 名称. 系 5.48 说，每个有限群可以作 
为子群嵌人 F % 上的么三角矩阵，它可以看作恩格尔定理的群论类似 • 

定理（李定理丨 0 Kn ，《 的每个可解子代教 L (其中 A 是一个代数 闭域） 都可以表达为（未必严 
格的〉 上三烏形式,即对每个 A 6 L , 存在非奇异矩阵 P 使得 PAP — 1 是上三角的. 

证明见 Humphreys 所著的 (Introduction to Lie Algebras and Representation Theory 》，16 页. 

■ 

李代败的进一步研究导出特征 0 的代数闭域上的属于 裹当和 基灵的一切有限维单李代数的分类 
(最近，特征中一切有限维单李代数的分类已经给出， 其中/ >>7) • 他们把每个这种代数和某个 
叫做根系的几何结构相联系，根系由嘉当《綷刻 W . 而嘉当矩阵由郑肯團刻 《• 
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人 ，”多 1 : ， 一 . -；；— . 

B ■• 必 :， — j - ；十 : 

c ..»>3：, • —I - /, H - 




£/■ • - • - • - • - • -參- • 

參-- • 

o 2 ： 

每个邓肯图由 C 上的一个单李代数产生*两个这样的代败同构当且仅当它们有相同的邓肖图. 
读者可参考 Humphreys 所著的 《Introduction to Lie Algebras and Representation Theory 》 第 4 章和 
Jacobson 所著的 CLie Algebras 1 第 4 章. 

还有其他重要的未必结合的代数.若尔当代数是交换代数 A , 其中对一切: r , : y € A 雅可比恒等 

式被 

(x 2 *y)x = x 2 (3tr) 

替代. 它们由若尔当引人，从而提供为设子力学设置的一个 代数. 若尔当代败的一个例子是特征不 
为2的域上一切; iXri 矩阵的一个子空间，配置以二元运算 A * B , 其中 

A . B =|( AB + BA ). 

未必结合代数的另一个来源是组合学.域 * 上射影平面 P (« 的通常构造作为中-切过原点 
的直线族，它导出用“齐次坐标” Oo «,： r ] 描述它的点，其中定义一个抽象的射彩平面 
为有序对 （ X ,£), 其中 X 是一个有限集.£是丸的子集族，叫做直线，满足下列 公理： 

(i ) —切直线有相同的点败 I 
( » ) 在 X 中给定两个点，有唯一的直线包含它们. 

我们要引人齐次坐标来描述这种射影平面的点，但一开始并不给定域 t 相反，我们考察； f 上一个 
函数的集团 A ：, 叫做直射变换，并给 ACK 置两个二元运算 （叫 做加法和乘 法）. 一般来说， iC 未必是 
—个结合代败，但有某种代数性质一乘法的交换性和结合性一对应于射影平面的几何性质—— 
分别为帕普斯 （ Pappus ) 的一个定理和德萨格 （ Desargues 〉 的一个定理. 
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一个重要的非结合代数是 凯莱数 （有时叫做八进《数），它是包含四元数作为子代数的八维实 
向量空间（见 Albert 所编的 « Studies in Modern Algebra 》 中 Curtis 的论文〉.确实，在每个非零元 
素都有乘法逆的意义下，凯茱数形成一个实可除未必结合代数.凯莱数得到额外的关注（比之其他 
未必结合代数）是因为它的自同构群具有有趣的性质.例如，例外单李代数 E 8 同构于飢莱数的一 
切导子的李代数，而最大的零败有限单群是格里斯 （ R ^ Gricas ) 构造的某种非结合代数的自同构群. 

习题 

9. 100考虑 n =2 时的徳拉姆 复形： 

d l 

o —tfcx) ― -/3 l (X) — -n*(X) — o. 

证明：如果 / U ， y >€ A (；0= rf (；0, 则 

且如果 Pdx + Qdy 是1阶形式，则 

dUPdx 十 Qdy ) ■ |^) drA < iy . 

9.101 证明： 如果 L 和 广 都是非阿贝尔二维李代败，則 LSZ /. 

9.102 <|>证明由 

Z ( L ) « 砭 L • [ a , x ] - 0, 对一切 : r € U 
定义的李代败 L 的中心是 L 中的一个阿贝尔理想. 

( H ) 举出满足 Z(U - {0} 的一个李代数 L 的 例子. 

( I ) 油果 /- 是幂零的且 L 关{0> ,证明 Z ( L )^ {0). 

9.103 证明： 如果 Lft ” 维李代败，的维败不可齙是 n — l . (与习题 2.69 比较 .） 

9. 104在 C 3 上配置一个叉积（用与 R 3 上相同的叉积公式〉.证明 

C * ^« l (2, C ). 


第 10 章同 调 

10.1 引言 

我做研究生的时候，同调代数不是一个普及的主題.一般认为它是一个怪诞的形式，学习它是 
令人厌烦的，学了它也没有多大用处.或许一个代数拓扑学者被迫去了解这个索材， 但是确 实没有 
别的人愿意在它上面浪费 时间. 少数忠实的信徒被看作败学边缘的工人，他们用精致的机器修补磨 
光这里那里粗糙的片断 

当塞尔 ( J . - P . Serre ) 用同调代数刻《 了正則局部环（它们是“有限整体维数”的交换诺特局 
部环〉 时，这个看法戏剧性地改变了，因为这使他能够证明一个正则局部环的任意局郎化是正則的 
(之舫只知道一些特殊情 形）. 同时，奥斯兰徳 ( M . Auslander ) 和布赫斯包姆 （ D . 九 Buchsbaum ) 

完成了永田雅宜 （ M . Nagata ) 的工作，沲 们用* 体维数证明毎个正則局部环都是 UFD . 

尽管新发现得到普及，但同阑代数仍“不被重视”.例如，剛才提到的两个定理用了环的整体 
维数的概念，它是用模的同调蛾数来定义的.那时，卡普兰斯基开设了一门同调代败的*程.他的 
—个学生 & Sch anue l 注意到同一模的不同投射分解间存在着优美的关系（见命題7.60> . 卡普兰斯 
基 （ Kaplaiwky ) 抓住了这个今日称为 Schamiel 引理的结果， W 为这使得他可以不必先发展同谰代 
败的 Ext 和 Tor 的基本构造而定义一个模 的同调 维数，然后他能够证明塞尔定理和奥斯兰德-布赫 
斯包姆定理（卡普兰斯基对这门课程的叙述可以在他的书 < ComnuiUti V e Algebra 》 中找到〉.然 
而，随着更多应用的发现和解决一些突出问埋的同调和上同调理论的创立，同调代数的阻碍衰退_ 
了 •今天，它是数学家的 T . 具箱中另一个常用工具. 

同谰的基本思想来自格林 （ Green ) 定理，有洞的区域 R 上的二重积分等于 R 边界上的线积 
分.庞加莱 （ H . Poincart 〉 认识到对于一个拓扑空间 X ,不同种 类的洞 可能意味着不同种类的连通 
性.为说明这一点，我们假定 X 能够角剖分”,即 X 可以分成有限个 n - 单形，其中 n >0, 点 
是 0- 单形 • 边是 1- 单形，三角形是2 -单形，四面体是3 -单形.还有高维类 似物. 问理是 X 中 
“应该”成为某个(«+1)-单形边界的 n - 单形的并是否确实是这种边界.例如，当 ” = 0时， X中 
的两个点 a 和6应该是 X 中一条道路的边界（端点如果 X 中存在一条道路连接一切点 a 和6, 

则称 X 为 道路连通的； 如果没有这样的道路，則 X 有一个0维的洞.为举出一个有一维洞的例子， 

设； f 是有孔平面，即去掉原点的平面.一个 H 角形△的周长应该是一个2 -单形的边界，但如果厶 
把應点包含在它的内部就不是这样 I 于是 X 有一 维洞. 如果 X 是平面抹去了包含原点的一个线段， 

或者甚至是抹去了包含原点的一个小圆盘，这个洞仍然是一维的；我们不考虑洞的大小，而是考虑 
可能的边界的 大小. 我们必须留意圆环而不是洞！ 
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例如，在上面所両的矩形中，考虑有顶点 ii ，6, c 和边的三角形它的边 
界应该是 [ a ,«+|>, c ] + [ c , fi ]. 但边是有向的（把 [ fl , c ] 想像为到 c 的一条道路而 [>,«] 
是 c 到 a 的反方向的道 路）， 因此写作 [>, a ] =— (>,<:]• 于是，边界是 
a [fl ， 6 ， c] = [a ， 6] — [fl ， c] + [d 9 cj. 

类似地，定义 [ fl ,6] 的边界为它的 端点： 


注意 


3 [a*6] = b —a. 


3(3 [a»6tc]) = 9 ([a ， ft] — [a*c] + [6*c]) 
= b — a — (c — a) - {- c — b 


= 0. 

有顶点的矩形是两个 二 :角形 [ a ，6， c ]+ 的并，我们 Ift 证它的边界是 3 [ a ,6, c ] 4- 

_ 3[ < 1， < '， < /](注意对角线[« 1 , < :]出现两次，带有不同的符号，从而互相抵 消）. 我们看到形式地把边 

界描述为带有符号的边或点的某种线性组合《，则有3(«) = 0. 

这个思想导出下面的构造.对毎个 ”>0. 考虑"-单形的一切形式线性组合,即组成以一切 
”-单形为基的 (=1 由阿贝尔群，并称这种线性组合为”-链.一些 /»■« 应该是某些（》+1)-单 
形的并的边界，把它们称为”-圈（例如，把一个三角形的三条边加起来，附带合适选取的符号， 
是一个 1- 圖）. 某些”赛确实是边羿，这种链称为 n - 边界（如果4是有孔平面; f 上的三角形，厣 
点不在它的内部，则4的边的交叉和是1 - 边界；另一方面，如果原点在4的内部，则交叉和是 1- 
圈但不是 1- 边 界）. 一切”-圈的族 Z “ X ) 和一切"-边界的族 B / X ) 都是 C ,(；0 的子群.同调群 
构造中的一个要索是子群 Z •和 B „ 可以用同态来 定义： 存在边界 II )态 及 : CJ X ) — C （ X )使得 Z K 
= k er a „* B _ =尚3„ +| ，从而存在阿贝尔群和同态的序列 

… —Q(X) -^*C 2 (X)-^*C I (X) -^*Co(X). 

由此对一切 ， 3 h 3„ + , = 0 , 从而 

B,,(X)£Z.(X). 

重要的群是商群 Z n ( X )/ B m ( X ). 记为 H .( X ) 并称为 X 的”次同谓 e 群.在这个商群中残存的是 
”-维洞 t 即不是”-边界的那些 n - 圈.例如， / f 0 ( X > = 0 意味 X 是道路连 通的： 如果存在没有由道 
路连通的两个点 a ，66 X , 則 fl -6 为不是边界的一个 W . 从而 K 集 a - A + B ^ X ) 是 HJX ) 的非零 
元索.对这些群能 更稍细 地度量连通性 类别. 拓扑学者用两种方法修改这个 构造. 他们引 
人系数在阿贝尔群 G 中的同《，用 G 做链群序列的张量积，然后取同调群 ： 他们也考虑系教在 G 
中的上同调，运用反变函子 H 0 xn ( , G ) 到链群序列，然后取同调群. N 调代数因试图计算和找出空 
_间的同 谰群 之间的关系而产生. 


© 我未齙找出这里使用的数学术语 Homology ( MJ _) 的 词源. ** homology " 来 d homo + logos ,它的意®是“对应". 
它第一次作为败学术语使用是在19世纪初的射彩几何中 • 作为特殊类 ® 的直射变換的 名称. 我找到的最 f . 在圈和 
边界的意义下使用这个术语是在庞加莱•的一篇论文中： Analysis Situs,Journal dc l^Ecole Polytechnique*Sense II * 
First issue , 1895(|« Oeuvres,voL 5). 何是他没有说明为什么选择这个术语. Emili Bifct 在私人通倍中 写道，“ 考斑由 
一个外部点的射影给出的两个不同的（超〉平面之间的射彩同调.这个同调提出（并 提供） 用一种自然的方法把包 
含在一个平面中的单形的边界变形为在另一个中的对应单形的边界.此外，它提出用一种自然的方法把一个边界变 
形为一个点.这珥能是庞加莱所想到的 . ” 
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在命題 7. 51 中，我们已经知道每个左 K- 模 M， 其中 R 是环，有一个用生成元和关系的描述. 
存在正合列 

0- ► kerf - *-*■ F • M — *-0. 

其中 f •是自由左 R- 棋， r 是包含映射.如果 R 是 P1D, 则 kert> 是自由的，这是因为自由模的每个 
子模本身也是自由的；如果 K 不是 PID , 則可能不自由.现在取 kerf 的生成元和 关系： 存在 
自由模和正合列 

0— ►ker^-^-»Fi -^-►ker? > — -0. 

如果定义/=\--?•为复合劝，则存在第二个正合列 

Fj *** • F ^ * M — ► 0. 

迭代这个构造，存在 一个长 正合列 

… -* Fj — F 2 -*-» F — M -*0. 

我们可以把子模 — 看作“关系上的关系” （19 世纪代败学家称这种高层关系为合 
系）.这个长正合列类似于拓扑中链群的 序列. 还有这种正合列存在的另外的背景》许多代数结构 
产生同调群的序列，从而可以把老定理騸译 为同到 语言.这种定理的例子是关于代数的希尔伯特定 
理90 (见系 10. 129), 关于李代败的怀特黑德引理（见雅各布森所著的 《Lie Algebras), 77页和89 
页）和关于群的定理 10. 22,即舒尔-扎森豪斯引理.有方法计算间调和上同 W 群，这是同调代败对 
这个思想派系最重要的贡献.计箅同调群最有效的方法是用谱序列，虽然没有它们也能够计算许多 
东西.我做研究生的时候，常想可以若无其亊地说，“可用通常的谱序列论证”某某为真，但我从 
来没有这个勇气在本章的末尾，我们撅要地说明什么是谱序列. 

10.2 半直积 

我们先研究群论中的基本问有正规子群 K 的群 G 可以“因子分解”为 K 和 G/K ; 扩张的 
研究涉及反过来的 问睡： 从一个正规子群 K 和商群 Q = 可以获得 G 的多少信息？例如我们知 

道，如果 K 和 Q 都是有限的， W | G| = | K | I QI . 

非阿贝尔群序列的正合性， 

d.ti 

••• — - G, + , —―•- G„_j -► ― , 

如同对阿贝尔群的定义 一样： 对一切= kerd ，. 当然，每个是 G” 的正规子群. 

定义如果 K 和 Q 都是蛘，則 K 和 Q 的扩張 是一个《正合列 

1 —K-^G^-Q—1. 

记号 K 提》我们是核，记号 Q 提*我们是 «. 

术语扩张还有另一种用法，（中间）群 G (不是短正 合列） 称为一个扩张，如果它包含正规子 
群 K , 满足三 K 和 G/Ki SQ. 和大多败人一样，我们在两种意义下使用这个术语. 

例 10.1 (丨）直积 KXQ 是 K 和 Q 的扩张,它也是 <3和 K 的扩张. 

( « > S 3 和1«都是1 3 和1 2 的扩张.另一方面， I* 是1 2 和1 3 的扩张，但 Sj 不是，因为 S 3 不包含 


㊀这个引言改 雒 S 我写的 一个坏 论 .发表在 Bulletin of the American Mathematical Society ， Vol . 33, pp . 473^475. 
1996, 经美国 数学会 允许而引用. 


_ 
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2阶正规子群. ■ 

我们刚才巳经看到.对任意给定的群的有序对，总存在一个和另一个的扩张（它们的直 积〉， 
但也许还有其他的 扩张. 扩张问题是对给定的群对 / C 和 Q 的一切可能的扩张进行分类. 

在第 5 章中，我们讨论了扩张问埋和若尔当-赫尔徳定理之间的关系.如果群 G 有合成列 
G = K 0 > K ) K 2 » K .-, = {1} 

和单因子群兑其中对一切 sK — VK , ,则可以从 Q , …，兑通过解扩张问 
题 n 次得到 G . 现在一 切有限单群己经有了分类，因此，如果能够解扩张问题，就可以纵览一切单 
群. 

先回忆群可以划分为子群的 K 集.我们已经定义了群 G 的子群 K 的一个》 集代表系， 它是从 
K 的每个陏集 © Kf 中恰取一个元素组成的 G 的子集7\ 

定义如果 

1— K — G 乙 Q — 1 

_是一个扩张，则提升是 栺函數 G 使得 〆 =1 Q , 它不必是同态. 

给定一个陪集代表系，可以构造一个 提升. 对每个 a ：€ Q ，/ •的 满射性提供使得 〆 ( X 〉 
= x t 于 ft , 函败1卜/(*)是一个提升.反之，给定一个 提升， 我们断言 ini ^ 是 K 的一个格集代表 
系.如果 Kg 是一个防集，则 p(.g) 6 Q * 比如 p(g) ■= •則 «* 1 * 从而 a = g^(x)~ l 

6/ C 且 Kg = K ^(： c ). 于是 • 每个陪集在 /( Q > 中有代 表元. 最后，我们需要证明 /( Q ) 不包含同一 K 
集中的两个 元索. 如果投 ( a :) = «(： y ) ,则存在使得 a /( a :>= Ay ). 把 P 作用到这个等式上 i 
因 />( a ) =» 1 * 有 : r = y ， 从而 /( x ) 5=5 £(y ). 

在我们讨论的扩张中引出下面的群. 

定义田忆群 fC 的一个自同构是一个同构 K — K . 自鬨构群（记为 Aut ( fO ) 是捎 K 的以复合 
为运算的一切自同构组成的蛘. 

当然，扩张是对任意群 K 定义的，但我们把注意力集中在 / C * 阿贝尔群的特殊情形.如果 G 
是 K 和 Q 的扩张，有可能因为把 G 写作乘性的而把它的子群 K 写成加性的而产生 混淆. 因此我们 
将约定下面的记号：即使 G 不是阿贝尔的， G 中的运算也将用加法记号.系 10. 4给出这个决定的 
主要原因. 

命题 10.2 设 

0— 二 *1 

是一个阿贝尔群 K 和群 Q 的扩张，并设 G 是 提升. 

( I ) 对每个: r € Q ， 定义为 

6 x z a + fl — /( x ) 

的共轭一 fC 不依赖于 _ r 的提升 /( x > 的选取.[为方便起见，我们假定了 i 是一个包含映射》这 
仅仅使得可以把 i ( a ) 泻作山 ] 

( II )定义为： rh - t 的函数 (9 : Q - Aut ( iO 是一个冏态. 

证明（丨）现在我们证明^不依赖于 J ： 的提升 /( J ：) 的选取.假定 /' Cc > € G 且 pi\x ) = 


© 我们使用了左 W 集 z # C , 但在本聿中，子鬌 K 是正规子孵，此时，对一切有于是，用左 W 集还是右 
K 集只是看怎样方便. 
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x . 存在使得/ ^ x ) = /< x ) + 6 [因 为一代 or > + / # U > € kerp = imi = K ]. 因为 K 是阿贝尔群， 

所以 

/ '( or ) + fl - Ax ) =/( x ) + b + a - b - tix '> 

=/ Cx )+ a -/( ar ). 

( II ) 由于 K <1 G , 因此也 (< i )6 iC , 从而每个 & * K - K , 因为共轭是自同构， 所以^也是 K 的 
自同构. _ 

剩下要证明 WCh - AuKiO 是同态.如果 x ,： y € Q 和 a €/ C ， 则 

WaY ) = 6 x U (. y ^+ a -£( y )) « iix ) + / Cy ) -fa - /( y ) - tix ) » 

而 

OjyM = t ( xy ) + a — tixy }- 

但 /( x )+/( y ) 和 /( zy ) 都是: ry 的提升，从而由（丨）得到等式心 = ■ 

粗略地说，同态0告诉我们 K “如何”成为 G 中的正规子群，因为群的同构复制可以用不同方 
式作为 G 的正规 子群. 例如，设 K 是3阶循环群并设《?~<1>是2阶循环群.如果 G » KXQ , 则 G 
是阿贝尔群且 K 位于 G 的 中心. 此时，对一切 aeK 有 / Or)+a — / Cr > = a 且 t = 1 K • 另一方面， 

如果 G =* S 3 , 则 K ~ A 3 , 它不在中心 i 如果 / Cr > = (1 2) ,则 （1 2) (〗 2 3) (1 2) = (1 3 2〉，且 
0 X 不是 Ik . 

同态0的存在给 K 配置了一个标1乘法使 K 成为一个左 ZQ - 棋，其中 ZQ 是群环，它的元索是 

一切其中 m x 6 Z . 

^€0 

命 ■ 10.3 设 K 和 Q 是鮮且 K 是阿贝尔# • «同态… Q - Aut ( iO 使 / C 成为一个 ZQ - 模，如 
果其标量乘法对一切 a € K 和: r 6 Q 由 

xa ― d x (a) 

定义 • 反之，如果 K 是一个左 ZQ - 棋，《 1 卜^定义了一个同态 0 * Q — Aut ( K ), 其中 

0 X * a h* xa. 

证明定义标董乘法如下.每个 tt € ZQ 有形如 u = Dm # 的唯一表达式，其中 r ^€ Z 且几乎 
一切定义 

(2 m x x )° ^ 2 m 儿⑷= - 

我们验证模公理.因设是同态，汛 = 从而对一切《611*1=込（ < 1).&€八111(/0蕴涵 > 1^ + 6) 

= ju + 泌， 由此对一切 u € ZQ 有 “(fl + W = ya + « fr . 类似地，容易验证 对 “, ve ZQ 有 U + v)n = 
ua va . 最后，对一切 x 9 y 6 Q ^(, xy)a = x ( ya ) 由此 （ uu)a = u ( va ) i 但 
( xy)a = O ^ ia ) = 0 x (0 y { a )) = 0 x (. ya ) = jc ( ya ). 

逆命题的证明也很简单. _ (Ml 

系 10. 4 如果 

0 — K -^ G ^ Q — 1 

是阿贝尔群 / C 和群 Q 的扩张，如果定义 

xa = tix) + fl — /(x)t 

其中 /:Q — G 是提升 ，： 和《 K 是一个左 ZQ - 楼； 此外，标量乘法不依赖于提升 
'的选取. 



560 


第 10 幸 


■ 


证明命题 10. 2 和命题 10. 3. 

从现在开始，我们把术语“左 ZQ - 模”缩写为 “ Q - 模”. 

回忆左尺-模的一个短正合列 

0 —A 二 0 

分裂如果存在同态 使得朽 = l c I 此时，中间模同构于直和 A ㊉ C . 下面是对群的类似 
定义. 

定义对于群的一个扩张 

0 今 K —► G 炉 ， Q — 1 ， 

如果存在同态 G 使得 W = 1 Q , 則称它为分裂 扩张. 分裂扩张中的中间觯 G 叫做 K 和 Q 的半 
直积.注意，我们并没有儼定核 K 是阿贝尔群. 

于是，一个扩张分裂当且仅当存在提升 j , 且这个提升也是一个 同态. 我们将使用下面的 记号： 
记 / C 的元索为 a ，6， e ， …， 记 Q 的元索为 j :， y ，*• •••• 

命 ■ 10.5 设 G 是有正規子鮮 fC 的加法群. 

(i ) 如果 0— K 二 G 乙 Q -1 是分裂犷张，其中 j G 满足= 1 Q ， 則 i ( K ) fW ( Q > = 
{0} fr*(K)+i<Q) -G. 

( H ) 此时， 每个豸 有唯一表达式丨 = i(u>+〆:《:) , 其中和： reQ. 

( Hi ) 设 K 和 Q 都是群 G 的子觯且 K <1 G , « G 是 K 和 Q 的半 X 积当且仅当 K fl Q = ⑺}, 
fC + Q = G , 且每个 g e G 有唯一的表达式尺 =a + x , 其中和: r € Q . 

证明 （ i ) 如果尽，则有 ae#c 和 * r 6 Q 使得•现在豸 =;•(：»：> 
通涵 P ( g ) = / > i ( x ) = x 9 而茗 = i ( a ) 蓮涵 p ( g ) = fnia ) = 0. 所以•: r = 0 和尺= jCx ) = 0. 
如果 /?€ G ， 期 p ( g ) =勿> (贫〉 （因为 = 因此/? 一 ( j >( 滅从而存在 

[ Zll ] 使得 >?- (分（贫 )）= «■(«) ,所以《 = «•(<»)+)(;«) e « K >+ y ( Q >. 

( il ) 因为 G= i(K)+7(Q) ,每个元索 G 有因子分解 g = i( a >+)(/w). 为证明唯一性， 
假设 «(a) +i(x) = Ub ) + j ( y ), 其中 6 6K 和; y eQ , 则 一 i(6> + i(a) = j (. y ) - jU ) e i(K) R 
j (. Q ) = {0} , 从而 .(a) = i(6) 和 >(x) = jiy ). 

( HI ) 必要性是 （ H > 中丨和_/ 都是包 含映射的特殊 悄形. 反之，每个 《•€(； 有唯一的因子分解容= 
a + x , 其中 a 6 K 和 x € Qi 定义 p « G — Q 为/ >( ox > = ：r • 容易验证 /> 是满同态满足 k er /> = K . _ 
所以叫做半直积是因为 K 和 Q 的直积 G 除满足 KQ = 0和尺门0= U } 之外，还要求子群 K 和 
Q 都是正规的.这里只有一个子群必须是正规的. 

定义如果 K<G 和 C<G 满足 C D K = {1} 且 KC = G ,則称 C 为 K 的补 • 

在半直积 G 中，子群 fC 是正规的 （ 另一方面.命題 10.5 证明象 j(Q) 是 if 的补，它可以不是 
正规的.例如，如果 G = S 3 和 K = A 3 =<(12 3)> ,我们可以取 C=< r > ,其中 ！ ^ 是 5 3 中的任一 
对换 I 这个例子也表明补未必唯 一. 然而， K 的任意两个补是同构的，这是因为 K 的补同构于 
G/K. 

半直积的定义允许核 K 是非阿贝尔的，这种群是自然地产生的.例如，对称群 S „ 是交错群 
和1 2 的半直积.然而，为了保持«设的统一，在*文中（除了一些习题之外）我 们龌定 K 是珂贝 
尔的，即使这个假设不总是必需的. 
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例 10.6 < I ) 直积 KXQ 是 K 和 Q 的半直积（也是 Q 和 K 的半直积). 

(«) 阿贝尔群 G 是半直积当且仅当它是直积（通常叫做直和），这是因为阿贝尔群的每个子群 
都是正规的. 

( Hi ) 二面体群 D 2 , 是 I ,和1 2 的半 直积. 如果 D 2lt = <«,*> ,其中 a - = 1,护=1和= a — 1 , 

则 < a > 是有<6> 作为补的正规子群. 

( IV ) 每个弗罗贝尼乌斯群是它的弗罗贝尼乌斯核和它的弗罗贝尼乌斯补的半直积. 

( V ) SG = H X , 即非零四元数的乘法群.易知如果14 + 是正实败的乘法群，則由 

N(a + bi+ej + di) = a 2 + A*+C 2 +t/* 

给出的范教 N ^ G - R 4 ■是同态.有一个“极式分解” h=r S , 其中 r >0 和 AkerN , 且 G 是 kerN 
和 R + 的半直积.（正规子群 kerN 是3-球面 •> 在习题 10.4 中，我们会看到 kerN 三 SU (2, C ), 

它是特殊两群. IzH ) 

(Vi) 阶为索数幕的循环群不是半直积，这是因为它们不可能是两个真子群的 直和. _ 

定义设 K 是 C3-«. 如果 K 和 Q 的一个扩张瀵足对一切和有 
xa — /(x) + a — /(x) | 

即給定的 ZQ 在 fC 上的标量乘法和系 10.4 中从共鈪产生的标量乘法一致，則称 K 和 Q 的扩张实现 
算子. 

下面是构造. 

定义 设 Q 是蜱并设 fC 是 Q- 模. 定义 

G= K^Q 

为一切有序对 (a,x) 6KXQ 的集合具有运算 

(a»x) 4* (^»y) = (a •¥xb^xy'). 

注意在 KxiQ 中 （ a ， l > + (0, jr > * ( a , x ). 

命 ■ 10.7 给定蜉 O 和 Q- 模 K, « G=K»Q 是 K 和 Q 的实现算子的半農 积 . 

证明我们先证明 G 是群•关于结合性， 

[(atx) + + (c,*) = (.a + xb ,xy) 4 - (c 9 z) 

=(a + xA + (jy)ct(jy)z). 

另一方面， 

(a»x) 4* [(6 ， y> + (c**)] = (a»x) + (6 + yc*yz) 

=(a x(6 + yc) 9 x(yz)), 

当然，由于 Q 中的结合性， Cr ： y >*=: r (： y *>, 第一个坐标也 相等： 《尺是0-模，有 
■r(6 + x) ~ •+• xCx) = ai> (ay)c- 

于是，运算是结合的 . G 的幺元是 (0，1>, 这是因为 

(0*1) + (a 9 x) = (0 + la»lx) = (a v x) 9 
( a , d 的逆是 (.-x- l a,x ~ l ) ，这是因为 

<- :- 1 “,， 1 > + (“,•!> = C-x-'a + x^a.x-'i) = (0,1). 國 

所以，根据习埋 2.22,(； 是群. 

定义函数炎 《 G 4 Q 为/ >:( a , jt > h ； c . 因出现在第一个坐标中的元素只是一个••花招”， 所以户 
是满同态且 kerp = {( a , l ) ' a 6 K > - 如果定义 i » K-*G 为 i » al -( a ， l > ,則 



0 — K Q -^ 1 

是一个 扩张. 定义 _/• — 6为_ / « jWO . jt ). 易知）是一个同态，这是因为 （0，: r )+ (0，： y > = (0, 

xy ), 现在 pjx = ^(0* x ) = x * 从而，于是扩张分裂；即 G 是 K 和 Q 的半直积.最后 ， G 
实现算子：如果 ： reQ ， 则对某个的每个提升有 /(: r > = (6, a ：〉 的形式，且 
(6, x ) + ( a , l )-(6, x ) = (6+ ja , x ) + C - x - 1 6, x _1 ) 

= (6 + j » + x (— x -, 6) « xr _1 ) 

=(6 + an — 6*1) 

=( ja ， l ). ■ 

我们暂时回到乘法记号.在下一证明中，读者将看到 Kx > Q 中的运算来自恒等式 
( axXAy ) = a(xbx~ l )xy. 

定理 10.8 设 K 是阿贝尔群.如果群 G 是 K 和一个蜉 Q 的半直积，則在 / C 上存在一个 Q - 模 
結构使得 G 兰# C >» Q . 

证明把 G 看作有正规子群 K 且 K 的补为 Q 的群•我们继续把 G 写作加性的（即使它可能不 
是阿贝尔 的〉， 从而把它的子群 Q 也写作加 性的. 如果和: c 6 Q ， 定义 

ja =* x + a —xi 

即^^是 0 用^：做成的 共轭. 根据命题10.&，每个贫 6 G 有唯一的表达式发 + 其中和 
a ：€ Q . 由此，由 f * a + z 卜 Oi ,: r > 定义 的穸: 是双射.我们现在证明9是同构 • 

9 ((a + ar ) 十 （6 + y >) = ^fl + :r + 6 +(-:r + : r )+ y ) 

— 9{a -f (x + 6 — x) -I- x H- 
=(a + xbfX-\- y). 

现在 KxQ 中加法的定义给出 

(a -b xd tx -h y) = Ca 9 x) + (d 9 y) 

= 9> ( a + x ) +9 ib+y). 

_ 我们现在用半直积 构造一 些群. ■ 

例 10.9 如果 fC = U > 主 I 3 ,則 K 的一个自同构完全由生成 Ttfl 的象所确定 I 或#且自 
同构是 1 K , 或者 at -2 a . 所以. Aut ( K ) ^1, t 我们记它的生成元为因此 9( a > = 2 a 和 f (2 a > = 
“；即 f 1 是乘2的 映射. 设 0=< x >^ l 4 ,并定义 fliQ — AutOO 为& =9> i 因此 
•zb = 2 < 2 和 x2a = a. 

群 

T = 1 3 »1 4 

是12阶群.如果定义 s = (2 ci ,: r 2 ) 和 f = (0, x > ,则读者可以验证 
6 s = 0和= 3 s = 2( s 4- f ). 

读者知道另外四个 12 阶群. 基本定理说有两个12阶阿贝 尔群： 1 12 名 I 3 Xl 4 和 I 2 XIe 三 VXI 3 •两 
.个12阶非阿贝尔群是 A 4 和 S 3 XI 2 (习题10.7要求读者证明八4关5 3 父1 2 >.刚才构造的群了是一个 
新的例子，习题 10. 17说每个12阶群同构于这5个之一.[注意习题 2.85 ( ii > 说 DuSS 3 XI 2 .] ■ 
例 10. 10设/»是素数.并设 K = I P ® I P . 因此， K 是1%上的向置空间，从而 Aut ( K)S 
GL ( K ). 选取 K 的一组基 a , 6,这给出同构 Aut ( K > 兰 GL (2,/0 . 设 Q = Cc > 是 p 阶循 环群. 
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定义… Q^GL(2，/0 为对一切 ;i€Z， 


于是， 

oca = a + 6 和 j :6 = 6. 

容易验证换位子 jr + a — : r —a =加一 a = 6 • 从而 xQ 是/> 3 阶群且 G = < fl ， ft ，: c > !这些生成 
元满足关系 

pa = pb = px — 0,6 = [ x ， a ] 和 [ 6 ， a ] = 0 = [ 6 ， 1 ]. 

如果 P 是奇数，则根据命题 5.45 有/» 3 阶非阿贝尔群且指数为户.如果/» = 2,则 | G |=8, 习题 
10.8中要求读者证明6益1) 8 ,即£)«主¥>^.在例 10.6 ( B ) 中，我们看到 D 8 是 14 和 1 2 的半直积. 

于是， Vx . I 8 Sl 4>< I 8 . 因此一个群可以有不同的半直积分解. ■ _ 

例 10. 〗1 设 i 是域，并设 P 是它的乘法群.现在由乘法作用在 * 上（如果 < 26 ★且 a # 0 , 

则加性同态 a ： r 是一个自同构，它的逆是 ih-add . 所以，半直积4 x >4 x 有 定义. 特別地， 

如果 ( b , a )( d , c ) ek » k x , WJ 

ibto ) -h (</* c ) = (ad 4 - b f ac ). 

回忆一个仿射映射是形如 /: x*-*ax + 6 的一个函数 /:*—, 其中且 a 关0, —切仿射 
映射的集合在复合下是群 AfKl , A ). 注意， 如果度 ( d=cr + * i , 则 
(/ • ^)( x ) »= /(cr - I - d ) 

= a(.cx + d ) b 
=( ac ) x + (af 4 - b ). 

现在易知函数 9: (6, a ) 卜 /( 其中 /( j ：) = or +6) 是同构 Aff ( U ). ■ 

习 B 

前三个习《中，群 K 不必是阿贝尔鮮；其他习題假定是阿贝尔群. 

10.2 本«中的核可以不是阿贝尔群. 

( I ) 证明 SU 2, F s > 是 I 2 # A S 的扩张，伹它不是一个半直积. 

(M >如果 A 是域，证明 GL ( n , 幻是 SL ( n , 幻和 〆 的半直积. 

提示： 一个补由一切矩阵组成，其中 

10.2 设 C ； 是 mn 阶群，其中 （ m , n > = 1 • 证明一个 m 阶正规子群 / C 在 G 中有补当且仅当存在 "阶 子群 C < 

G . (本8中的核可以不是阿贝尔群 •> 

10.3 (白 尔〉 证明群 G 在一切群的范畴中是内射群 e 当且仅当 G = {1}. (本題中的核 SI 以不是阿贝尔群 .） 

提示： 设 A 是自由的并以 U ，/ 为基，并设 B 是半直积 B = A >^< r > ,其中*是一个2阶元索，它由 
txz = _ y 和= a : 作用在 A 上. 

10.4 设 SU (2) 是特*酉鮮，它由一切行列式为丨的满足下列性®的复数矩阵组成： 
ab -\- cd =*0, aa 十坏=1， cc +</3= l . 


© 当白尔引人内射模的*念以 5E 明这个结果的时候 • 术语 injective (内 射） 崗未朗立.在认识了内射鮮是自由样的对 
»之后，他开玩笑地称这#群为法 BW, 并离兴地解釋说这神祥是平凡的. 
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如果 S 是例10.6(乂>中1^的子群，证明 S ^ SC /(2). 

_ 提示： 用习埋 8. 2. 

10.5 举出一个群的分裂扩张的例子 

1 —K 二 G 乙 1， 

对于它不存在 H 态使得 9 i _ = 1 K . 与习题 7. 17 比较. 

10.6 证明 Q (即四元败群）不是半直积. 

提示： 回忆 Q 有唯的 2阶元素 • 

10.7 ( I ) 证明 A , XI 2 . 

提示： 用命题 2. 64,该命题说為 4 没有6阶子屏. 

( II )证明12阶非阿贝尔 鮮：力 ,，5^ X 1 和 T 中的任两个都不同构.（见例 10. 9.) 

(_1)仿射群 Af 〖( l , F 4 > (见例10.11>是一个12阶非阿贝尔屏•它同构于次 ，51 X 1* 或 T = I 3 xl * 吗？ 
10.8 证明例 10. 10中构«的8阶群 G 和 D , 同构. 

10.9 如果 K 和 Q 部是珂解群，证明 K 和 Q 的半直积也是可解群. 

10.10 设 K 是阿贝尔群，设 C ? 是群， 并设沒 ： Q - Am ( K ) 是同态 • 《明 K » Q 兰 KXQ 当且仅当沒是平凡映 
射（对一切 >r € Q ，0, = 1 K > • 

10.11 ( I ) 如果 K 是阶为索败/>的循环群，证明 Aut ( K > 是— 1阶循环群. 

(■> 设 G 是/> 9 阶群，其中是 索数. 如果(声一 1>, «明 G 是循环群.由此可知，比如说，每 
个15阶群是循环群. 

10.12 设 G 是加法阿贝尔-群，其中/>是索数 • 

( I )如果 （ m ，/>> = l , ff 明®数是 G 的一个0同构. 

(II ) 如果/>是奇索败且 G - <度> ft 〆 阶循环群，《明由 f :< ih-Up + 2>« 给出的 f G - G 是滴足 
npg ) = 2 pg 的_一自同构. 

10.3 一般扩张和上同调 


现在我们研究一般扩张问 败： 给定群 Q 和阿贝尔群 K , 求出 K 与 Q 的一切（不必 分裂）扩张. 
根据我们对半直积的讨论，也就是对分裂扩张的讨论，把问题通过如下方式稍练是合 理的： 假定 K 
是<3-模，然后寻找一切实现算子的扩张. 

描述群 G 的一个方法是给出它的乘法表：即列出它的一切元素…和一切乘积亊 
实上，我们构造半直积就是这样 做的： 元索是和: r 6 Q 的一切有序对 （ n ) ,乘法（其实是加 
法，因为我们选择把 G 写作加性的）是 

(a«x) + (6*^) = (a -f-aA*xy). 

1926年，施赖埃尔用这种方法解决了扩张问题，本节呈示他的解.证明并不深奥，但涉及处理和 
_组织一长列初等计算. 

然而必须指出，施赖埃尔解并不能使我们磽定不 间构的 中间群 G 的个数.当然，这个问题没有 
容易的 答案. 如果群 G 的阶为”，則它的元素有 n ! 个不同的表，因此对于 G 有多达 （ n !” 个不同 
的乘法表（”个行的每一行籌有 it ! 种可能性〉.现 在俚设 H 是另外一个 n 阶群. 确定 G 和//是否 
同构本质上是比较它们的乘法表的族，以确定是否有 G 的一个乘法表和 H 的一个乘法表一致. 

我们的策略是析取一个给定的扩张 G 的足够的性质，根据这些性质可以把 G 重构.于是，可以 
假定 K 是一个 Q - 棋， G 是 f (与 Q 的实现算子的扩*,且已选取了一个格集代表系有了 




这些初始根据，我们知道每个 《6G 有形如 

g == a -W(a:> v a 和: r 

的唯一的表 达式； 这是由于 G 是陪集 fC+ 代 J：) 的不相交并.进一步 • 如果: r, ： y€<3, 則 /( 0：)+/(30 和 
/(a) 是同一个陏集的代表元（没有说两个代表元相同！ ）， 因此存在元索 /(x, ： y> eK 使得 
« x ) + / Cy ) = / Cx , y )+/( x 3 r ). 

定义给定 K 与 Q 的扩张 G 的一个提升满足/(1>=0, M —个因子组 ㊀ （或余明）是 
指函數 /: QX (3—/ C 满足对一切 jt , yeQ , 

/(x)+/Cy) = fU,y)+/(.Joy). 

选择提升满足 /(1) = 0 是 ft 然的，因此把这个条件加人因子组的定义中 I 我们的因子组 常叫做 
正 规化因子组. 

当然，因子组依赖于提升/的选取.当 G 是分裂扩张时，存在构成同态的提升，相应的因子组 
恒等于 0. 因此，可以把因子组看作提升构成同态的 陣碍； 即因子组描述一个扩张与分裂扩张有怎 
样的差异. 

命題 10. 12 设 Q 是群， fC 是 Q- 模，且是一个实现算子的扩张.如果 
是满足/(1> == 0的提升 • 且 /: QXQ -^/ C 是对应的因子组，則 
( I ) 对一切 J：,：y 6Q, 

/(l#y) = 0 = /(x*l)i |7g5| 

(ii ) 余圈 恒等式 成立： 对一切 ： c ，： y,*6Q, 有 

/(x*y) + f(jcytz) = xf{y 9 z) f{x 9 yz). 

证明 在定义 /(： r ,； y 〉 的等式 

iix) +/(，）*= fix ， y 、+ Axy) 

中，令 i = 1 , 可知汽>> =/(10») +代>)[因根据我们新的假设，/(1>*=0],因此 /(l,：y> •令 
: 1 可得（丨）的另一个 等式. 

余圈恒等式来自 G 的结 合性. 对一切 a:,：y，*eQ, 有 

[/( x )+/( y )]+/(«) = /( x , y )4*/(^) + /( 2 ) 

= fixty) + f(xy t z) + £{xyz'). 

另一方面， 

/(x)+[/(y) +/(*)] = /(x)-f +/(yr> 



= xfCytz) + f(x 9 yz) -f- i(xyz). _ 

更重要的是逆命题为真. F —个结果推广了命题 10. 7中 Kx * Q 的构造. 

定理 10. 13 給定群 <3和 Q - 模 K ， 函數 /: QXQ —/ C 是因子组当且仅当它满足余明杻等式 ㊁ 
—/(xy,*) + /(x,y«> ~/(x,.y) = 0 
和对一切 •!：，>，z 6 Q 有 /( l ， y >=0 = /( x , l ). 

更精确地说，存在 / C 与 Q 的实现算子的扩张，且存在味集代表系/»(?-心，它对应的因子组为 /. 
证明必要性是命理 10. 12.关于逆命題，定义 G 为 fCXQ 中一切有序对 （ a ,: r ) 的集合，配置运算 


© 如果转换为乘法 记号， 将看到因子组出现在因子分解= / U , y >/(^ y ) 中. 
© 写作交错和的这个恒等式.使人联想到 10.1 节中擂述的几何■的公式. 
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(a,x) + (b 9 y) = (a + x6 + /(x,y) ,xy). 

(于是，如果/恒等于 o , WG == KX 3 Q .) G 是群的证明类似于命題 10.7 的证明.余圈恒等式用来证 
明结 合性： 

((a 9 x) (b 9 y) )4 - (c 9 z) = ia-\- xb + fix 9 y) f xy) + (c*z) 

1796| = (a + jA -h fCx 9 y) + xyc f(xy 9 z) txyz) 

和 

(atx) -f ((6*y) + (c.«) )= <a»x) + (6 + 3C + f(.y*z) ^yz) 

=(a + + xyc xf(ytz) + fix 9 yz) 9 xyz). 

余圈恒等式证明这些元素相等 • 

我们让读者证明么元是 (0,1) 且 ( n ) 的逆是 

—(n) = (— x~ x a — x~~ l f(x t x ~ l ) tx "~ l ). 

定义/为多 • ( a . x ) h - x . 因为第一个坐标中出现的只是一个“花招”，易知 P 是满同态且 
ker/»=<(a,l) *a€K>. 如果定义 i 为 《• ,则有扩张 0 — K 二 G 二 Q — 1 • 

为证明这个扩张实现算子，我们 X 要证明对每个提升/,关于一切和 x € Q 有: re * = 
/(x) + a — tix) . 现在有某个 66 K 使得 /(x) = (6,:r) 和 
/(x) + (a,l)-/(x) » (6,x) + Ca,l) -(A.x) 

= (6+xd* x) + (—x *6—x -1 / (x* j*^ 1 )* x _1 ) 

=(64-xa+x C-x-^-x- 1 / (x, x' 1 )] +/ (a:, x* 1 ), 1) 

= (xa 9 1). 

最后，需要证明 / 是由 / 确定的因 子组. 选取提升为对一切: c € Q , /(工)=(0.:*:>.由/确定的因 
子组 F 是由 

F(x 9 y) = fix') 4- i(y) — /(xy) 

= (0 9 x) + (0 9 y) (0,xy) 

={f(,x%y) 9 xy) + (— (xy)~ l f(xy t(xy)" 1 ) f (xy )~ l ) 

= (f(.x%y) -f xy[r~ ixy)~ x fixy )] -h fCxy Axy )~ l ) txyCjcy )"' 1 ) 

=(/U,y),l) 

定义的. ■ 

下一个结果表明我们已经找到了 Q - 模 K 与群 Q 的一切扩张. 

定义给定群 Q ， Q - 模 K 和因子组/，令 G ( K , Q ,/) 表示定理 10. 13中构造的 K 与 Q 的扩张 
的中间群. 

定理 10. 14设 Q 是群， K 是 Q - 模，并设 G 是 K 和 Q 的实现算子的扩张.《存在因子组 /* 
QXQ — fC 使得 

(Z?Zl G^G(K,Q,/). 

证明设是提升，并设 /« QXQ — K 是对应的因 子组； 即对一切: y 6 Q 有 
/U) +/(y)= f(x,y) 

因 G 是陪集的不相交并， G = Mk +/( x ) • 每个 G 有唯一的表达式名 =a-h/(x) ，其中 

*€Q 

K 和 X 6 Q . 唯一性蕴涵由 
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9 sg = a + /(x) h^(.a t x') 

给出的函数 y >: G -^ G ( K , Q ，/) 是合理定义的 双射. 现在证明 炉是 同构. 

9 >( a -\- /( x ) + 6 + /(_ y )) = + /( x ) + 6 _ / U ) + /( x ) + /( y » 

= 9(a + x6+/(x)+/(>)) 

— 9 (.a + + f ( x 9 y ) - f - A ^ y )) 

=(fl + + /( x * y ) * xy ) 

=( a « x ) + (6， y ) 

= 9( fl + /(!：>) +9(6+ /( y )). _ 

注为了后面的应用，注意，如果 JM < Pia ) = fCa - f / d )) = ( a . l ), 并且如果 
•r 6 Q , 則 f (/( x )) = (0, x ). 要是选取的提升 / 满足 Al ) 关 0 , 就没有这个结果. 

现在我们已经用因子组描述了一切扩张，但因子组由提升 确定. 任一扩张都有许多不同的提 
升，因此依赖于提升选取的描述必有重复. 

引理 10. 〗5給定群 Q 和 Q - 模 fC , 设 G 是 K 和 Q 的实現算子的扩张.设/和 /' 是分别产生因 
子纽/和 /' 的 提升. 《存在函教 A « Q — K ： 满足= 0且对一切 : c,y 6 Q ， 
f ( x ^ y ) — /( x * y ) = jh ( y ) — h ( jy ) 十 h ( x ). 

证明对每个和， Cr ) 部位于 /C 在 G 中的同一个 » 集中，所以存在元索 ZiCr ) e/C 使得 
f ( x ) * h ( x ) + /( x ). 

因/(1〉=0=，(1)，有 A (1)，0. 主要公式导出 如下： 因为 G 实现算子，有 

- lh ( x ) +/( x )] 4- {: h ( y ) + /(>)] 

= h ( x ) + jMy ) 十 « x ) + /( y ), 

继续有等式 

d(x) + ^ (y) « hix) + j*(y) 4- /(x*>») 4- /(x>) 

= A ( x ) + jMy ) + — h { xy ) + 〆 ( xjy ). 

根据定义，/满足 /'( d + Ay ) = /( i ,： y >+， （巧) • 所以， 

f ix ， y 、= h ( x ) - xh { y ) +/(:， y ) — h ( xy ). 

因此， 

— fCx 9 y) = xh(y) — h{jy) -f- h(x). ■ 

定义給定群 Q 和 Q - 模 K , 如果一个函數茗： QXQ —/ C * 足下列 条件： 存在函數滿 
足 A ( l ) = 0使得对一切 eQ 有 

g ( x * y ) = xh ( y ) — h ( ay ) + Mjt )， 

则称 g 是一个上边缘. 

因为这个公式是一个交错和，它类似于 10.1 节中描述的关于几何边界的公式，所以产 生上边 
缘这个术语. 

我们刚才已经证明，如果/和/'是由不同提升形成的扩张 G 的因子组，則 /一/ 是上边缘. 
定义 給定銲 Q 和 Q - 模 K , 定义 

Z 2 ( Q , K ) = {一切 因子组 /: QXQ — K }, 

BHQ t K ) ={一切上边缘容： QXQ ^ K ). 


國 



命题 10. 16 给定群 Q 和 Q - 棋 if , 則 ZHQfK ) 是一个阿 H 尔群，它具有点态加法运算 
/+ / : U , y > h - / Cx ,>) + /(. x . y ), 

且 B 2 (<3,/0 是 Z ^ QifO 的子群. 

证明为证明 z z 是群，只需证明/_/满足命 a lo . 12中的两个恒等式.这是显 然的： 把关于 
/和 /' 的等式相减即可. 

为证明 B 2 是 Z 2 的子群，我们霈要证明每个上边缘 g 都是一个因子组；即 g 满足命题 10.12 
中的两个恒等式•这也是简单的，留给读者.下一步需要证明 B 2 是非空子集；但零函数，即对 
—切= 0显然是一个上边缘.最后，我们证明在减法下 封闭. 如果 h , k ' iQ 一 
K 表明《和 〆 是上边缘，即 〆 jr ,; y > = 3 h ( y ) - h ( ry ) + h ( x ) 和 〆 （ i , y > = W ( y ) - h '( xy ) + 
仏〉，则 

|799| (,g — g ') ix , y ) = x(.h — h '){ y ) — ih — h ')( xy ) + (A — h ')(. x ). ■ 

一个给定的扩张有许多提升， W 此有许多因子组，但这些因子组中任意两个的差是一个上边 
缘.因此提出下面的商群. 

定义 定义第二上同 调群为 

H 2 (Q,K) = Z l (Q,K)/B 2 (Q,K). 

定义給定群 Q 和 Q - 模 K , 如果对于 K 和 Q 的两个实现算子的扩张 G 和 G ', 存在 G 的一个 
因子组/和 G ' 的一个因子组 /' 使得尸一/是上边缘，則称两个扩张 G 和 G '等 价. 

命 *10. 17给定群 Q 和 Q - 模 K , K 和 Q 的两个实现算子的扩张 G 和 G ' 等价当且仅当存在同 
构 yiG — G ' 使得下图 交換： 


K - !—*C - p - - -Q 



注用田上追榇法可证明使得图交換的任一同态 y 必是一个同构. 

证明假定两个扩张等价.我们先设置记号.设 OCJ - G 和 〆 都是提升，设/, /是 
对应的因子组 I 即对一切 4 ：,;y 6 Q , 有 

Ax) 4 - t(.y) = f(x,y) + /(.xy), 

以及关于 /' 和，有类似的 等式. 等价意味着存在函数 A : Q - K 使得 A ( l ) =0以及对一切 i,;y GQ , 
fixty) — f ix,y) = xh(y) — hixy) + A(x). 

因 G = U K + eU ) 是不相交并 • 每个 《6 G 有唯一的表达式 /f = a + /(: c >, 其中和 ： r 类 

似地，每个 〆 泛^有唯一的表 达式* ' = a +，( x ). 

下面这部分的证明是定理 10. 14证明的 推广. 定义 yi G - G ' 为 

y(a + /(x)) = a + A(j)+/(x). 

该函数使得图交换.如果则 

iMl 7( a ) = r<a + /( l )> =fl + A ( l )+，（ l ) = ai 

进一步， 

p’y(fl + /(:r>> = ^(a +A(x) f (x)) — x = p(a + /(x>). 

最后， y 是同态： 

y([a + Ax)] + [fr + /(y)]) = ria-hjcb^-fCxty) tixy)') 




同 
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y(a + /(x)) + yib + tCy)) = <a +A(x> +, (x)) + (,b + h(y) + ^ <y)) 

=a + h(.x) + j:6 + xh(.y) + f t {x,y) +〆 (xy) 

= a + j* + a(x)+JA^y) +/(x,y)) + fUy) 

= a-\-xb + f(x,y) + A(xy) +/'(.xy). 

我们用了对 /_/ 给出的等式[记住除以外的一切项都在阿贝尔群 K 中，因此它们可以重新 
排列]. 

反之，假定存在同构 y 使得图交换，从而对一切4» , y ( a ) = a 且对一切 
x = 〆/(*>> = p’yHY ) ， 

由此沐: Q - G ' 是 提升. 把 y 作用到定义因子组/的等式 /(■!：>+/(; y >=/ U , y >+/(： oO 上，可知 y / 
是由提升冰确定的因 子组. 但对一切因为 /(Ay) . 因此有 y/(jr,y> = /(x, ： y> . 所 

以，/也是第二个扩张的 W 子组. 另一方面，如果/是第二个扩张的其他因子组，则定理 10. 17表 
明/一/ 6 B 2 ;即两个扩张 等价. _ 

我们说命题 10. 17中的同构 y 实现了等价.定理 10. 14后面的注表明同构 y > G - G ( K , Q ,/) 实 
现了扩张的等价. 

例 10. 18如果 K 与 Q 的两个实现算子的扩张等价，则它们的中间群 同构. 然而，逆命题不成 
立：我们举例说明两个不等价的扩张可以有同构的中间群.设 p 是奇索数， 考* 下面 的图： 


0- *K ——― -O ——« —— *1 



定义 fC =< a >, 它是/■阶循环群， G = </?> =6 . 它是 〆 阶循环群，<3 =<;«•>, 其中1 = *+尺.在最 
上面一行中，定义 i ( a > = / K 和汉为自然映射^在底下一行中.定义 Aa )* 2 席和 〆 为自然映射.注_ 
意，因为户是奇数.所以 《' 是单射. 

假设存在同构 yiG - G * 使得 [5 交换. 第 -- 个方块的交换性蘊涵 y ( A >> = 2 Ai . 根据习睡 10. 12 
(ii ). 这迫使 〆 第二个方块的交换性给出 / f + KsSg + K * 即发 € K . 由此可知两个扩 
张不 等价. ■ 

下一个定理总结了本节中的计算. 

定理 10. 19 (施赖埃尔）设 Q 是群， K 是 Q - 模， 并设 〆 Q , K > 表示 K 和 Q 的实现算子的扩 
张的一切等价类 的族. 存在双射 

它对于分裂扩张类取 0. 

证明记扩张 

的等价类为 [ G ] •定义幻 Zf 2 ( Q ， iO -^( Q,iO 为 

9> f+B l h*CG(K,Q,/)], 

其中/是扩张的因子组，目标扩张如定理 10. 13所述构造. 

首先，？是合理定义的 单射： 根据命埋 10. 17, /和尽是因子组满足 /+ B 2 = g + E ? 当且仅当 




[ G ( K , Q ,/>] = [ G ( K , Q ， g >]. 为证明 9>是 满射，设 [ G ]€ KQ , K >. 根据定理 10. 14和它后面的注， 
有某个因子组/使得 [ G ] = [« K ， Q ，/)], 从而 [ G ] = «/+ B 2 ). 最后，零因子组对应半直积 • _ 
如果 H 是群，且存在双射？其中 X 是集合，則存在定义在 X 上的唯一运算使 X 成 
为一个群且？》是 同构： 给定 x , y € X , 有*,使得和: y = fa > ,我们定义 : ry =9(«*>. 
特别地，有一个方法把扩张的两个等价类相加；这个方法叫做白尔和（见 10.6 节〉. 

系 10.20 如果 Q 是群， ff 是 Q - 模，且 H 2 ( Q,iO = {0} , « K 和 Q 的每个实现算子的扩张 
都是一个半直积. 

证明根据定理， 《( Q , K > 只有一个元索；因分裂扩张恒存在，这一元素必是分裂扩张的等价 
类.所以， K 和 Q 的每个实现算子的扩张分裂，从而它的中间群是半直积. ■ 

_ 我们现在来应用施赖埃尔定理. 

定理 10.21 设 G 是 njn 阶有限鮮，其中 = l •如果 K ■是 m 玢阿贝尔正规子群， 則# (有补 
且 G 是半直积. 

证明定义 Q = G / K . 根据系 10.20, 只要证明每个 因子组 / iQXQ 一 / C 是一个上边缘.定义 
( MQ—K 为 

aCx) = 2/( x ， y 〉》 

因为 Q 是有限的而 K 是阿贝尔的，所以是合^定义的.现在取余，恒等式 

x/(y,r) — f(.xy,x) + f(x,yx) — /(x,y) = 0 

在一切上的和，得 

xa(.y) — aixy) + a(.x) = nf(x,y) 

( Wz 遍历 Q , 所以: yr 也遍历 Q ). 因 （ m ,”〉= 1 , 存在整数 s 和 f 使得 + &i = 1 • 定义 / mQ—K 


注意 A ( l ) = 0 和 

— h(xy) + A ( x ) = — msf(.x,y). 

但 j /( x ， y > , 从而 Tm / Cr . y ) =0 •所以，/是上 边缘. _ 

注霍尔证明，如果 G 是 m ” 阶有限可鮮群，其中 （ m , n ) = l ，《 G 有 m 阶子群且任何两 
个这样的子群共挺.特别地，在可解鮮 t , 每个（不必 正規〉 西罗子群却有补.由于这个 
定理，对于有限群 G 的一个（不必正规）子蛘 H ， 如果（丨 H I ,[G > H ]) = 1 ,則称 H 为 
霍尔子群.于是，定理 10.21 常陈述为任意有限稃的每个正规霍尔子縟都有补. 

我们现在用一点群论来去掉 K 是阿贝尔群的假设. 

定理 10.22 (舒尔-扎森康斯 © 引理）设 G 是 ; mi 阶有限群，其中 （ m , n > = l . 如果 K 是 to 阶 
_正规子群，《 K 有补且 G 是+ 直积. 

证明根据习題10.2,只要证明 G 包含一个”阶子群,我们对 m>l 用归纳法证明这种子群的 
存 在性. 当然，基硇步 m = l 为真 • 

假设存在 K 的真 子群了 满足⑴ < ： T <1 G , 則'和 ( G / T )/( K / D 兰 G/K 的阶为 n . 因 


© 1904 年， 舒尔对 Q 是循环》的特殊情形证明了这个定理 . 1938 年.扎 ft 豪斯对任意有 S » Q 证明了这个定理. 



r<K， 有 I K / T \<\ K \ = m , 从而归纳假设提供子群 iV/T<G/T 使得 i N / T \= n . 现在| N | = 
»|T|, 其中 （I 丁 |,n) = l [因为丨丁丨是！ K|=m 的因数].因此 T 是 N 的正规子群，它的阶与指 
数互索.因丨 T| < | K| =m, 归纳假设提供了 N 的 n 阶子群 C (显然它是 G 的子群）. 

现在可以假定 K 是 G 的极小正规子群> 即没有 G 的正规子群 T 满足 {1}<： T < K . 设户是 
| K | 的索因数，并设是 K 的西罗 p - 子群. 根据费拉蒂尼命题，即习题 5.21, 有 G = 
KN C CP ). 所以， 

G/K = KN C ( P)/K 

主 N C ( P)/(K fl N C ( P )) 

= N G ( P )/ N K (尸) • 

因此 ， I JV K ( P > 丨"=丨 N K ( P ) || G / K | = | N C ( P > 丨 _ 如果 N u ( i >) 是 G 的真子群，则 | N k ( P )|< 
m , 且归纳®设提供阶子群.所以可以假定 N C ( P ) = GJU P < JG . 

因 {1}< P < K 和 P 是 G 中的正规子群，而 Kft 极小正埤子群， 因此必 WP = K . 但 P 是一 
个 />- 群，因此它的中心 Z ( P ) 是非平凡的.根据习 K 5.19( t »), 有 Z ( i »)<] G , 并且因为/»=/(是 
G 的极小正规子群，所以2(/>> =尸.由此， P 是阿贝尔的，问晒简化成定理 10.21. ■ 

系 10.23 如果有《•群 G 有正规®罗 />- 子鮮其中 P 是 IGI 的某个素因教，是半直积 | 
精确 地说. P 有补 • 

证明西罗子群的阶和指数是互索的. ■ 

舒尔-扎森豪斯引理还有另一半未转 叙述： 如果 / C 是 C ； 的正规子群，它的阶和指数互索，则 
的任两个补是共轭子群.我们现在证明存在 H 2 ( K ， Q ) 的类似物，当 K 是阿贝尔群时，它的消失蘊 
涵补的 共轭. 群 HhKiQ ) 和 H 2 < K , Q > —样，由初等计算的序列形成. 

我们先从一个计算结果开始.设 QS 群， K 是 Q - 模，并设 0 —K — G - Q 一1是分裂扩张•选 
取提升 “ Q — G , 从而毎个元索 / reG 有形如 


的唯一的表达式，其中和 iGQ . 

定义称释 G 的一个 自同构 稳定一 个扩张 0- 


,如果下图 交換： 


.i\ I 1 " 

」 _ . JL _ 


K 和 Q 的一个扩张的一切稳定化自同构的集合，其中 K 是 Q - 模，在复合下形成一个群，记为 

Stab ( Q , K ). 

注意一个稳定化自同构是实现一个扩张和它自己等价的 同构. 在命题 10.26 中将看到 StabCQ , 
K ) 不依赖于扩张 • 

命题 10.24 设 Q 是群， K 是 Q - 模，并设 

0 — K —► G — ^ Q 1 

是分裂扩张.如果。 <3— G 是提升，《形如 


= <2 + dix ) +4r 

(其中的每个穂定化自同 构史 ： G — G 不依賴于提升，的选取.此外，这个公式定义了一 
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个稳定化自同构当且仅当对一切 j：,：y € Q ， 凾数 K 满足 
dixy ) = dix ) xd ( y ). 

证明如果 9 是稳定化自同构，則钎 = *•, 其中 i :/ C — Q ， 且烨=/>.因为假定:•是包含映射 
[这仅仅使我们可以方便地把 iOO 写作 a ], 对一切 fl € K 有 9 U ) =«• 为了运用 P 的第二个约束，假 
设有某个 dU 〉 eK 和 : y € Q 使得外釭〉 = d (: c)+/：y •则 

x = pUx ) 

= pPiix ^ 

= p ( d ( x ) +60 
= yt 

即 x = y - 所以 * 

9 (fl + / r > = 9 ( a )-\- 9iix ) ^ a + dix ) lx . 

为证明公式对于 d 成立，我们先证明 d 不依賴于提升的 选取. 偎设， K 3— G 是另一个提升，因此有 
某个 rf '(: r > eK 使得 P ( A ) =/(： T )+，； r . 现在因为 〆 'z =:= 〆 ！，存在 € K 使得 /:r = 
k ( x ) +ix . 所以， 

d ' lx ) = 9i ^ x)-/x 

=f(*(x)+&)-/ ， x 
=*( i ) + d ( j )+4 r-^x 
* d (. x) f 

这是因为 Hx ) £x — = 0 . 

因必: r ) 不依赖于提升 / 的选取，又因扩张分裂，我们可以假定，是 同态： &+ 办 = A : r ： y ). 用 
两种方法计算舛&+ 60. —方面， 

9 (, ix + ty ) = < PU ( xy )) = d ( xy )/(. xy ). 

另一方面， 

9 Ux - h ^ y ) = 9(/ x )+9(6») 

= dix ) +£x + d (, y ) iy 
= d ( x ) -\- xdiy ') +/( iy ). 

对于逆命埋的证明，如果 《 a + to > = a + d (: t >+& , 其中满足给定的恒等式，则容易证明 
稳定化同构，把它留给读者. 

给这样的函败一个名称. _ 

定义设 (3 是蜉，并设 K 是 Q - 模. 一 个导子 © (或交叉罔态）是指函数 diQ — K 满足 
dixy ) = xdi ^ y ') + < i ( x ). 

一切导子的集合 Der ( Q ， ZO 在点态加法下是一个阿 贝尔群 [如果 K 是平凡 Q - 模，則 Der ( Q，JO = 
Hom ( Q , K )]. 

如果 d 是导子，則 d ( ll ) = 1必1)+火1) 6 K , 从而必 1)=0. 


㊀早先我们定义（不必结合的）环及的导子为函败 d */? — /? 满足 d (句 o-dcoy+x*/。）. 这里的导子是在棋上定 
义的，而不是环. 
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例 10.25 ( I ) 如果 Q 是群和 K 是 Q - 模，則形如 uU ) = Mi 0 - a 0 (其中 flo 6 K ) 的函数 

u : Q — K 是一个导子： 

u ( x ) + xu ( y ) =加 0 — fl 0 + xiya ^ — a ©) 

—迎 o — a 。 +巧<*0 一 加❶ 

= xya 0 — a 0 
= u ( xy ). 

形如 tt (: r )= x 知一 a 。 的导子《/叫做主导子. 

如果 Q 在 K 上的作用是共轭 ，加 =ar + fl — x , 则 

JM 0 — flO = X + fl 0 — •！一 OoJ 

即 : rao — a 0 是和 Cl 。 的换位子. 

( II ) 容易验证一切主导子的集合 PDer ( Q ， K ) 是 Der ( Q . K ) 的子群 • 

回忆 Stab ( Q . K ) 表示 K 和 Q 的一个 扩枨的 一切稳定化自同构的群. 

命 B 10.26 如果 Q 是鮮， K 是 Q -模 ，0 — (3今1是一个分裂扩张，則存在同构 
Stab ( Q . K ) -^ Der ( Q , K ). 

证明设 f 是稳定化自同构•如果 " Q - G 是提升，则命理 10.24 说 9 (n + 釭> = a + ^： r > + 

釭，其中 d 是 导子. 因这个命題进一步说 d 不依赖于提升的选取，所以9卜3是合理定义的函数 
Stab ( Q,ZO — Der ( Q,IO ， 易知它是一个同态. 

为证明这个映射是同构，我们构造它的逆.如果 d € Der ( Q , K ) , 定 X 9 *G — G 为扒 a + ix ) ， 
a + d { x )+( jc . 现在根据命既 10.24, P 是稳定化的，且 dh - f 是所要的逆函数. ■ 

从 Stab ( Q , K ) 的定义并不能明显地看出它是阿贝尔群，这是因为它的二元运算是复合.然而， 

因为 Der ( Q . K ) 是阿贝尔群，所以 StabCQ . K ) 也是阿贝尔群. 

回忆如果群 G 的一个自同构史是共辘， 則称史 为自内用构： 即存在使得对一切有 
f ( g 0 =c + 贫一 €*( 如果 （； 写作加性的） • 

引理 10.27 设 Q — 1 是分褽 扩张，并设是 提升. 則函教心是关 
于某个岣 € K 的穩定化内自同构当且仅当 

Via + = a + as 0 — a 0 + ix • 

证明如果记 AaOsjrao — cio , 则？^ +釭> =a + d ( x ) Hx . 但 d 是一个（主）导子，因此根 
据命題 10.24, 炉是稳定化自 同构. 最后， f 是由一 形成的共轭，这是因为 
~~ a 0 + ia -\- ix ) +ao = — a © + a 十加© +/!r = ix ). 

反之，假定是稳定化共轭 .沪 是稳定化的就 是说外 <1+ 釭 > = a+</(x)+ 厶 i 史是由 aoGK 形成的 
共無就是说 VKfl + 红〉 = a 0 a -\- lx — a 0 • 但 flo+« + 4r — ~\r a ~ xao - h/r * 因此正如所要 
的 d ( x ) = a 0 — xa 0 . ■ l^fl 

定义如果 Q 是群和 K 是 Q - 模，定义 

HUQ.iO = Der ( Q ，/0/ PDer ( Q ， K )， 

其中 PDer ( Q , K ) 是由一切主导子組成的 Der ( Q , K ) 的子群. 

命题 10.28 设0 一 K — G — Q —1 是分裂扩张，并设 C 和 C ' 是 K 在 G 中 的补. 如果/ ^( Q ， 
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K) ， 《 C 和 C' 共轭 • 

证明因 G 是半直积，存在以 C 为象的提升和以 C' 为象的提升〆： Q—G， 且它们都 
是同态.于是，分别由这两个提升确定的因子组/和 /' 都恒等于零，因此/_/=0.但引理 10.15 
说存在 k : Q — K ， 即 =/:r — 釭，使得 

0 = f (. x 9 y ) — = xhiy ) — h ( xy ) + A(x)j 

于是， /i 是导子•因 H ! (Q,K) - {0> ,所以是主 导子： 存在 floGK 使得对一切 x 6Q 有 
^X — ix = A(x) = xa 0 — a 0 . 

因 G 中的加法 满足〆 j : 一叫 =—:rao . 所以有 

ix = a 0 —jm 0 dx — a Q ^x — Qq. 

但 iW = C 和 im/'= CT ，因此 C 和 C'ga。 共轭. _ 

我们现在可以补充舒尔-扎森豪斯定理. 

定理 10.29 设 G 是 mn 阶有 限群， 其中 （m,n> = 1 • 如果 fC 是 m 阶阿贝尔正规子群，则 G 是 
K 和 G / fC 的半直积，且 K 的任两个补共 耗. 

证明根据命题 10.28, 只要证明 HUQ,iO = {0> ，其中 Q=G/K. 首先注意丨 Q1 = |G|/|K| = 
nm/m = n . 

设是导子：对一切 : r，y€Q , 有 

dixy ) = jcdCy ) - d ( x ). 

这个等式对一切: y eQ 取和得 

A = xA 4 - ndix ) t 

其中厶 = (因 y 遍历 Q , 所以也逋历 Q > • W ( m , n ) = 1 • 存在整数 s 和 r 使得 

，色 Q 

sn + (m = 1 . 因此， 

dix ) *= snd ( x ) + tmd ( x ) = W(x>* 

这是 W 为出 z) ，从而 WCr) =0. 所以， 

d ( x ) = sA ~ xs ^. 

_ 令叫 =— 可知 a 是主 导子. ■ 

去掉定理 10. 29中 /( 是阿贝尔群的假设比去掉定理 10. 21中的这个假设 S 难 得多. 我们先证明 
如果 K 或 Q 是可解群，则补都是共轭的.因 | QI 和！ K | 互*, K 和 Q 中至少有一个的阶是奇 
数.费特-汤普森定理说每个奇败阶群都是可解的，从而完成 ffi 明. 

除了舒尔-扎森豪斯引理之外，在群论中同谰还有其他的 应用. 例如，如果 G 是群， a €G，y a «g 
卜叫厂 1 是由 a 形成的共轭 • 则对 一切； I 有因此，如果<1的阶为素数户且 a$Z(G) ， 
则匕是/>阶自 同构. W.Gaschuw 的一个定理用上同调证明每个有限非阿贝尔/>-群有一个/»阶自同 
构，它不是由 G 的一个元索形成的共轭. 

我们仔细考虑已经产生的公式. 

因子组 ： 0 = xf ( y 9 z ) — f ( xy 9 x ) + fix ^ yz ) — f { x f y ) 

上边缘： /(x，y) = jhCy ) — h ( xy ) + A(x) 

导子： 0 = xd (, y ) — dixy ') + d ( x ) 

主导子： d ( x ) = xa 0 — a 0 

这些公式都涉及交错和,因子组和导子似乎是核，而上边缘和主导子似乎是象.我们把这一点表达 
得更精确. 
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记 Q 的 n 个复制的笛卡儿积为 Q ” ； 为淸楚起见，记0” 中的元素为[心 ，…， 〜]以替代 
(巧，…， x „). 因子组和上边缘是某种函数 Q 2 -/ C ， 导子是某种函数 Q 1 — 设 F „ 是以 Q ” 为基的 
自由左 ZQ - 模.根据基的定义，每个函数给出扩张/的唯一 Q - 同态 — 1 C ，这是 
因为 K 是 Q - 模；即如果 Set ( CT ,/0 表示集合范畴中一切函数的族，则 /—/ 给出双射 
Set ( Q ", K > — Hom 2 Q ( F ( I , iO . 

这个函数的逆是由 res « g\^g I CT 定义的限制 

res « HomzQ ( F n 9 K ) -► SeKQ " , K ). 

我们现在定义由各个公式引发的 映射： 

-► PW 3 I >， y ， 2 ] = xly , x ] — [ j ^ r , r ] + [ x *>«] — [ x . y ]， 
d 2 : F 2 — FW 2 (>， y ] xly ] — Ixy "] - f - [ x ]. 

事实上，还要多定义一个 映射： 设是 1- 点集，从而 Fo = ZQ 是单一生成元1上的自由 
模.现在定义 

* F l F 0 * d \ [ x ] =■ x — 1. 

我们巳经在自由棋的*上定义了 4 和 4, 从而它们的每一个都可扩张成一个 Q - 映射. 

命題 10.30 序列 

F 3 土 - F 2 -^ F 0 

是 Q - 模的正合列. 

证明槪要我们只驗证 =0和木禹=0 ;即 inu / 2 £ ke # 和 inu / 3 Q kerd 2 • (难处理的） 
反包含将在引人某个同调代败之后，再在定理 10. 117中证明 

d x d 2 lx , y ] * d x ( x [ y ] — [ ay ] + [ x ]) 

= J ^ iLyi-di lxy 2 + dy [ x ] 

= jr(y — 1) — (xy — 1) + ( x — 1) 


(等式- X 心 Lv ] 成立是因为 < 是 Q - 映 射). 读者应注意这个计算和命题 10. 16中的一样. 

d 2 d 3 [.Xfy 9 z] == d 2 (ar[y,«] — lay 9 z] + Ir^yz'] - [x,>r]> 

= 一 4 [ 巧 ， *] + d 2 {.x 9 yz'] — dz^xty] 

=x(y[«] - [>«] + [y]> - Cxylz] - Ixyz"] 4 - [xy]) 

+ ( i[yO - [ x >«] + [ x ]) — ( x [ y ] - Dry ] + [ x ]) 

*0. ■ 
回忆如果： V 是集合且 K 是模，则函数 X — iC 和同态 F — fC 相同，其中 F 是以 X 为基的自由 
模： 正式地说，函子 Set ( X , )* Hom ( F ,) ，它们映射 zgMod — Set , 是自然等价的•运用反变函子 
Hom ZQ ( ，/ C ) 到命题 10. 30中的序列上，可得（不必正合）序列 

Hom ( F 3 ， K ) — Hom (Fz * K ) — ^ HomCFj ，/ C ) * Hom ( F 0 , K )» 

插人双射 res -- g^g I Q " 得到集合的交 换图： 


h . d :' < .. h . 4L _ h t res 


[809] 
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我们把函数 /: Q "- K 看作扩张它的 Q - 映射/:厂-尺的限制.假设在 ker # 中， 
则0 = # (/) =允 3 • 因此，对一切: r , y,z ,有 

0 = fd z [_x^yyz] 

=/«，，*] 一 [jy ，:] + [x.yr] — lx 9 y]) 

1512 J = xfly^z] ~ / Tory .*] 4 - f\.x,yz^ — f\_x,y] j 

等式 / U [ y ， d > = ： r /[： y ，2] 成立是因为/是一个 Q - 映射的限制.于是，/是因 子组. 如果/在 
inu // 中，则存在某个 A : Q — K 满足 / = <^ U 〉 = hd 2 . 于是， 

ZO ， y] = hdz^x.y] 

= A ( x [ y ] — [ jey ] + [:]> 

= — hlxy~] + A [ x ]» 

等式 ACr [ y ]> =妖[: y ] 成立是因为 A 是一个 Q - 映射的 限制. 从而， / 是一个上边缘. 

类似的分析表明，如果在 ke < 中，则尺是 导子. 现在我们计算 in < • 如果 Ml }— K , 
则 

d\ (*) — Itdi(jc') = ki(.x — 1)1) = (x — 1)/ K 1)« 

这是因为*是一个 Q - 映射的 限制. 现在 4 U ) 只是 K 的一个元索；确实，如果把 A 等同于它的 <1- 
点） 象 t ( l )_ a 。， 則我们看到 c / fU ) 是主导子. 

考虑=0蘊涵 d / d / -0 ,后者和 inW / £ kerrf / 等价：即每个上边缘都是因子组，这正 
是命® 10.16. 类似地= 0菹涵 inu/f C ker ^ 2 *, 即每个主导子都是导子，这是例10.25(丨）. 
既然我们计算核和象，什么是 kcr^r ?如果4， U > 和 i (( l > = a <) .则 A GkerA •说 
0 = d\ ik) = kd t (x) = ( x — 1)4(1) = ( jr — l ) a 0 . 

从而对一切 J ： 有 x « 0 = ao _ 我们已经引出下面的定义 • 

定义如果 Q 是群和 K 是 Q - 模，則不动点子模定义为 

H °( Q . K ) = (a CK jju = a ， 对一切 j : 0 Q }. 

群 H 2 (Q.K),H' ( Q , fO 和 H °( Q , K ) 是运用函子 Hom ( , K ) 到正合列 F 3 - F z - 厂 - F 0 上 
得到的.在代数拓扑中，也可以用函子 ® Z 0 K 得到同调群[因为可以像例 8.79( V 〉耶样，把自由 
0-模^'„看作右(3-模.所以张置积有定义 ]: 

H 0 ( Q , K ) = ker (< f 0 0 l )/ im (</ 1 ( g ) l)i 
H | ( Q , K ) = ker ( d ! 0 l )/ im (</ 2 ® l)i 
H 2 ( Q , K ) = ker (</ 2 ® l )/ imC «/ 3 ® 1). 

可以证明 H 0 CQ , K ) 是 K 的极大 Q - 平凡商 _ 在把 K = Z 看作平凡 Q - 模的特殊情形中，我们看到 
H l (,Q,Z')^.Q/Q! ,其中 tffiQ 的換位子群. 

(he 下一节我们讨论同调代数，要了解以上这些构造，它才是真正的背景. 


习题 

10-13 设 £} 是群，并设 K 是 Q - 模•证明 1 C 和 Q 的任两个实现算子的分袋扩张等价. 
10.14 设 Q 是群，并设 fC 是 Q - 模. 

( i > 如果 K 和 Q 都是有限群，证明 H *( Q , K ) 也是有限的. 
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( » >令 ( K , Q ) 表示出现在 K 和 Q 的实现算子的扩张中的非同构中间群 G 的个数.证明 

r ( K , Q )<| H 2 ( Q , K )|. 

( ill ) 举出一个例子证明（丨）中的不等式可以是严格的 • 

提示： 考虑 f ( l ,, l _) =2 (注意，因为每个 〆 阶群都是阿贝尔群，所以核是平凡棋）. 

10.15 回忆例 5.79: 广义四元数鬌 Q . 是2•阶群，其中它由两个元索 a 和6生成，且满足 
a *" 1 — 1= fl _l 和 6* = a *" *. 

( 丨 ） 证明 Q , 有唯一的2阶元素*，且 Z ( Q .) - <*>• 由此推出 a 不是半直积. 

( II ) 证明 Q , 是1 2 和 D : ^的中心扩张（即沒是平凡的）. 

( IB ) 用因子 组给出 a 的存在性的另一个 i £ 明. 

10.16 如果 p 是奇索数，证明每个2/»阶群 G 都是 I ,和1 2 的半直积，并由此推出 G 或者是循环群，或者 G 芸 
D 2 ，. 

10.17 证明每个12阶群 G 同构于下面5个群之一， 

I ,,. V Xl ,, A 4 , S , Xl , f T , 

K - 中 了是例 10.9 中的群. 

10.18 如果 Q 是群和 / C 是 Q - 模，设 E 是 K 和 <5的半直积，并设是提升.证明 / Oc )-( rf (: r ), x ), 其 
中 fl / 是同态当 R 仅当€/是导子 • 

10.19 如果 U: zo Mod — Sel 是成函子 （绝 每个镆指派它的元素的集 合〉， 证明有序对 （0, U ) 是函子的伴随 
对. [根据习題 7.39( H 〉，存在自由*子少： Set — „ Mod , 它绝每个集合 X 指*以 X 为基的自由0_ 
横少(；0.] 

10.20 证明函子 Set ( X , ) Hom (4>, 〉自然等价，它们映射 zgMod - Set •其中少是习題 10. 19中定义的自由 

函子. 

10.4 同调函子 

设 R 是环. 本节中，模这个字总是指“左尺-模”.给定模 M , 存在自由模和满射 
于是，存在正合列 

0 /3 i - ♦ F 0 M 0, 

其中 A = ker e 和 i :卬 — F 0 是包含 映射. 这正是用另一种方法来描述 M 的表现，即用生成元和关 
系来描述 M 的 表现. f 是，如果久是匕的基，則我们说 X [或 e ( X )] 是 M 的生成元且/^是关系. 
现在的思想是取生成元和认中的关系，以获得“二阶关系” n 2 ,并迭代这个构造获得 M 的一个自 
由分解，它可以看作用生成元和关系描述的 M 的更详尽的 表现. 在代数拓扑中，拓扑空间 X 被链 
群的序列代替，且这个序列产生同调群我们现在要用模 M 的一个分解来代替 M . 

定义模 M 的一个投射分解是指一个正合列， 

… -*■ P „ P m ^i - pj P 0 — 0, 

其中每 个模^ 都是投 射的. 一个自 由分解 是指一个投射分解，其中每个模都是自 由的. 

命题 10. 30呈示了自由左 ZQ - 模的正合列 

</ 3 d t d . 

F 3 ―_ F 2 — ^ F , — ► F 0 ， 

其中是以 Q ” 为基的自由 Q - 模.模 f ' 0 = ZQ 是生成元1上的自由模，且映射4 : Fi — ZQ 由 

d \ 1 [ x ] 1 


國 
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给出. 

命埋 10.31 对任意群 Q , 存在同构 ZQ / imA 兰 Z , 其中 Z 看作平凡 Q 模. 
证明定义 e : ZQ — Z 为 


>6 Q 

现在 e 是 Q - 映射，这是因为如果 i 6 Q , 则 e (: r ) = l ; 另一方面，因为 Z 是平凡 Q - 模，所以 
e ( x ) =€<x • 1) = xc ( l ) = 1 . 显然 e 是满射且 iiWi < kere [因为 e ( x — 1) = 0 ] • 关于反包含，如 
果 e kere ，则 2 m x = 0 - 因此， 

= ^m x x — (2 m x) 1 = ^fn x (x~~l) 6 inu^. 

*€Q *€0 *eo 

； z. ■ 

于是，命埋 10.30 中的正合列可以加长使得它以 coker ^, = ZQ / iiW , 结尾，从而看起来像是平 
凡 Q - 模 Z 的自由分解的起始. 

命 K 10.32 每个模 JW 都有自由分解（且因此有投射分解）. 

证明和 10.1 节中一样，存在自由模匕和正合列 

0 -* F 0 -• M —► 0. 

类似地，存在自由模&、满射 ei » F , - / J , 和正合列 

■t «i 

0 -► — * F\ —^ (1\ -* 0 . 

定义 di « F t -► F 0 为复合 i!ei _显然 inWi =仏= kere 且 ker ^! = fl 2 , 从而存在正合列 


_ S m " x 

所以， cokerc/j = ZQ / inu / 1 9 


/ \ / 

0- ► O ： Q t 

显然这个构造可以对 n >0 迭代（从而最终的正合列是无限长的〉. ■ 

有一个对偶构造. 

定义模 M 的一个内射分解是指一个正合列 

0 — M — £° — E 1 - - E "— *£：- +1 —…， 

其中每个模 E ” 都是内射模 • 

命題 10.33 每个模 M 都有内射分解. 

证明我们用定理 8. 104,它说明每个棋都能够作为子祺嵌人一个内 射模. 于是，存在内射模 
E 0 、 内射 E 0 和正合列 


0 —M-^-E 0 J* —0, 

其中2 1 = coker 和 p 是自然 映射. 现在 重复： 存在内射模 E 1 , 嵌人， 

n _ w ， -r -. _ dL 


= 2 1 — E 1 , 产生正合列 


_ 


V \ 


其中是复合/ = v'p. 这个构造可以迭代 • 
我们现在推广这两个定义. 
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定义一个复形 ㊀ （ C . ) 是指模和玦射的一个序列，对每个 

C. =…- ► C -+1 - 〜 1 — C, C n - X ―—, 

其中对一切= 0. 映射式 《 叫做微分. 

通常，我们把记号 （ C . ) 缩写为 C .. 

注意等式4之 +1 =0等价于 

inW 灣十 1 G kerd n . 

例 10. 34 (丨）每个正合列都是一个复形，这是 因为要 求的包含关系 imA +1 Ck e r < 现在是 

等式 inu/ n+l = kerA . 

(«) H 角剖分空间 X 的链群的序列 

•••—C 3 (X)-^-Cj(X) -^*C,(X)-^-C 0 (X) 

是一个复形.然而，复形要假设对每个 《 ez 有一 个模. 我们对一切负的 n 定义 C“JO = {0> 迫使它 
成为复形 i 对 n <0 定义 徽分 </„ 是没有问题的，因为从任一模到<0>只有零映 

射. 

( iii ) 在第9章中，我们考虑了 R " 的一个连通开子集 x 的德拉姆 复形： 

其中映射是外导数. 

( IV ) 零复形 0. 是指复形 ( C . , d .), 它的每个项 C « = {0>,且必然地，它的每个微分 0. 

( V ) 如果 i n 6 Z } 是模的任意序列，如果对一切 n 定义 d ” = 0 ,则 （ M . >是第 n 

项为 M „ 的复形. 

( VI ) 每个同态都是 微分. 如果 / iA — B 是同态，定义复形 （ C . ,«/.) 满足 C , = A , C 0 = B , d l 
=/. 其他的项和其他的微分都是零. 

( Vli ) 对棋 M 的每个投射分解 

― -*■ Pj - ► P 0 -♦ M 0, 

如果在右边加<0},则它是一个复形. 

( viii ) 对模 M 的每个内射分解 

0 ——E 1 

如果在左边加 {0}, 则它是一个复形. 

我们使用了一个方便的 记号. 按照复形的定义，微分降低指标 ： 4 C ^. 满足定义的最 

简单的方法是用负指标：定义 C _„ = E " ,从而 

0 — M — C 0 -♦ C — 1 -*■ C -2 —… 

是一个复形. 

( IX )如果 C . 是复形， 

C. - c m — ^ C m -i -*■ ― , 

又如果 F 是加性（共变）函子，比如 F : R Mod — Ab ， 則由 

Fd . 

F(C. ) = •••-*■ F(C„) - ► F(C •- i 


画 


0在文献中也 叫做鏈 * 形. 
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定义的 F ( C .) 也是 复形： 

0 = F (0) = Fid m d n+1 ) = F ( d m ) Fld „ + l y , 

等式 0 = F (0) 成立是因为 F 是加性甬子.注意，即使原来的复形是正合的，函子复形 F ( C .> 也可 
能不是正合的 • 

( X )如果 F 是反变加性函子， F ( C .) 是复形的结果仍然为真，但我们必须排列记号使得微分 
降低指标 1. 更详细地说，应用 F 之后，有 

Fd m 

F ( C # > = ••• — F ( C W ) ，- F ( C b _i ) — •••! 

微分增加指标 1. 引人负指标几乎解决了这个 问題. 如果定义 Xi = F ( C h ) 9 則序列重写为 

F ( C .) =…— X- K+l Xi … 

然而，映射的指标应该是一 11十1 ,而不是 m 定义 

在 - 爾+1 = 爾 • 

重新标号的序列现在读起来是恰 当的： 

F ( C X— n +i — ~" f， » X _„ … • 

然而，负指标是笨拙的，下面是惯用的 记号： 改变指标的符号并把它提升为上 标：记 

函子序列的最终形式现在是这 样的： 

F ( C . ) = — X "-' X - — ■ 

考虑一切复形的范畴可带来方便， W 此我们引人它的态射. 

定义如果 （ C . , d . > 和 （ c 7 . , 〆 ，> 趣是复形.个链映射 
/=/. ' ( C . , d . )-*(,€：. , d '.) 

是指 映射八 I c » — q ： 对一切 it e z 的序列，它使得下图 交換： 


» c . 




C .-> 




容祐验证两个链映射 


/. «(C. ,， ） 和 f (cr. ,， ）—（c*. ,， > 

的复合本身也是一个链映射，**(/『/)■ = &/••((：•,</.>上的恒等链映射 l c . 是恒等映射 
l c ,« c n -*c n 的序列. 

定义如果 R 是冧，則一切左 R - 權复形的范畴记为 K Comp ; 如果坏 R 是清楚的，則可以省略 J ?. 
对范畴 Comp， 如果定义 


对一切 ”ez, (/+«), = /■ + &, 

则 Comp 是预加性范畴（即 Horn 都是阿贝尔屏且只要可能分配律就成 立）. 
下面的定义模仿 10. 1节中三角剖分空间的同调群的构造 • 

定义如果 ( C . ,</.) 是复形，定义 


圈== 2„(€.) = ker</ n ； 
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71 - 边界= jB „( C .) = inu ^.,+1. 

因在复形中等式« + 1 =0等价于条件 

inu/^+i Q kerd a ， 

所以对每个复形 c . 有 bjcjgzjc .). mu 

定义如果 C . 是复形， n € Z , 它的》«次同调是指 


H.(C.) = Z,(C.)/B.CC.). 

例 10. 35 —个复形是正合列当且仅当它的一切同调群都是即对一切 ft, // 〆 <：.) ={0}. 
于是，同调群度 S 复形背离正合列的程度.正合列常叫做无■复形，无围的意思是没有不是边界 
的圈. ■ 

例 10.36 在例 10.34( Vl > 中，我们看到毎个同态 /:A—B 可以看作一个复形 C . 的一部分，其 
中 G = A,Co = B , d , =/,左右两边都是<0}.现在 d t ，0 蘊涵 imdf 0, d 0 = 0速滷 kerdo =B , 
由此 


fker / 如果 w »= li 

H W ( C . ) — J coker / 如果 n =0: 

({0} 其他. 

命麵 10. 37 对每个 n € Z ， 同调 * R Comp -** R Mod 是加性* 子. 


■ 


证明我们刚才在对象上定义了 剩下要在态射上定义仏.如果/: ( C . ,£/.) — ( C ^. ,/.) 

是链映射，定义 H n ( f ) * H „( C .) — //,(0为 

H „(/) » a + BJC .) 卜/ 八 + ^( 0 . 

我们® 要证明八％是一个圈 AH〆 /) 不依赖于圈％的选取》这两者都来自/是链映射；即来自下 


图的交换性： 


c ■•丨 生 VC -4 C _ 

C : ， W -1 

首先，设 Z 是 Z „( C .) 中的”-圈，从而 = 0. 明的交换 性给出 
d * n f n Z = f n - ld m Z = 0. 

所以，/#是 n - 圈. 

其次，假定 z + B K ( C .> = : y 十队 (CJ | 因此 ， r — yeBJC .), 即有某个 cec w+1 使得 

* 一 y = [ SIS \ 

应用/”得 

— f n y = f n d m+l c = < Ch/»«+ic eB ^ CC ".). 

于是， + B m CCf .) = f H y - {- . 

我们证明是 函子. 显然 //•( lc .) 是恒等映射.如果/和发是链映射且它们的复合客/有定 
义，則对每个圈有 

= «*•/■(*+ B ) 

= H m (g){f n z + B) 

=H m Cg)H n (f)U-bB). 
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画 


最后，是加 性的： 如果 g: (C. ) — (c；） 是另一个链映射，则 

H.C/H-g) • z + B n iC. > 卜 ( 八 + 心〉 z+ 氏 (C 7 .) 

=/ 腾 z + 茗 + B” (C 7 . > 

= (H a (.f) -b H m (g))Cz-^ B H iC. )). ■ 

定义称 / f〆/) 为诱导映射，常把它记为/«，，或者甚至是 /«• 

命题 10.38 设 i ? 和 A 是环，并设 T ^ jjMod-^Mod 是正合加性函子.則 T 和同调可 交換； 即 
对每个复形 （ C . ,£/• ) 6 /?Comp 和每个 ne Z , 存在同构 

H „( TC . ,Td.)^TH n CC. ,d.). 

证明考虑底下一行正合的交换阁， 


C-. 

<<：.，! 


其中） 和々 都是包含映射 ，尤 w 就是尤 +1 ,只不过把的目标域从 Q 改为 im< +1 . 运用正合函 
子: T 得到底下一行正合的交换图 


»7 C ♦7 C -. 

“•， j 个71 

0 ― ►Hinkt.i) -^►r(kef<t) —► r/«C.) ― ►O 

另一方面，因为丁是正合的，有丁(毛 +1 )和 TXkeiY/JskeKiy,〉 ，从而底下一行是 
0 — imiTd ^ O -^ ker ( Td H )-^ TH m ( C . ) — 0. 

根据定义， keKT ^^/ imCT ^ H ) - H m ( TC . ) ,从而根据命题 8. 93, H W ( TC . ) ^ TH „( C .). 

■ 

现在我们引人拓扑中形成的一个槪念. 

定义如果一个链映射 /* ( C . ( C # . , d \ ) 对一切; I 存在映射 h tA n Ai +1 使得 

fn = + 〜-乂 • 

... - ^ Am*t —► A m —I - ►... 

\ f "' 

- ►彳二 ^ A f m . t - ► •• 

則称裢映射/为零伦的.如果 /， g :( C.,D — ( C ；, 尤）是鍵映射，且/一 g 是零伦的，則称/和 g 
同 伦 ㊀ ， 记为/22卜 

命题 10. 39同伦撻映射诱导出同调群之间相同的 同态： 如果 /, g :( C . ) — (€： ,杰 ） 都是链 

映射且/公贫，則 


© 设/，^: x — y 是两个连续函数，如果/能够“变形” 中，即存在连续函数其中 i = [ o ， i ] 是单 
位闭 K 间，使得对一切: re x 有 FU ,0> =/ Cr > 和 F (: T , l > = gU > , W 称/和 g 两伦.现在每个连续函数/« X-y 
诱导出同态 /• | h .< x )- H„m . 可以《明.如果/和 g 同伦， m /. = g .. 这 里拚出 的同伦的代数定义是从这个 
拓扑定理的证明中提取出来的. 




同 
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= g •，: — 礼(匕>. 

证明如果 Z 是 71- 圈， 则尤 Z = 0 且 

/ 〆 — gn ^ = ^ m+lV 4- S n -\ d H Z = ^+15,2：. 

所以， u-gnz eB n it .) , 因此， f . M = g . m . _ 

定义如果一个复形 （ c .,«/.) 的恒等映射 i c . 是零伦的， 則 称该复形有压缩同伦 ©. _ 

命题〗 0.40 有压縮同伦的复形 （ c .,«/.) 是无明的；即它是一个正合列. 

证明用例 10. 35.现在 l c .«,(€：.) — //,((：.) 是恒等映射，而 0.« H ,( C . )•*«,((：.> 是零映射. 

然而，因 l c . 的0 . 这两个映射是相同的.由此，对一切 n . HJC . ) = {0} ,即对一切 n . kerrf , = 

!|»1毛 +1 ，这是正合性的定义. ■ 

—旦完成平凡 ZQ - 棋 Z 的自由分解，这个平凡 ZQ - 模 Z 的最先几项已由命题 10.30 (也可参见 
命題 10.31) 给出，我们便可以通过证明作为阿贝尔群的复形它有压缩同伦，从而证明它是一个正 
合列. 

为了研究同 W * 子， 必须了解它们的定义域 Comp . K Mod 中的许多构造在 Comp 范畴中也可以 
做. 我们只列出定义和陈述某种性质，验证是简单的铢习，留给读者. 

( I > Comp 中的一 个同构是这个范畴中的一个 等价. 读者应验证链映射 / iC . - C '. 是同构当 
且仅当对 一切” € Z ，/, > C. - C*. 是 K Mod 中的 同构. （我们必须验证逆 /T 1 的序 列是一 个链映 
射 I 即相应的围交换 .> 

C » ) 设 ) 是一个复形，如果对每个” 6 Z , A . 是 C „ 的子模且& = d n \ A , ,则称 
( A . > 是 （ C . ) 的一个子复形. 

如果 L | ft 包含映射，则易知 A . 是 C . 的子复形当且仅当 A . ^ C . 是链映射. 

( ii ) 如果 A . 是 C . 的子复形，则商复形是指 

C ./ A . = — -► C . M , —-* ―, 

其中 6+4— c /心 十八^ (必须证明 < 是合理定义的：如果 < ',+人=6,+/\ 1< ,则 < ^ 11 +态_ | = 
^6„+^,-|)- 如果％ 是自然映射， 则; r < C . - C ./ A . 是链映射. 

( IV )如果 /. « ( C ，丈 ）—( C : •</：) 是链映射，定义 

ker / = ker /. + , ker /, kcr /,., -► — , 

其中«„ = I ker /., 并定义 

im / = — -► im /,, +1 —♦ im /. — ^ -►, 

其中 A = d'J im /,. 易知 ker / 是 C . 的子复形， hn / 是 C ； 的子复形，且第一间构定理 成立： 

C . / ker /^ Im /. [821] 

( V ) 称复形和链映射的一个序列 

c "+> C . -1 — ― 

是正合列，如果对一切 nez ， 

Jm /" +, = ker / 1 . 

我们可以验证，如果 A . 是 C . 的子复形，則存在复形的正合列 


© 如果一个拓扑空间的恒等映射同伦于一个常数 映射， 》移该拓扑空《为珥鳙的. 
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0. — A . 二 C . , 

其中0.是零复形， i 是包含链 映射. 更一 般地. 如果 i : C . — C . 是链映射.则每个 1„ 是单射当且 
仅当存在正合列 o . - c . . 类似地，如果 p : c . - c ： 是链映射，則每个 /•„ 是满射当且仅 

当存在正合列 

c . i - c ! — o .. 

读者应明白这个记号是非常简洁的.例如，如果把一个复形写成列，則一个复形的短正合列亊实上 
是有正合行的无限交 换图： 


0 — ► cu , 、 c 一, — *.0 

« C ‘| 

0 — ► c : - i -*- c . -5^. c ： — ►«> 

d， i i d ] | rf - 

0 — ► C , c .., C-, ― ►O 


| 822 ] 


复形的序列 - 


- c . —- cr 1 


•是正 合的当且仅当对每个 m ez , 


… - c ： +1 - c ： - c ；- 1 —• 

是一个模的正合列. 

( Vi ) 如果 {( c *. , d \ )) JEfi 形的族，則它们的直和是复形 

… 一 2 c ： m -=—* -^- S c :-i — …， 

• • • « 

其中的作用是坐标状态的 I 即 1 ( o — wjci ). 

总之，可以把 Comp 看作和模范畴本质上有相同性质的范畴；其实，应该把复形 看作一 个广义 
模.（诸如 R Mod 和 Comp 这样的范畴叫做阿贝 尔范疇 .> 

下面的初等构造是基本的> 它给出不同的同谰模之间的一个 关系. 其证明是一系列图上追踪 
法.通常，我们要说证明是平淡的，但因为结果的里要性，我们把证明详细（或许太详细）地呈示 
出来； 作为简单证明的示意.我们略去下标. 

命題 10.41 ( 连接 同态）如果 


0 . — C ^. 

是复形的正合列， W 对每个 n € Z , 存在由 

z ：+ B m ( c ".) y - 

定义的同态 


- c . ^- c ：- o . 


a .« H x (. c \ ) - 

证明在这个证明中，我们要缩写许多记号•考虑有正合行的交换图： 





同 
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-二 二 一 ►o 

I I 

- ► c: - ^ c. c ： — ►(> 

-► c:, — ►( 

l i l 


假设 z " e C".»dV = 0. H p n 是满射，存在 c 6C. 使得 pc = z ". 现在把 c 下推到 dc .根 

据交换性， A«-1 <*■*=〆/•»<■ = <^*=* 0 ， 从而* € IterA—i = iinf,^ 因为 i,— 丨是单射，所以存在唯|823] 
—的〆 6C；— 丨使得 i„ x c '= dc . 于是.^心^/有意义*即断言 
W + B :) - cX , 

是合理定义的同态. 

首先，我们证明不依赖于提升的 选取. 《&/> 〆 =/,其中托 C ,. Wc -^ kerA ^ irm ,, 因此 
存在 《/ eq ； 使得匕：二*:■-夂根据第一个方块的交換性，有 

i __ l <^ u , = di H u ' = dc — di . 

因此， f -^ cr - rUprfVefl ； n 即， ― 1 汝十玳-,，;- 1 由 + b ',— 丁•是.这个公式给出合理定 

义的函数 

ZXi / BU ,. 

其次，函数 K 一 同态. 如采 z \ ez \, 令舡=/和 pcfd . w a 的定义不 
依赖于提升的选取.选取 《：+ C | 为 ^+*1 的一个 提升. 现在这个步骤可以简单地完成. 

再次，我们证明如果“- 〆 = 也 W〆 是一个 W : 0~ ddc = dic '^ idc \ 且因》•是单射，从而 / C ' = 0. 

因此公式给出同态 

Z" — 2； IB' = H._,. 

® 后，子群 B : 进人 B ：^. 假定/ = rfV , 其中 ， eC *： + l ， 并设 pu = c ' 其中 tt eC , +1 . 交换 
性给出 p ^=< Tp u = 〆 <■»=*'因 3(/) 不依赖于提升的选取，我们选取也使得如《=*〃，，从而 
3(«* ， + B ，,， ) = r 1 < /( dB ) + B , = B , . 所以，公式确实给出同态3, *«,((：*：>— 队 ..“ C :〉. ■ 

我们要问的第一个问题是同调函子对复形的一个短正合列的作用是什么.下一个定理也由图上 
追踪法证明，由 T 结果很*要我们也给出过于详细的证明.读者应该在阅读我们铪出的证明之前， 

先试着自己证明这个定理. 

定理 10.42 { 长正合列）如果 


0. — C \ 二 C . i - C*l —0. 

是复形的正合列，《存在糢的正合列 


…— H.+, (C*. ) H,(C.)-^ HJC". ) -^H 1 ,_ 1 (C , .) — 國 

证明这个证明也是平 淡的. 我们的记号是缩写的，有6个包含关系要验证. 

( I ) imt . Qkerp .. 
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p . i . = ( pi ) . = 0, = 0 

(ij ) kerp , Qimi .. 

如果/ >.U + B > = pz + B r = B \ 则有某个使得烬但 P 是满射给出某个 
Cn +丨 使得 C*"=/>C， 因此/)*：=«/*■/>£■ = /«/£■，这是因为/>是链映射，从而/ >(Z — df> = 0. 根据正合性， 
存在 cX 使得《〆=* -办. 现在因为*是一个圈， id ' c '= dic '= dz - ddc ^0, 所以〆是圈 i 因/是 
单射， d ' c '=0. 所以， 

f . (.c + = ic ' + B = t — dc + B = z + B . 


< IH ) im ^. £ker 3 . 

如果/ >,( c + B > = / v + B * ehn />., SI 3(/. z + B *) = r , + B , , 其中 因这个公式不依 

赖于/>*的提升的选取，我们选取厂 1 芦 =*• 现在因为*是》,所以有《//» _1 恥=厶= 0.于是， 
« V =0, 因为:是单射，因此:/ =0. 

( IV ) ker 3 ^ imp .. 

如果 3(**+B")=B\ 则/即有 某个 〆 6 CT 使得* = rfV . 但； 〆 = i «/ V =<* V ' = 
dp-'z", 因此说即户 y-«V' 是圈. 此外，因原始序列的正合性， 有 pi=0 , 从而 
p . (.p~ x z" — ic' + B) = pp~ x z — pic' + B* = *" + B*. 

< V ) im d ^ keri ,. 

我们有“ ai . x + If ') = ir ' + B ', 其中 V = dp - l z " € B ) 即 “a = 0. 

( Vi ) keri . ^ im 3 . 

如果: + = + 期 I 有某个 c€C 使得因 p 是链映射，根据 fi (始序列的正 

合性 ， <fpc = pdc=piz=Q, 从而 pc 是圈.但 

3(.pc + BT) = r l dp~ l pc + B' = r'dc + B' = r , iz , + B , - * + B\ m 

定理 10.42 由于图 


_而常称为正合三角形. 

系 10.43 {蛇引通 } 



给定樓的有正合行的交換图， 


存在正合列 



0- ► B' --- ►O 


0 -► ker / -» kerg - -» kert 一 coker / -» cokerg -• cokerA -► 0. 

证明如果把每个垂直映射 /, g 和 A 看作复形[如同在例 10.34( vl ) 中一样],则给定的交 
换图可以看作复形的短正合列•这些复形中的每一个的同谰群只有两个非零项：例如，例 10.36 
表明第一列的同调群是 /^ sfcer /, H 0 = coker /, 其他一切= {0} • 现在从长正合列立即可得 
蛇 引理. ■ 

定理 10.44 (3 的自然性） 给定复形的有正合行的交 换图： 



同 
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0 . ― ►(：: — U - c . — ► o . 

4 . 4 J * 

0. - »A. - ►A. - ►A. - ►<>. 

存在模的有正合行的交 换困： 


► H .( C ：)■!*. «..,( C ：) 

f-\ *-j f-\ 



证明行的正合性是定理 10.42, 而前两个方块的交换性来自是 函子. 为证明涉及连接同 
态的方块的交换性，我们先把链映射和微分在一个 （3 -维）图中表示 出来： 



如果 Z + BCC 1 ： ), 必须证明 

/. 3 + )) = 3 'h . (*" + B ( C * )). 

设 c 6 C „ 是/ 的提升 • 即兴= *•. 现在 9(** + BCC ". )) = * , + B ( C '. >，其中 = 因此， 

/. 3 iz " + B ( AT . ))= fz ' + B ( A ： ). 另 --- 方面，因 A 是链映射 ，有 qgc =咖= hz K . 在 )) 

的计算中，选取取为的 提升. W 此， )) = u '+ B ( A '.), 其中知'=如•但 
jfz ' = giz 1 = gdc = $gc = ju * 

因为 j 是单射，所以 // = !!'• _ 

在下一节中我们将运用这些一般结果. 


习题 


10. 21如果 C . 是复形，且有某个/!使得匕= <0},证明 HJC . > = <0>. 

10.22 证明同构的复形有相同的同调：如果 C . 和 D . 同构， W 对一切《,坨(<：.〉三 HJD .). 

10.23 如同例 10.34( Vl ) 中一样，把定义为 d : mh ^2 m 的映射 d : Z - Z 看作一个复形.证明在 2 00«^范_中 
它不是一个投射对象 • 即使它的每个项都是投射 Z -模. 

10.24 把 Z 看作对象是整数的 PO ( Z ) 范畴， 且只要躭恰有一个态射 n — m , 除此没有其他态射.[如 
果把 Z 看作一个偏序集，则它是例 7.25( V > 中定义的相伴范畴 .] 证明一个复形 （ C . , c /.> 是一个反 
变函子 PO ( Z >、 Mod , 且链映射是自然变换. 

10.25 在本埋中，我们证明蛇引理蕴涵长正合列（逆命题是系 10.43). 考虑行正合的 交换围 （注意这个图中 
“失去”两个 零）： 

A ► B — ——► C ► 0 

a p |r 

0 - ^ - ► C ^ 

( i ) 证明由 


[8261 
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定义的△: kerr — cok er « 是合理定义的同态. 
) «明存在正合列 


kera -► kerp -^ kerr — 
( ill ) 给定有正合行的交换 ffl . 


cokera coker ^ -♦ coker /. 

- ^Am ■ ■■ ~^0 

k 


证明下面的图交换且有正 合行： 




K 

► kerrf；, 


0 - ► ker<_i - ► ker<t-i- 

(IV> 用 （II > 和 i： 面 的围给 出长正合列的另一个 IE 明. 

10.26 设 /,*iC. -C： 是链映射.并设 FiC. -C 7 . 是加性 函子. 如果 /&Q*, 证明 F/42f g ;即如果/ 
和《同伦，則 F7 和 Fg 闻伦. 

10.27 设 0. -^-C： —0. 是复形的正合列.其中亡和 C: 无圈的.证明 C. 也是无I ■的. 

10.28 设 （C,,d.) 是复形，它的每个微分 < 都是零映射 • ff 明对 -- 切 》,HJC.)SC,. 

10.29 (3X3?U*> 给定交換田，其中列和底下两行»是正合列， 


I. i I 


[8^1 


BE 明頂上一行也是正合列. 

10.30 证明同调与直和可 交换： 对一切 n , 存在自然同构 

H.(Sc ) sE «. cc ；). 

10.31 < I ) 定义复形 < C : ,»•> 的正系统.并证明中存在. 

(«> 如果 < C ,#} 是在一个有向指标集上的复形的正系统，征明对一切„>0, 
H .( li 5 C ；) sli $ H .( C .). 

10.32 假设 R - 棋的复形 （ C . ,«/.) 有压®同伦，其中滴足 

lc. = d m ^ l s m + s m ^ l d m 

的映射、 *0.-0^ 是唯一的 Z - 峡射.证明 （ C . >是正 合列. 
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10.33 ( 丨〉 设…是有限生成自由4 -模的正合列，其中 A 是交 換环. SE 明 


10.34 


( I 


设 

和 


S <- l)*rank ( F f ) -0. 

0 -► F „ -► F ._ 1 F 0 M -♦ 0 


0 -► F ^_♦ 广 0 - ► M— 0 

都是一个棋的自由分解，其中一切 F, 和 F: 都是有限生成自由4-槟.证明 
2 (-lVrank (F.) =2 (- IV rank (F；). 

这个公共的值记为 Z(M)， 叫做 M 的《拉-庞加菜特狂. 

提示：用 Schanuel 引薄. 


儇定 A 是 PID. 


设 C . • O - G - C 是交換环*上有限生成自由 4 -棋的 复形. 证明 

2 (― lVrank ( C .) = S (一 lVrank < ff rf < C .)). 
o 

设 o —iVf — M — 0 是*-模的正合列.如果其中两个模有欧拉-庞加莱特征，证明第三个 
模也有欧拉-庞加莱特征 ， R 


XCM) = ZdVf ) + Z ( M # ). 

10.35 ( I ) (Barratt-Whitehead). 考虐有正合行的交 換图： 


( 一 B. •■ 片 ►C. *"► ►C,.! 

4 *1 乂 4 *"i 

- J ♦札 -T*^-~^ A， - ~► C - 

如果每个乂是一个同构，证明存在正合列 


[829] 


人 A:® B. 二^ ^ B._, 一 B：_" 

其中 </.“_•) 1 。灣 1-*(/.0. “'•《•> 和 / 'n • ia m ,b.)h^j.a' m — g m b.. 

( » > (迈尔-苹托里 斯）. 《定在定理 10.44 的图中，毎个第三个垂直映射 A . 是一个 同构. 证明存在正合列 
…— H.CC ： )- H.(A*. ) © H.(C. )- H.(A. ) - > — -• 

注： 艾伦伯格-斯廷罗德 公瑁刻 a 了一切拓扑空间和连续映射的 ibp 范醻上的同两® 子.如果、 ■ 
Top—Ab 是®子序列，对一切 ”>0. 满足下列 条件： 长正合 Wi 连接同态的自然性,只要/和君同 
伦就有 A,(/> = Mj：> 丨当X是1 - 点空间时， AJX) = 2和对一切 ”>0,4,(尤> = W 丨以及切除. 
则 对一切 ”存在0然同构切除涉及称为相对同*的一个附加构造，但在其他公理中出现时， 
切除可以用迈尔-菲托里斯序列的正合性代替. 


10.5 导函子 


为了运用关于同调的一*结果，我们需要复形的短正合列的一个来源以及它们所处的交换图. 
思路是用一个模的（删除〉分解替代这个模.然后运用只01>!或®以及由此产生的叫做 E« 或 Tor 的 
同 调模. 给定模的一个短正合列，我们将看到可以用分解替代它的每个模，并得到一个复形的短正 
合列. 

本节是相当枯燦的，但为了建立同调函子的存在性却是必 需的. 本节最有用的定理是定理 
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10. 46 (比较定理〉、命题 10. 50 (它证明基本构造是合理定义的）、系 10. 57 (长正合列）和命题 
10.58 (连接同态的自然 性）. 

对于想要立即运用 Tor (张童的左导函子）和 Ext ( Horn 的右导函子）的读者以及想要推迟考察 
箭头迷宮的读者，下一定理给出了刻 H 函子 Ext - 的公理集. 

定理 10.45 设 EXT - i R Mod — Ab 是反变函子的序列，对”彡0 ,满足 
(i ) 对每个短正合列 0 —A —B — C —0, 存在长正合列和自然连接同态 

…一 EXT *(0 — EXT -( B ) — EXT *( A ) 三 EXT" +I ( C ) -► ― , 

_ ( II ) 存在左 R - 模 M 使得 EXT 0 和 Hom R (， JW > 自然等价, 

( iS ) 对一切投射模 P 和一切 n > 1, EXT "( P ) = {0} • 

如果 Ext "( , M ) 是另一个满足相用公 a 的反变*子的序列，則对一切 n >0, EXT "( , M ) 自然 
等价于 Ext ". 

注在习* 10.44 和习题 10. 45中有共变 E « 函子和 Tor •函子的公化描述. 

证明对 n > Q 用归纳法 S 明. 基础步是公理 （H ). 

关于归纳步，给定模 A . 选取短正合列 

0 — L — P -- A -*•(), 

其中 i 3 是投 射的. 根据公理 （ 丨 >,存在行正合 的图： 

EXf (« - ► EXT^(i) EXT'W) - ► EXT'(/>) 

^ ! r * ! 

Horn (/ >.M)~►Hom(i.M) — Exl'^.M) ►Ex»'(/*.W) 

其中映射 rp 和是公理 （ H ) 绝出的同构.由于等价 EXT °- Hom ( , M ) 的自然性，这个图交换. 
根据公理 （ill >, Ext 1 < P , M ) = {0} 且 EXThP ) = {0> • 由此映射禹和是 满射. 这正好是命題 
8.93 中的那种图，因此存在同构 EXT ' CA ) — Ext '( A . M ) 使得增广的图交换. 

现在可以假定 n > l , 我们进一步关注长正 合列. 根据公理（丨>,存在行正合的图 

EXT*W - ► EXViL) ► EXT^'M) - ►EXf'(P) 

丨 

ExlV.*/) - ►Exl'(i.M) >ExT\A.M) —*■ Exi"'\P.M) 

其中 < MEXT ”( L > — Ext "( L , M ) 是由归纳假设给出的 同构. 因涉及投射棋 P 的四个项都是因 
此由行的正合性，4 •和 \都是 同构. 最后，复合 a^~ l | EXT " +1 ( A ) — Ext " +1 ( A , M ) 是同构. 

剩下要证明同构 EXT "( A ) — Exf ( A , M ) 组成自然变换.这里用到公理 （丨） 中连接同态的自 
然性的假定，其证明留给读者. _ 

这种起步缓慢的归纳证明在证明归纳步之前先对 ” = 0和；1 = 1证明结果，是经常使用的，叫做 
_长度推移法. 

本节的剩余部分是构造满足公理 （ I >、 （ _ >和 （ ii ) 的函子.我们用导函子证明 Ext 和 Tor 
的存在性（也有其他的证 明〉. 由于这些函子是用性质的简短列表刻画的，因此在使用 Ext 和 Tor 
时往往可以不必经常了解它们构造的详情. 

我们先从一个技术性的定义开始. 

定义如果…-^*心- A -0 是獏 A 的投射分解，則它的 麵除投射分解 是复形 




同 


调 


591 


p A =… -*• P 2 -*► Pi P 0 -*• 0. 

类似地，如果 0 -A —— E 2 —- 是模 A 的内射分解，則 ■! 除内射分解是复形 
E A = 0 — E 0 — E 1 — E 2 ——. 

在两种情形中.删除 A 并没有丢失 信息： 在第一种情形中 AS coker 本.在第二种情形中 A = 
ker d ° . 当然 .一 个删除分解不再是正 合的： 

H 0 (Pa) = ker(P 0 <0})/inu/i = P 0 /inu/i ^ A. 

我们知道一个模有许多表现，因此下面的结果是基本的. 

定理 10. 46 (比较定理）给定映射考虑图 

... - —► P 2 P t — 1 ► Pg - ► ^ 

^ ■ \ f 

— ► e 广， "" ^ 0 

其中行是 复形. 如果頂上一行中的每个/都是投射的，且如果底下一行是正合的，則存在鏈映 
射/: p .— p # . 使得完成的图 交換. 此外，任兩个这样的健块射同伦. 

注比较定理的对偶也成立.此时复形向右倒延伸，頂上一行假定是正合的，底下一行假 
定蜍了，之外是内射的. 

证明 （ 丨 > 对 n > 0用归纳法证明乂的存在性.关于基础步》= 0 ， 考虑图 



因/是 满射且是投射，存在映射八：/^ 一汽使得 c'/o = / c . 
关于归纳步， 考虑围 


4 > 

d m »\ dL 

如果能够证明 im /„ d H+l S im «/；+,, 则有图 


國 


F 一、 

〆 ’•!/ ■‘ 

^.^ VinuC , ― ►() 

Pn +, 的投射性将提供映射 /» + l : P , +1 - P ； +1 使得式 +1 /杆丨 =/ nd n + l . 为验证包含关系成立，注 
意原始图的庇下一行在尸'》处的正合性给出 itnd ； +1 = kerd ； ,因此只要证明 d ' J m d, +l = 0•但 

= fn-l^n d m +i = 0 . 

(* ) 现在证明如不计同伦/唯一.如果 P 〔 是链映射也满足 〆 A 。 =/£ ,则对 ”>0用 
归纳法构造同伦 S 的项\ ; 即我们想要 






h m — f m = ^„+\S x 

现在开始作归 纳法. 首先定义 /-I =/= A _,. 如果定义 = 0 = S _ 2 .則 

*-i —f-i = /— /= 0 = d'oi-i + 

对任何 < 和心,成立；定义4 = 〆 ， d_ t = 0. 

关于归纳步.只需证明 

im<A „ +1 — /.+1 — s„d m+1 ) £ im d ' m+z , 

这是因为我们有行正合的图 


■ 1 m W — W U 

/ Vu 的投射性给出满足所要求等式的映射 Vh «/ Vh — P ： +2 •和 （丨〉 的证明一样，原始图底下一 
行的正合性给出 inui ； +2 = ker ^ +1 • 从而只需证明 

^m+l (\+1 一 /«+1 — Snd m +l ) = 0. 

但 

^n+i (^>.+1 一/”+1 一 s H d H + i ) = it m + iih m+l 一/_+1)— 尤 h 

= 一人+1> -（\ — /» — S n - X d n ) d nil 

= ^«+1 (\+1 - / » + 1 > —( 〜一八 >4+1 • 

诉为 h 和 f 都是链映射，所以最后一项是 0. ■ 

我们引人一个术语描述刚才构造的链映射/ • 

定义如果 /:A —A' 是模的 映射， 且如果 P A *PV 分别是 A 和 A' 的删除投射分解，則链映射 

/ * Pa - 

-— ► 0 


称作/上的.如果 


/* = • fo. 

于是，比较定理 籯涵： 给定同态 — A ' ,在 A 和 A ' 的*除投射分解之间恒存在/上的链映 
射> 此外，这样的链映射如不计同伦是唯一的. 

给定一对环 K 和 S 以及一个加性共变函子 T > R Mod — s Mod , 我们现在对一切 Z 构造它的左 
导® 子 /^T s^Mod - ►gMod . 

定义分两部分：首先定义在对 象上； 然后定义在态射上 • 

一次选取每个模 A 的一个删除投射分解 1^. 和例 10.34 ( ix > —样，组成复形 rp A ，并取同调： 
L n T (. A ) = H n ( TP A ). 

这个定义由两个例子提出.第 一 ，在代败拓扑中，作三角剖分空间 X 的复形的张貴得到系數在 
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—个阿贝尔群 G 中的X的同谰群 /^(X.G) ;或者运用 Hom( ,G) 得到一个复形，它的同调群叫做 
系数在 G 中的X的上同 调鮮. （当然，后面一个函子是反变 的〉. 第二，在考虑群扩张时，构成扩张 _ 
的公式提出构造平凡模 Z 的自由分解，然后对这个分解运用 Horn ( ，/ O 或 ® K . 

现在定义 fT(/) ,其中 /:A —A' 是 同态. 根据比较定理，存在/上的链映射 /iP A +P；. 由 
此 ， Tf > TP a ~* TPV 也是链映射.我们定义 L m T (. f ) > L,T(A> — 为 

L,T</) = H.(T/> = (T/> •. 

更详细地说，如果 *6 kerTd,, 則 

(L.T)/« *+imT«/. +1 t— CTf , )*+im TJ； +1 . 

用图来说，考虑选定的投射 分解： 

- ►/>, --- ►O 

- ►戶; -►/>；- > A ' -^0 

填上/上的链映射/ ,删去 A 和 A'， 对这个图运用7%然后取 T/ 在同调中诱导的映射. 

例 10. 47如果200是环 K 中的一个中心元*, A 是左模，則定义为外的 
—A 是一个尺-映射.我们称仏为乘 r. _ 

定义对共变或反变函子 T: K Mod—RMod ，如果对一切 r€Z(/^，TX/i r ) • TA —TA 是乘 r 的 
映射，則称了保持乘法. 

张 M 积和 Horn 保持乘法.我们断言，如果了保持乘法，则 L w r 也保持乘法；即 
L n T ( fi r ) =乘 r. 

给定投射分解…―心 -^- P 0 -^ A^O . 易知 夕是办 上的链映射. 

- ► P 2 P, 左 + Po^—^A — ►() 

^2 j/?, ^Mo |/ 

-►尸:一 "J^P 、-» /* o — —►肩- ►O 

其中对每个 ”>0，纪|尸,—1>„是乘广 WT 保持乘法，链映射丁夕的各项都是乘 r, 因此在同调中的 
诱导映射也是乘 r: 

iT/i) , ' *, + imTd mi .\ t-» (T#«„)r„ + \mTd„ + i = rz H + imTiiu+i , 

其中 6kerT</.. (835| 

命麵 10.48 给定一对环 i? 和 S 以及一个加性共变 A 子 T : R Mod— s Mod , 到对每个 n, 

L„T : R Mod— s Mod 

是加性共变函子. 

证明我们证明 L«T 在态射上是合理定义的； 容易验 证它是加性共变函子 （记 住， H „ 是从复 
形到模的加性共变函 子）. 

如果 PV 是/上的另一个链映射，則比较定理说 Ae/ ,因此根据习题 10.26, TASO 
T/, 从而根据命题 10.39, //，(几）= H.crh. ■ 
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命18 10. 49如果 T: K Mod-* s Mod 是加性共变凾子，«对一切 ft n 和一切 A, L n TA = { 0 ). 
证明 因为当《为负时， P A 的第 n 项是{0>,所以根据习題 10.21 有 
定义如果 B 是左禊和 T = 0 R B ，定义 

Torf( ,B) = L a T . 

于是，如果 

di d \ 

P>| =… — /> 2 — ^ P , ―- F 0 — 0 
是模 A 的选定的刪除投射分解，則 


To ^( A . B ) = H ,( P A ® K B )= m 

Tor «( , B ) 的定义域是 Mod K ,它是右 K - 棋的范畴：它的目标域是 Ab , 是阿贝尔群的范畴. 
例如，如采 i ? 是交換的，则是 R - 棋，从而 Torf ( , B ) 的值在^» 40 «)中. 

定义如果 A 是右 R - 模和了 = A ®*. 定义 torf ( A , ) = L . T . 于是，如果 

d , d x 

Q fi = aaa Qz — • Qi — ^ Qo — 0 
是模 B 的选定的删除投射分解，則 


國 


tor?(A,B) = H h ( A ® r Q b ) - 


ker(l^ ®d m ) 

im(l A ® • 


tor?(A,) 的定义域是 R Mod, 它是左 /?- 模的范畴,它的目标域是 Ab, 是阿贝尔群的范畴.和 
以前一样，它的目标域可以更小（例如 ，K=Q) 或更大[如果 R = ZC, 因为每个 Z- 模可以看作一 


个（平凡） R- 棋] • 


同调代数漂亮的定理之一是对一切 A 和 B (和对一切 R 和;0,有 


Tor*(A,B)^tor；(A,B). 

有运用谱序列的一个证明，但还有一个厲于 A. Zaks 的一个初等证明（见 Rotman 所著的《 An Intro¬ 


duction to Homological Algebra}，197 页）. 

现在有几点要 讨论. LT 的定义中假定己经选取了毎个模的删除投射分解. L„T 依赖于这个选 
取吗？并且，一旦解决了这个问题（答案是 L«r 不依賴于这个选取），如何运用这些函子？ 

假定选取了新的删除投射分解,我们把由这些新的选取形成的左导函子记为£„7\ 

命 H 10.50 给定一对环 R 和 S 以及一 个加性共变*子了 ： R Mod— s Mod ,則对每个 n , 函子 
L „： T 和自然等价.特 刹地， 对一切 A, 

( L m T ) A ^( L m T ) A . 

从 A 这呰模不依赖于 A 的（删除）投射分解的选取. 

证明 考虑图 


其中顶上一行是用来定义 L»T 的选定的投射分解，底下一行是用来定义 £ M 丁的. 根据比较定理，存 
在 1 A 上的链映射< * P a — P a 运用 T 得 T1 A = 1™ 上的链映射 T, > TP A -* TP A . 后面一个的链映 
射对每个 n 诱导出一个同态， 
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r A = (Tt). * a,T)A — (£ •: HA. 

我们现在构造 r A 的逆以证明每个是同构（从而证明定理中最后 一个陈述）. 把前述的图上 
下倒转，从而选定的投射分解 P a -A40 现在是底下一行.比较定理再次给出链映射，比如 KifA — 

Va 现在复上从 h 到它自身的链 映射. 根据比较定理中的唯一性陈述， /welpj 类似 
地， . 由此 T(<*> 62 和 T(«) 02 . 因此，1 = (Toe). = (7J).(Tic) •和 1 = (T«). = 

CT«),ai) •.所以， r A = (T t > ■是同构. _ 

我们现在证明同构构成自然 等价： 即如果/， A — B 是同态，則下图交换. 



为了在顺时针方向賦值，考虑 



- ►O, — ►O, ―— ►o 

其中底下一行是 B 的某个投射 分解. 比较定理给出 /1 A =/上的链映射 Pa — Ob . 反时针方向走， 
B 的选定的投射分解现在是图中的中间行，于是得到 l B / = /上的链映射& 一 Ob . 比较定理中的 


唯一性陈述告诉我们这两个链映射同伦，从而它们给出同调中相同的同态.于是，相应的图交换， 
这表明 riZVr—LT 是 ft 然等价_ ■ 


系 10. 51棋 Torf ( A , B ) 不依籟于/\和》的投射分解的选取. 


证明立即运用命题到 ® k B 的左导函子（即 TorJ ( , B )) 和的左导函子（即 tor ?( A , >). 

但我们已经引述了 TorJ ( A . B ) ^ torf ( A . B ) 的 事实. ■ 

系 10.52 设 T i R Mod - s Mod 是加性共变 函子. 如果 P 是一个投射模，则对一切« ^ 1, 
L . T ( P ) ={0 K 

特别地，如果 A 和 P 都是右及-*，且/>是投射的，又如果 B 和 Q 都是左 J ?- 棋，且 Q 是投射的， 

則对一切 n ^ \ * 

Tor ^( P , B 〉 = {0> 和 TorfCA . Q ) * <0}. HU 

证明 因 P 是投射模，它的投射分解是 


C. = ♦o — o — P 九 J>-0, 

因此对应的删除投射分解 Cp 只有一个非零项，就是 Co = P. 由此， TC P . 对一切 n>l ,第 n 项为 
{0} 的复形，因此根据习埋 10.21, 对一切, L m TP = H ,( TC P ) = {0>. _ 

我们将证明存在左导函子的长正 合列. 先从一个有用的引理开始，它说如果给定一个模的正合 
列以及它的第一项和第三项的投射分解，则可以“钉入蹄铁、即存在中间项的投射分解正好适合 
该项. 


引理 10.53 ( 蹄铁引理丨 蛤定图 



596 


第 10 幸 


P \ P ： 





其中列是投射分解而行是正合的，則存在 A 的投射分解和鍵映射使得三个列形成复形的正合列. 
注把投射分解換成内射分解的对偶定理也成立. 

证明我们先证明存在投射的尸 o 和有正合的列与行的交换 3 X 3 图： 


|839 l 


0 



定义 p 。 = p '。 ㊉ n , 因为 n 和 f ； 都是投射的，所以 p 。 也是投 射的. 定义 1 p ' 0 - 〆 。 ㊉ n 为 ：《：' 
并定义 I P 7 。 ㊉ 为 — 显然 


0 -*• Po * • Po P ^-» 0 

是正 合的. 因 P； 是投射的，存在映射<»< 使得~ =乙现在定义 el Po-A 为 e : (x ,x*)l- 

*'〆+««:*■.可以证明如果 K 0 = ker«, 則存在映射 /(i— 心和 K 0 — KV 其中 Ki=k er 〆 和 K* 0 *= 
ker e *), 这留作一个平淡的习题.由此得到的 3X3 图交換.顶上一行的正合性是习题 10. 29,而根据 
五引理，即习 JH8. 52,* 是满射. 

我们现在对 n >0 用归纳法 i£ 明可以构造出所®的图的底下 n 行. 关丁 •归纳步，假定前 n 步已经填进 
去了，并设 K, 等等. 现在构造 3X3 图，它的底下一行是 0 4杧— ff n —fC—0, 并 

如下面说明的那样把它和第 n 个图接合起来（注意映射 P.+, - P , 定义为复合 P.+, -* K n - P.). 


- 『 r^i — w r„, —-1 


0 ― ► K , —► — ► 0 

新图的列是正合的，这是因为，举例来说 ， im ( P .+, — P .) = K „ = ker ( P ,, — P ..,). ■ 

定理 10.54 如果 0 —— 0是模的正合列，又如果 T : K Mod— s Mod 是共变加性函 
子， W 存在长正 合列： 
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… ， L„Ti L m Tp M 3 , 

>„TA - ► L n TA - ► L n TA — ► 


v TA f - 


— L ^ TA " — 


它以 


- - LqTA ' L 0 TALoTA m 0 

结尾. 

证明设和 K •分别是 A' 和 A* 的选定的删除投射分解.根据引理 10. 53,存在 A 的删除投 
射分解使得 


0 • -*■ p V 二尹 a 二 PV-* 0. |840| 

(在比较定理的记号中 - i ■是 I 上的链映射 ， q = P 是/ •上 的链映射).运用了得复形的序列 

0. -* tp ^ 九 tp a ^* rpv — 0 . • 


为证明这个序列是正合的， © 注意每个行 0 — 是分裂正合列（因为 C 是投射的）， 
a 加性 函了保 持分裂短正 合列. 于是存在长正合列 

…— H,rTPV> (T，K . H,(TP a ) <T?>， > H n (T^) .,(TPV)-•••• 

即存在正合列 


- L , TA ' 


► L„TA - 




我们不知道 (tl 蹄铁引理给出的 A 的投射分解是否是 昧始 选定的分解，这就是为什么我们用 kTA 代 
替 /-.TA . 但有 A 然等价 r,L„T- L . T , 从而存在正合列 


… — L n rA ，— 
根据命题 10. 49,对一切负”, 


— I 

L_,T = 


L n TA 


(Tq). r 


- L . TA " 二 L m - t TA ' - 


<0> , W 此上面的序列以{0> 结尾. 


剩下要证明= MTG ) = r ( p . (记住 ）= i , 它是 i 上的链映射）和 （7 V), rA = 

丁 ( P > • 现在= ( Tk ). ，其中 *: 是 1 a 上的链映射，因此 

ri' (T» . =(r<*).(T». = ( TkTJ ) . =( TUj )).. 

和）都 M 上的链映射 P A ，从而根据比较定理.它们 同伦. 所以，7\*>)和77同伦，由此 
它们在同澜中诱导出相同的 映射： （ T (4)>. = ( Tj ). = L „ T ( i >, 从而 GkTP , = L „ T ( i ). 用同样的 
方法可以证明（了9>. Q = L n T (. p ). ■ 

系 10.55 如果 7" : R Mod — s Mod 是加性共变*子，則*子1» 0 丁是右正 合的. 

址明如果 A — B - C —0 是正合的，則 L 0 A — LoC — 0也是正合的. ■ _ 

定理 10.56 ( i ) 如果一个加性共*函子 ： T : K Mod — s _ 是右正合的，« T 和 LoT 自然等价. 

( N ) 函子和 Toi §( , B ) 自然等价.因此对_切右 R - mA , 存在同构 
A® K B ^ Tor ^( A , B ). 


© 复形的 正合列 不是分 S 的，因为分裂映射的序 f (未必组成链映射 
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证明 （j ) 设 P A 是 A 的选定的刪除投射分解，并设 

... — U . p 0 — ^ A 一 0 

是选定的投射 分解. 根据定义， 

LoTA = cokerTC^!). 

但丁的右正合性给出正合列 

Td, Tt 

TP X ―- TP 0 ― - TA — 0. 

现在根据第一同构定理， Te 诱导出一个同构 a^cokeiT (岣） — TA ; 即: LoTA ★ TA . aLoT—T 是 
自然等价的证明留作一个平淡的习題 • 

(ii ) 从 （丨〉 立得，因为是右正合加性共变 函子. ■ 

我们巳经证明 Tor 修补了正合性的缺失，在对一个短正合列采用张量积之后可能产生这种缺 
失. 

系 10.57 如果 0 — A ' —A — A 〃 —0是模的姐正合列， M 存在长正合列 
… —Tor?(U) — Tor?(A,B) 〜 Tor? 

— Torf ( A ', B > — Torf ( A , B ) — Torf ( A ' B ) 

A ! A ② — A " 0, 

下一命埋证明闲子 TorJ , B ) 满足定理 10. 45 共变形式. 

命题 10.58 蛤定模的行正合的交換图， 


0—一^，— ►() 



对一切 w , 存在行正合的交換图 

Tor K m ( A \ B ) ■* » Tor ；(>4, B ) P% -» Tor ；(^ \ B ) —红 ■► Tor : 

/•! jg . | a * |/* 

TorliC '. B ) J - ~►Tor ； (C,fi) — ~► Tor ； (C # . B )- K » Tor ； ,(C ，， 抝 

如果固定第一个变量，則有类似的图 • 

证明给定陈述中的图，在交角上建立选定的*除投射分解 P ^， P >, Q &和 QP . 我们断言存在 
删除投射分解和 0 c ,它们和链映射一起给出复形的行正合的交 换图： 


0 -^ ^ P: —— ►o 



一旦做好以后，由连接同态的自然性就可得到 结果. 和引理 10. 53的归纳证明一样，只需证明三维 
形式的蹄铁引理.下面的交换图中，列是短正合列，都是投射的， NW , K ' 和 K " 都 
是核. 
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K' K 



我们用下面的图来完成这个图，下面的图中，行和列都是短正合列， P 和 Q 是投射的： 



第1步.根据比较定理，存在/上的链映射 / iPV -» Q ' c 和 A 上的链映射;5 为了 

简化记号， 记广 =/ 。和 〆 = A 。. 

第2 步. 定义尸= 〆㊉〆 ，并插进通常的内射和投射映射尸 '— P 和 P — 〆 . 即 〆 — （/,0) 
和类似地，定义0=泛©<?,并插人内射和投射映射0 — Q 和 Q — 当然，序 
列0 — P '— Z 5 — P * — 0和0 — 以 —Q — — 0都是正合的. 

第3 步. 和蹄铁引理的证明一样，定义 P - A 为 e « U ' x ' + gt ", 其中 cf : P〜A 镧 

足 At =* "(在蹿铁引理的证明中证明了存在这样的映射 ah 亊实上，蹄铁引理表明图的背面交换•类 
似地，定义 PQ — C 为 ( y , y)^jVV + Ty \ 其中 r • CT •* C 满足 q r = A 图的前面也交换. 
第4步.定义为 

F' (x'xXFV + yiW), 

其中 yl — ^ 有待构造.易知，不管 y 如何定义.包含各个 P 和各个 Q 的平面总是交換的. 

第5 步. 剩下要选取 y 使得有顶点 P , Q , C 和 A 的方块交换,即要使得*«=71 ? .两边賦值导出等式 
gic ' x ' + gai " = j V ' F ' x ' + j I ' yx " + cF * x ". 

现在执 '=_//〆 =>7' F ' (因为户是/上的链映射 / 中的第 0 項〉， 因此只潘找到 y 使得 
j ' l'y = ga ~ rF *. 

考虑行正合的图 


國 


Jr 
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现在 im (供一 rF *) £ imj V ' = ker ?. 这是因为 

qga — qrF" = hpa — = he" — V'F* = 0 . 

因 P " 是投射的，存在映射 ）"： 使得图交换. 

第6 步. 根据 3 X 3 引理（习题10.29>,行0—尺'—尺—1<* — 0和0 — /^ —尺**/^ — 0是 
正合的，我们让读者证明图的顶面存在映射使得每个方块交换. ■ 

下一节我们说明如何计算和使用 Tor . 但结束本节之两，和刚给出的对于张*积的处理一样，我 
们给出对于 Horn 的处理. 

函子 T 的左导函子的定义要求 TP a 是它的一切非零项都在左端的复形.即一切负次项都是 
{0}. 这个定义的一个推论是系 10.55: 如果了是右正合的.則 UT 和了自然等价.当 Horn 函子左 
正合时，用 TC . 在右埔的删除分解 C . 来定义右导函子 R - T . 我们将看到当 T 左正合时，和 r 
自然等价. 

给定一个加性共变函子 Ti R Mod-* s Mod ,其中 R 和 S 是环，对一切 ” eZ ， 我们构造它的右导 


函子 R n T > R Mod — s Mod . 

—次性地对每个模 A 选取一个刪除内射分解,形成复形 TE A ，并取 同调： 


R " T ( A ) = H "( TE a ) 


kerTd " 
irnTd " 1 


读者应重温例 10. 34( X ) 以回忆指标约定为上升 I 如果指标下降.则定义会是 

kerTd- H 


R n T ( A ) : 


„( TE A ) ■■ 


imT</_ a +i * 

注意，我们曾在同调模上提升过指标 I 我们把写成 H " • 

R ” T (/> 的定义（其中/» A — A ' 是同态）类似于左导函子的定义.根据比较定理的对偶定理， 
_存在/上的链映射/ : E A — E ' A ', 且不汁同伦是唯一的，因此在同 W 中诱导出唯一的映射 R ” T (/> • 


H '( TE a ) - H "( TE M ， ) ,就是 (T 
用图说明.考虑选定的内射 分解： 


0— —— ► r° — ► t' — ►••• 

。二 U 一… 

填人/上的链映射/ ,然后对这个图运用 T , 再取由77在同调中诱导的映射. 

命题 10.59 给定一对环 R 和 S 以及一个加性共变函子 T : R Mod-^ s Mod ,則对每个 n , 

R n T s Mod 

是一个加性共变 函子. 

这个命題的证明和马上要陈述的关于右导函子的其他命题的证明本质上是我们已经给出的证明 
的对偶，因此省略. 

例 10.60 如果 T 是一个保持乘法的加性共变函子，又如果外：八一 A 是乘 r , 其中(尺)是一个 
中心元素，则也保持乘法（见例 10.47) . ■ 

命题 10.61 如果 T : R Mod— s Mod 是加性共变函子，則对一切负 ri 和一切 A = {0}. 

定义如果 T = > ,定义 Extft ( B , ) = R H T . 于是，如果 
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E A = 0 -*• £° -^ E 1 上- E 2 - ♦… 

是模 A 的选定的硎除内'射分解，則 

ExtJ(B,A) = H"(Hom R (B,E A )) = ker ( 芑) 二 
imid " ). 


其中 （ d *). * Hom R ( B , E ") — Hom R < B , E " +I ) 和通常一样定义为 
(< f ). « fv * < ff . 


俨了的定义域，特别是 ExtS ( B , >的定义域是 R Mod . 它是一切左 K - 模的范畴，其目标域是 
Ab , 是阿贝尔群的范畴.目标域可以较大《例如，当 R 交换时.它是 R Mod . 

假定选取了新的蒯除内射分解,我们记由这些新的选取形成的右导函子为 R n T . @1] 

命 ■ 10.62 给定一对坏 R 和 S 以及一个加性共吏 * 子 T : R Mod — s Mod , 削 对每个 n , *子 
R " T 和6然 等价. 特别地，对一切 A , 

(. R m T ) A ^(. k m T ) A , 

从而这些模不依賴于 A 的（删除）内射分解的选取. 

系 10.63 棋 ExtJ ( B , A > 不依鶫于 A 的内射分解的选取. 

系 10.64 设 TqMod — s Mod 是一个加性共究*子.如果£是一个内射權 ，则 对一切, 

R n T ( E ) = {0). 

特别地，如果 E 是一个内射 R - 模，則对一切和一切模 fJ , Exti ( B . E ) = {0}. 

定理 10.65 如果 0 — 二 — 0是模的正合列，又如果 ： Ti K Mod — s Mod 是一个加性共 
变*子，則存在长正合列， 

… — R " TA ' _ n R m TA — TP - R - TA " 二 

R m +, TA ' R '* ，Ti , r-+i TA R，TP - J ?"" TA " 

它以 

0-* R ° TA ' R°TA — R ° rA *-* 


起首. 

系 10.66 如果 TiKMod — sMod 是一个加性共变*子， «* 子 i ?° T 是左正合的. 

定理 10.67 (丨） 如果加性共 变凾子 ： Ti R Mod — s Mod 是左正合的，到7■和犮 0 ?'自然等价. 

( II )如果 U 是左 /?- 模. * 子 Hotn R ( B ，)^» Ext &( B ,) 自然 等价. 因此，对一切左 R - 模 A , 存 
在同构 

Hora R ( B . A ) ^ Ext 《（ B , A >. 

我们巳经证明 Ext 修补了正合性的缺失，它可能出现在对短正合列运用 Horn 之后. 

系 10.68 如果 0 — A'—A — A * 1 — 0是模的姮正合列， W 存在长正合列 
0 -*■ HomR ( B . A , ) -* Hom R ( B ， A > -*• Hom R ( B . A ,r ) 

— E * t ^< B , A ') — Ext ^( B . A ) — ExtJfCB . A *) 

— Ext!(B,A’> — Ext|(B,A) — Ext|(B,A*)— 
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命題 10.69 给定模的行正合的交換图， 


1-^ 


: U!U: 


对一切；I,存在行正合的交換图 


Exl；(ft ^') ― ^ Ext ； (g,i4*) — •-» Exl ； M (B,/< , ) 

f \ j. i 8 ' ，•卜 ..« I 7 ' 

Exl*(0, C) — ► Ex« ； (B.O - ► Exl ； (B,C°) - ►Ext ； ,l (B,C , ) 

最后，我们讨论反变函子 T 的导函子.如果用 TC . 在右耥的删除分解 C . 来定义右导函子 
R " T , 則从一个《除投射分解 P A 出发，然后由 T 的反变性把 TP a 放在右續 .㊀ 

给定加性反变函子 r « R Mod - s Mod , 其中及和 S 都是环，现在对构造它的右导*子 
R"T : K Mod -> s Mod . 

一次性地对每个棋 A 选取一个删除投射分解，形成复形71、 ， 并取同谰： 

R " T(A) = 

如果/ I A — A ' ,和对左导函子一样，定义 BTT (, f ) • I ^ T ( A ') ― R ^ T ( A ). 根据比较定理，存在 
/上的链映射/ • P A - PV 不计同伦是唯一的，它在同澜中诱导出映射 irr(_P » H -( TP , a O -> 
國 H "(71 V ,就是（丁/,>. . 

例 10.70 如果了是保持乘法的加性反变函子，又 如果叫 是乘 r , 其中是中心 
元索，则 R - T 也保持乘法（见例 10.47) . ■ 

命匾 10. 71给定一对坏 K 和 S 以及一个加性反变*子 Ti R Mod — s Mod ， 則对每个 r «, 

R H T ：|；Mod — s Mod 

是一个加性反变函子. 

命颺 10. 72如果 TaMod— s Mod 是加性反变*子，则对一切負《和一切 - {0}. 
定义如 果丁* Horn〆 ，0,定义 extR ( , C ) = R n T . 于是，如果 

dt dt 

- - P 2 — -P, ―- P 0 — 0 

是模 A 的选定的 刪除投 射分解，則 


extJ(A.C) = WHom R (P A ,C) = ker(<f "+» 〉 • , 
imCc/,,) * 

其中 （W> •: Hom R (iV^,C)4 HomRO^.C〉 和通常一样定义为 
(<)• :/ — /心 • 

对 Tor 成立的现象对 Ext 也 成立： 对一切 A 和 C (和对一切 K 和》>, 

ExftCA.O 空 extJ(A,C). 

对于 Tor 不依赖于变量分解的证明也适用于 Ext (见 Rotman 所著的 C An Introduction to Homologi- 


© 如果我们对反变函子 T 的左导 《 子感兴钃（但我们对其不感兴 纒〉， _用内射分解. 
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cal Algebra ), 197 页）. 根据这个定理，对 Ext 不必使用两个记号. 

假定选取了新的删除投射分解,我们记这个新的选取形成的右导函子为 R - T . 

命題 10.73 给定一对环 J ? 和 S 以及一个加性反变函子 T : R Mod — s Mod ,則对每个 n , *子 
J ?"7 •和袞”了自然等价.特别地，对一切 A , 

(R-T)A^ (RT)A, (ME 

从而这些模不依赖于 A 的 （硎除） 投射分解的选取. 

系 10. 74模 Ext &( A , C ) 不依箱于 A 的投射分解的选取. 

系 10.75 设 T : R Mod -* s M « i 是加性反变* 子. 如果 P 是一个投射模， 則 对一切”>1, 
R " T ( P ) = {0}. 

特别地，如果 P 是一个投射 R - 模，則对一切 ”>1 和一切模 B , ExtJ ( P . B ) = {0). 

定理 10.76 如果 0—" A ' 二— 0是模的正合列，又如果 Ti R Mod— s Mod 是加性反变函 
子，則存在长正合列 

- - R " TA r - Tp » R-TA R T ' ■ R " TA ' 二 


它以 

开头. 


R " +1 TA " 


R-*'Tp 


R " +, TA - 


> R - + l TA ' - 


0-*R 0 TA*-*R°TA ... 


系 10.77 如果： Ti R Mod -* s Mod 是加性反变函子，則函子 R °7 •是左正 合的. 

定理 10.78 < 丨 > 如果一个加性反变*子 s Mod 是左正合的，《 了和 i?°T 6然等价 • 
(») 如果 C 是一个左 R - 模，函子 Hom〆 ， C ) 和 Ej 4( ,0自然 等价. 因此，对 一切左 模 
A , 存在同构 


Hom R ( A.O ^ ExtJ ( A , C ). 

我们巳经证明 Ext 修补了正合性的缺失，它可能出现在对一个短正合列运用 Horn 之后 • 

系 10.79 如果 0 — A ' —A — A *— 0是模的《正合列，則存在长正合列 
0-* Hom R ( A *' , C ) -* Hom R ( A , C ) -» Hom R ( A ’, C ) 

— Extfc ( A * , C ) -* Ext ^ A . C ) -* ExthCA '. C ) 

— Ext^CA^.C) -* Ext|(A,C) -* Ext 备 (A、0 — 國 
命 a io .8 o 给定模的行正合的交換图， 

0 —► A ’ ► A 声 • A *-—► 0 

4 y 1% \ h 

0 - ► C 1 -- »C - » C" - ► 0 


对一切 n ， 存在行正合的交換图 
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注 当 T 是共变函子时，我们称 “丁的 要素为 鏈、圈、 边界和同调 .当 T 是反变函子时， 

我们常加一前級“上”，的要素常称为上键、余圈、上边界和上同调.不幸的是这个 
清楚的区分是模构的，因为 Horn 函子在一个变量中是反变的，而在另一个变量中是共变 
的.尽管如此，对 Horn 的导函子 Ext ” 我们还是常用前緩“ 上”. 

导函子是构造诸如 Ext 和 Tor 的共变函子的一种 方法. 在下节中，我们将给出 Ext 与 Tor 的更 
多性质，并将描述属于米田信夫 （ N . Yoneda ) 的关于 Ext 的另一种构造和属于麦克莱恩的关于 Tor 
的另一种构造，其实，导函子在后面是很少提 及的. 

习题 

10.36 如果是加性函子之间的自然变换 • iE 明对每个复形 C , I ■给出链映射 r c , FC -* GC . 如果 r 是自 
然等价，证明 FC 兰 GC . 

10.37 (丨）设 T :« Mod - s Mod 是正合加性函其中 i ? 和 S 是环，并假定 P 投射蓬涵 7 T 投射. 如果 B 是 

左尺-模，的删除投射分解， iE 明 TP ™ 是 TB 的删除投射分解. 

(II >设 A 是 R - 代数且作为模是平坦的，其中是交 换环.证明： 如果 B 是 A -模（«此是/?_ 
模〉， M 对一切/?_模 C 和一切 n >0, 

|851| A 0„ Tor ；( B . C ) ^ Tor ? ( B.A ® R C ). 

10.38 设 J ? 是半单环. 

(I ) 证明对一切对一切右尺-棋 A 和一 切左棋 B 有 ToiJ ( A , B > = {0> • 

提示： 如果尺是半单的，則每个（左或右） /?- 模是投射的. 

U >证明对一切11>1，对一切左尺 ■•棋 A 和有 ExtJ ( A ， B ) ■ {0} • 

10.39 如果 R 是 PID , 证明对一切 n >2, 对一切 i ?- 模 A 和 B 有 Torf ( A , B > = {0> = ExtJ ( A , B >. 

提示：用定理 9. 8. 

10.40 设 I ?是整环并设/\是/?-模. 

( I > 证明： 如果对一切 r 关0 ,乘映射， A 今 A 是单射，則 A 是无挠的. 

( II ) 证明：如果对一切； •关 0,乘映射外 * 是满射 • 則 A 是可除的. 

( I )证明：如果对•切 r 关0,乘映射外•八—/\是同构，则/\是<3上的向设空间 ， K 中 Q — 
Frac ( R ). 

提示： 模 A 是 C ? 上的向量空间当且仅当它是无挠的和可除的. 

( IV )如果 C ： 或者 A 是 Q 上的向置空间，证明 Toif ( C , A ) 和 ExtJ ( C ，/0 也是 C ? 上的向董空间. 

10.41 设尺是整环并设 Q = Frac ( J ?). 

( I )如果是非零元索 & A 是满足的模，即对一切 r fl = 0 ,证明对一切 n >0, 
Ext ；( Q , A )-{0}- Toi ；( Q , A ). 

提示 ：如果 V 是 Q 上的向置空间満足 rV =<0} ，則 V ={0>. 

( I ) 证明对一切 n >0, 只要 V 是 Q 上的向 M 空间且 A 是有某个邾零 r €尺使得 rA ={0} 的 K - 棋，就冇 
Ext ；( V , A ) = <0>= Toif ( V , A ). 

10.42 设 A 和 B 都是 R - 模.对 /* A '— B , 其中 A ' 是 A 的子棋，定义它的障碍为 3(/), 其中 a : Horn ^ C ^. B ) - 
ExtiCA /^. B ) 是连接同态.证明/能够扩张为同态/ :A — B 当且仅当它的障碍是 0. 

10.43 如果 T : Ab — Ab 是左正合由子，证明 UT 是正合函子.由此推出，对任意阿贝尔群 B , 4 Hom ( B ,) 和 
Hom ( B ,) 不自然等价. 



10. 6 Ext 和 Tor 


我们现在更仔细地考察 Ext 和 Ton 上节说过，这两个函子的一切性质可以从定理 10.45 的版本 
中得到，这个定理是刻画它们的公理（见习題 10.44 和 10.45); 特别地，不必把它们作为导函子 
来构造. 

我们先证明 Ext 关于和与积具有与 Horn 类似的性态. 

命题 10.81 如果 € K } 是模的族，則对一切; I ,存在自然同构， 

E * tS (5>*. B)^n Extji 

*6K *6K 

证明用长度推移法进行证明；即对 n >0 用归纳法.基础步是定理 7.33, 这是因为 Ejtt e ( , B > 
和反变函子 Hom( ,B) 自然等价 • 

关于归纳步，对每个4 (选取一个短正合列 

0 —► ^ Ph Aih —► 0 1 

其中 h 是投 射模. 存在正合列 

0+2 p *— 2〜寸 0 ， 

^ k k 

因为投射模的和也是投射模.所以 pp * 是投射模.存在行正合的交 换图： 

- ► Hom(5Z Lt. fl) * ► Exi'(£>4i.d) — ► Ext l (^Pk B) 

| r t </ i 

r|Hom(/ , i.0) - llEwl, fl> — ► riExl'l/'iS) 

其中底下一行的映射在毎个坐标中恰是通常的诱导映射，映射 r 和是定理 7.33 给出的同构.现在 
Ext '( SP *, B ) = <0> = nExt *( P *. B ) ,这是因为 SP , 和每个 i % 都是投射的，从而映射3和 d 都是满 
射.这就是命题8_ 93中的那种图，丙此存在同构使得增广的图交换. 
现在可以假定》>1,并进一步注意长正 合列. 存在交换图 

B^riLPi B) - ► ExrO： V B) 上 ~ ►Exr'(EA. B) — ► Exr'(Eft. B) 

Jr i 

JlExfXft B) - ►flExTUi 扔 -=—*■ riEM-'tA B )__ nExr'(ft B) 

其中 Ext ”（2 L *, B )— IIExt - a *, B ) 是同构，根据归纳假设它是存 在的. 因”彡〗，第一个变量 
是投射的四个 Ext 都是(0> ; 由此，根据行的正合性可知3和 d 都是 同构. 最后，正如所要的，复 
合 do 3 … 1 •• Ext ， + I ( SA *, B )— ITExt * +1 ( A *， B > 是 同构. _ 

对第二个变 量有一个对偁 结果. 

命题 10.82 如果 i / kQO 是模的族，則对一切 n ， 存在自然 同构， 

Ext^(A ， nB*)= U E «S( A ， B *>- 

島 CK k(：K 

证明用长度推移法进行证明.基础步是定理 7 . 32,这是因为 Ext D ( A ,) 和共变函子 Hom ( A , > 
自然等价. 

关于归纳步，对每个 46 K 选取一个短正合列 

0 B k Eh Nk Of 
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其中圮是内射模.存在正合列 

0- JlB t ^ J [ E k ^ J [ N t -*0, 

k k k 

因为根据命题 7. 66, 内射模的积也是内射模，所以是内射模.存在行正合的交 换图： 

Hom (^, n &)— 九 Ext '( ^ lA)—*ExtU 阳） 

nHomW , &) — riHom ^, N t 、■^ IlExt 1 ^, ft )— riE *«' M .£ i ) 

其中底下一行的映射在每个坐标中恰是通常的诱导映射，映射 r 和 ■» 是定理 7. 32给出的 同构. 现在 
证明可以如同命题 10.81 那样完成. ■ 

由此无论对那个变量， Ext " 与有限直和交換. 

注上面两个命題不能够把和替换为正由极限.或把积替換为反向极限而加以推广丨 a 由 
是投射模的正向极陳未必是投射的，和内射模的反向板限未必是内射的. 

当环 i ? 非交换时， Hom R ( A ', J 3) 是阿贝尔群，但它未必是 R - 模. 

命« 10.83 (I > ExtJ ( A , B ) 是 Z ( K )- 糢.特别地，如果 K 是交換坏，則 ExtJ ( A , B ) 
是 R - 模. 

(») 如果 A 和 B 都是左 R - 模且 r 6 Z ( i ?> 是中心元素，是乘 r 的映射，則诱导 映射 〆 ■: 
Extft ( A . B ) — Extft ( A . B ) 也是采 r 的映射.类似味述对月一个变量也成立. 

证明 （i ) 由例 10.47, 士是 R - 映射，因此它诱导出 ExtJ ( A , B ) 上的一个 同态. 容易验证 
XI —/ I ； U ) 定义了 _. t •标董乘法 Z ( R ) X ExxHA . B ) — ExtJ ( A , B ). 

(Ml ( * ) 因为我们定义乘标 ft r 的映 射为; ,則由 （ 丨 ） 可得结果. ■ 

例 10.84 (丨）我们证明对阿贝尔群 B 有 

ExtidpB ) 兰 B / nB . 

存在正合列 

0 -► 0 , 

其中是乘 n . 运用 Hom (， B ) 得 

Horn (Z , B ) -^― ► HomCZ , B ) -* Ext 1 ( I „ , B ) -* Ext 1 (Z > B ) 

的正合性.现在因为 Z 是投射的，所以 Ext 1 ( Z , B ) = {0}. 此外，；《；也是乘〜而 Hom ( Z , B ) = B . 
更稍确地说 ， Horn (Z , >和 Ab 上的单位函子自然等价，因此存在行正合的交换图 



根据命题 8.93, 存在同构 B / nB ^ ExtUU ). 

< « >现在只要 A 和 B 都是有限生成的阿贝尔群，我们就能够计算 Ext |( A , B ) • 根据基本定理， 
A 和 B 都是循环群的 直和. 因 Ext 与有限直和交换， Exti ( A ， B ) 是群 Exti ( C , D ) 的直和，其中 C 和 D 
都是循 环群. 我们可以假定 C 是有限的，否则它是投射的，从而 ExtVCiD 〉 = <0).这个计算可以用 
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(i ) 和习题 5.5 完成，它说如果 D 是有有限阶 m 的循环群，則 D / tiD 是6/阶循环群，其中 d = 
( m , n > 是它们的 gcd . _ 

我们现在给出类似于群扩张的显而易见的定义. 

定义给定 R - 模 C 和 A , A 和 C 的一个扩张是捆一个短正合列 

如果存在 I ?-映射 s 使得扣 = l c ,則称这个扩张是分製的. 

当然，如果 O - A - B — C — 0是分裂扩张，则 

只要遇到同 调群. 我们必然要问它是零意味着什么，因为它的元索能够构造成为障碍物.例 
如，因子组说明一个群扩张为什么不 分裂. 本节中，我们将证明 Extjj ( C , A > = <0} 当且仅当 A 和 C 
的每一个扩张分裂.于是，任意的非零元素描述非分裂扩张（其实，这个结果是名称 
Ext 的由来> • 

我们从命题 10. 17引发的一个定义开始 • 

定义给定模 C 和 A, 如果对 A 和 C 的两个扩张 to —A —C— 0和 A— 甘― C—0, 
存在玦射¥> iB- 贫使得下 ffl 交換： 


{: 0- *- A -' * B P »C - ►! 



« 称这两个扩张等价.我们记一个扩张6的等价类为 [ fl , 并记 

e (. C , A ) = {[ f ] « f 是 A 和 C : 的扩张 }. 


如果两个扩张等价.则五项引理（习埋8.52> 表明映射？ 1 必是同构,由此等价实际上是一 
个等价关系（因为现在可以证明对称性〉.然而.反过来不 成立： 如同在例 10. 18中看到的 
(这个例中的一切群都是阿贝尔群，因此可以把它看作 Z - 模的例 子）， 可以有中间项同构的不 
等价的扩张. 

命賵10. 85如果 Extfc ( C , A ) = {0} ,則每个扩來 

0 -► C-* 0 


是分裂的. 

证明运用函子 Hom ( C , >到这个扩张上得«正合列 


Hom(C.B) 上 * Hom(C.O 」一 Ext 1 (C,A). 

根据假设， Ext '( C , A ) = {0}, 从而 fi . 是满射.因此，存在 s € Hom ( C , B ) 使得 l c = p , W ,即 
l c = P * ,这就是说扩张 分裂. ■ 

系 10. 86 R - 模是投射的当且仅当对每个尺-模 B , Extji ( P , B ) ={0> . 

证明如果 P 是投射的，则根据系 10.75, 对一切 B , Ext ^ P . B ) ={0> . 反之，如果对一切 
B , Extfc ( P , B ) = {0} ,则根据命睡 10.85, 每个正合列 0 — B — X—P — 0 分裂，因此根据命题 
7. 54, P 是投射的. ■ 

我们将通过证明存在双射一 e ( C , A ) -* Ext '( C . A ) 来证明命题 10. 85 的逆. 现在构造函数 
给定扩张5«0 — A—B — C —0 和 C 的投射分解，形成图 
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根据比较定理（定理10.46>,可以填入虚线箭头得到一个交 换图. 特别地，存在映射《«&— A 
使得 0 禹=0;即从而 a €ke r< / 2 - 是余晒.比较定理还说，图中的任意两个填充 同伦； 于 
是，如果，尸丨― A 是第二个填充的一部分，则存在映射&和力使得 a-O.h+ioA 

P ^ P , 

0 -- ►« 

从而 </—aeinuif ，因此 同谰类 a + inu/f ^Ext 1 (C,A) 是合理定义的.作为习题我们留给读者证明 
等价扩张6和〆确定的 Ext 的元素相同.于是由 

必 ([f]) ■ a + imrff 

给出的 

vfr> e(C.A) — Ext'(C.A) 

是合理定义的 函数. 注意，如果 f 上有分裂扩张.則 4([f]> = 0. 为了证明4是双射，我们先分析含 
有映射0的困. 


引理 10.87 设 Si 0 — 1X。- 


►C-0 是模；^ 和貘 C 的一个扩张.给定模 A, 考虑图 
X,-^*X,-^C — ►o 


存在行正合的交換困完成这个給定 的图： 


_ 


^ X ,—^ A U --^ 


0― ►/<— 

(H ) 任意两个完成的图的底下一行是等价扩张. 

证明 （ 丨 ） 我们定义 B 为> 和 a 的 推出. 于是，如果 

S = <(ari * - *>xj) 6A ㊉ X。％ 6X,} • 

定义 jB = (A©X 0 )/S, 

i *<iH»(a*0) 4 - Stp *x 0 l-»(0*x 0 ^ + * (a*-ro) 4 - S \-^ ex 0 . 


留给读者验证 7 是合理定义的、图交换和底下一行是正合的. 
(M ) 设 


0- ►A*! ►C - M). 



是图的第二个完 备化. 定义/ •• A®% — “为 

/ * ( a * x 0 ) V-*-i a + P ’ x 0 • 

我们断言/是 满射. 如果則 7 V 6 C , 因此存在:使得交换性给出0':*:。 
= £ i 0 = ib f . 因此 6'—〆 ： ! ：。 6keri/ = imt / ,从而有使得: 'a = M -/?：r 0 • 所以正如所要的， 


同 
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b ' == ta + 〆 :(） € im /. 

我们现在证明 k «/= S . 如果 （ orp - jx 丨〉 eS ， 则根据这个图的第一个方块的交换性 ， /(orp 
— jx Y ) = tax i —^jxi = 0 , 因此 SGker / •关于反包含，设 (《， x 0 ) € ker /， 从而 I'a = 0 • 
第二个方块的交换性给出 er 0 = 9 ^ x0 怎」 1 ti’a = 0 . 因此: r 。 € kere = im >， 从而存在 or 丨使得 
— Xq 于是 ， = — ^ Xq .因 l " 是单射•有 a =—all . 用 ％ =— X ! 替换 Q ，从而 

正如所要的有 ( a . a ^,) = ( ay !， 一 / y !) € S . 

最后，定义 f 玫为 

9 * ( a * x 0 ) 4 - S »-*-/( a . x 0 ) = ia + fl ’ x 0 


[因为 ( A ® XQVS*S = k er /, 所以 f 是合理定义 的]. 为证明图 
0 - >A 」■► D—^C - ►() 

的交换性，我们用（丨）中映射 I 和9的定义.关于第一个方块，如果则 《 a = P ( U ，0>+ S ) 
* ta . 关于第二个方块， 

7’史 * ( a « xo ) + S — + p f x 0 ) 


= 的 0 

*= cr 0 


所以，底下的两个行是等价扩张. 

记号 记則 构造的 A 和 C 的扩张为 


= 7((< i * x 0 ) 4- S ). 



aH . 

对偶结果为真》它与用第二个变量 A 的内射分解构造的 Ext 相关. 

引理 10.88 设 A 和 y 0 都 是祺， 并设 #:0 —A — 匕 — 0 是八与 V: 的 扩张. 给定模 C, 
考虑图 



—^ Y a ^ 


c 



( i ) 存在行正合的交換图完成蛤定的图： 


B ' y : 0---- ►() 

'4 1 \ 

s '： 0— ^*-r, — ~ ►o 
< ii ) 任意两个完成的图的頂上两行是等价扩张. 

证明这是引理 10.87 的对偶；特别地，用 y 与 p 的拉回构造頂上一行. ■ 

记号 记明构造的 A 和 C 的扩张为 

sV . 

定理 10. 89 函教 S»:tf(C，A) — Ext 1 (C，A) 是 双射. 

证明我们对_造逆心 Ext 1 (C.A) - e (. C , A ). 选取 C 的一个投射分解，从而存在正合列 
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d * d \ 

-- P 2 —- P ] — * P o — C -^0, 

选取一个 1- 余圈 Pi -* A . 因 0 是余圈，有0 =也 （ a ) = od 2 ,从而 a 诱导出同态 | P ,/ imd 2 — 
A [如果 々 ePi ,则 <»': x ,+ imdj ! — «»(々）]•令 E 表示扩张 
HI ] = « 0 -* P,/im d 2 — P 0 -► C — 0. 

和引理中一样，存在行正合的交 换图： 


1 I 

A - 

^, A )« 


用引理中的构造定义扣 

6(a+ inu/f ) = [ o ' a ]. 

我们先证明不依赖于余圈 a 的 选取. 假设 t 是陪集 a + inu ^ 的另一个代表元，则存在映射 
P P D — A 使得 {: = 0 + *^ . 但易知下面的图 交换： 




'ra W C — 

jlr 


由于底下一行没有变，所以有 [</ S ] « [<日]. 

剩下要证明复合勿和沒必是恒等映射.如果 o + inu ^ e Ext l ( C , A ). 则 Wo + im # ) 是两 


0 - ►/>./ ink /, - ► 产 0 - ►c - ►O 

。，1 , H '， 

0- >A 1—►« ► C — ►O 

的底下一行，且勿 (o + inu/f ) 是适合该图的一个余圈的同澜 类. 显然. 0 躭是这样的一个余 iih 因 
此勿是恒等映射.关于另一个复合，从一个扩张$开始，然后把它嵌人明 


— >c ― ►o 

i 0 :: 1 l ，r 

0 ——► 又 -^B ― ►C ―^0 

__的底下一行1和， E 都是这种图的底下一行，从而引理 10.87 ( H >证明 [ f ] = [ VS ] • ■ 

_ 我们现在证明命题 10. 85的逆 • 

系 10. 90对两个模 C 和 A , A 和 C 的每个扩张都是分裂的当且仅当 ExtjeCC . A ) = {0}. 

证 d 如果毎个扩张都分裂，则 l «( C , A )|= l , 从而根据定理 10.89, | Ex ^{( C , A ) |=1 ;因 
此 Extfc ( C , A ) = {0}. 反之，如果 Extfc ( C , A ) =彳0},则命題 10. 85表明每个扩张都 分裂. _ 
例彳 0.91 如果 p 是素数，則在例 10.84 <丨）中我们看到•另一方面，由定 
理 10. 89可知扩张 0 -If B — If 0的等价类有/> 个. 但 | B |= 〆 • 因此如不计同构 B 只有两 
个 选择 ： BS V 或 B ©1^. 当然，这和例 10. 18是一致的. _ 

下面是 Ext 的一个较次要的应用. 

命題 10. 92 ( i ) 如果 F 是无挠阿贝尔群而 T 是阶有界的阿贝尔群（即有某个正整教 n 使得 

» T ={0|), W Ext *( F , T ) = {0}. 

(ii ) 设 G 是阿贝尔群.如果 G 的挠子解《3是粉•有界的， 《 tG 是 G 的直 和磺. 



同 
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证明 （i ) 因 F 是无挠的，根据系 9.6, 它是一个平坦 Z - 模，因此 0- Z — Q 的正合性给出 
0 — 的正 合性. 于是， F ^ Z ® f •可以嵌人 Q 上的一个向貴空间 V ,就是 V = Q ® F . 
运用反变函子 Hom (， D 到 0 —F —V — V / F — 0得正合列 

Ext ' CV . T ) -* Ext 1 ( F . T ) -► Ext 2 ( V / F , T ). 

现在根据习埋 10.39, 最后一项是 <0>,和根据例 10.70, Ext 1 ( V , T ) 是（无挠）可除的，从而 
EwUF , 丁）是可 除的. 因 T 的阶有界，习题 10.41 给出 ExtVfM ') = {0}. 

(ii ) 要证明扩张 0 -wG — G — G / tG —0 分裂，只需证明 ExtUG / tGdOsfO }. 因 G/iG 是 
无挠的，由 （ 丨 > 和系 10..90 可得结果. ■ 

—个 群的挠子群可以不是直和项> 下面用同调的证明和习题 9.1(*1 >的证明有很大的差别 • 

命踴 10.93 存在阿 H 尔鮮 G , 它的一个挠子群不是 G 的直和項 I 事实上，我们可以选取 
<G = ^ I , . 其中对一切索教/>取和 • 

证明只需证明 Ext ^ Q.D %)关0.这是因为它可给出不分裂扩张 0 -U ( 此 

• • 

外， WQ 是无挠的.从而 

考虑正合列 0 -D I p —U I ^ D -0. 根据习題 9.6, 我们知道 D 是可除的（其实 ， D 兰 R •它 
是无挠可除群，因此根据命題 9.23. 它是 Q 上的向量空间，我们可以验证出1>1(/))=连续统，它是 R 作 
为 Q 上的向量空间的维数）.存在正合列 

Horn (Q, JX IpJ-HomtQ.DJ-^-Ext^Q.S 

P ， 

根据命题 10. 81 和命 @j 10. 92, a 是同构： EjrtVQ.JI - {0} ,又根据定理 7. 33, 

身 

Hom ( Q,JX 1/>)兰 UHoWQ.V = 因 Hom ( Q . D)9fe < 0 >， 有 ExtYQ ,^] ■ 

P P 

注我们可以证明一个*阿 B 尔觯 7 •有如下的 性质： 它是任一杷它作为挠子解的蛘的直 
和項电且仅当 T 3 B 0 D , 其中 B 的阶有界且 D 是可除的. 

如果 f 是一个集合且 — G 是到群 G 的 双射. 則在 f 上存在唯一的群结构使它成为一个群且必 
是同构[如 果*, e ' e £, 和 / = , 定义 〆 = 4 '( gg *)] • 特别地，定理 

10. 89篷涵在 *( C ， A ) 上存在群结构；下面是必要的定义 • 

定义对角映射如 iC — C ㊉ C 为 4 c : ch -( c , c ) ,并定义余对角映射 A ㊉ ( a ,, 
a 2 ) h * a , +< j 2 . 注意.如果 /,/i C — A 是同态，则复合 7 A (/ ㊉ 户知是映射 C — C ㊉ C—A ㊉ 
A - A . 容易验证 7 a</®/)^c = /+/ • 因此这个公式描述了 Hom ( C , A > 中的加法.现在 Ext 是 
广义 Horn , 因此我们模仿这个定义来定义 e ( C , A ) 中的加法. 

如果 ^0 —A — B — C — 0和 〆 ： 0 —Y 一 B ' —CT — 0是扩张，则它们的宜和是扩张 
S ㊉〆 > 0 —A ㊉ A’ —B ㊉ B’ —C ㊉ C--0. 

白尔和[幻+ [ 〆 ]是对等价类 [ A ( f ㊉〆 Me ] 定义的（我们已经定义了 aS 和 SV > • 为证明 A 尔和是 
合理定义的，我们先证明 <»( SV > 和 （ aE ^ y 等价.再证明火[$]+[ 〆 ])=與[ ㊉〆 Mc ]> ，然后证 
明 《( C , A > 在这个运算下是群.幺元是分裂扩张的类，[幻的逆是 [(—1 A >?]. 

Ext 1 的这个描述已经由米田信夫加以推广，他对一切 rr 描述了 Ext ”. 米田信夫的 Ext "( C,/U 


画 


的元索是正合列 


的某种等价类，且用一个广义白尔和把它们加起来（见 Mac Lane 所著的 tHomology 》，82-87 
页〉. 于是，存在 Ext 的不用导函子的构造法.亊 实上， 我们可以不用投射和内射构造 Ext ". 

奧斯兰德 （ M . Auslander ) 和輳滕 （L Reiten ) 在研究有限维代数时引人如下的概念 • 

定义称环 R 上一个左 R - 祺的 正合列 

H* 0—N—X — M— 0 

为飱分»，如果它不分裂，如果 N 和 M 都是不可分解模.且对一切 i ?- 模 C 和每个不是同构的 K - 
映射正合列3 9 •分裂 • 

换句话说，曰是的非零元索，其中 N 和 M 都是不可分解的，且对每个不是同构的 
C - M . S 6 kerV . 奥斯兰德和赖滕证明对每个不是投射的不可分解模存在以 M 结尾的殆分 
裂的正 合列. 对偶地，他们证明对每个不是内射的不可分解模存在以 iV 起首的殆分裂的正合 
列. 

现在转而讨论 Tor . 我们先绝出和 Ext 不类似的一个结果. 

定理 10.94 如果 R 是环， A 是右 R - 模， B 是左 R - 糗，則对一切 n >0, 

Tor *( A , B ) ^ TorT ( B . A ), 

其中 i ?° ■■是 R 的对立环. 

证明回忆命題 8. 11:每个左 K - 棋是一个右 i ?° p - 模，每个右 R - 模是一个左 K ° p - 模. 选取 A 的 
一个删除投射分解 Pa. 易知 — SZ - 复形的链映射，其中 

*»«P» — B ®,r Pn 

由 

t n ix m ®by*b®x m 

给出.因每个 是阿贝尔群的同构（它的逆是根据习 S 10.22, 对一切 n , 链映 
射* 是复形的 同构. 

Tor *( A , B ) = H .( P a ® r B > 兰 H „( B 0 k opP a ). 

但看作左 R 0 * 1 - 模的复形的 Pa 是 A 作为左 R 0 * ■- 模的刪除投射分解. ( B , A ). 


根据这个结果，关于 Tor ( A , )的定理产生关于 Tor (， B ) 的结果！我们不必再说“对另一个变 
量有类似的结果” • 

系 10.95 如果 K 是交換环且 A ， B 是 R - 模，《 对一切 n >0， 

Tor ?( A ， B ) 3 Tor ?( B , A ). 

我们知道 Tor „ 在投射模上消失；现在证明它在平坦模上消失 • 

命题 10.96 右 R - 模是平坦的当且仅当对一切 ”>1 和每个左模 M , TorJ ( F . M ) ={0}. 


证明设 0— N - 


-0 是正合的，其中 P 是投射的.存在正合列 


Tor ,( F , P ) — Tor ,( F , M ) — F 0 N — F ® P . 

现在因为尸是投射的，所以从而 To ri ( F,JVO = kerU ® i >. 然而，是平坦 
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的， ker ( l ® i ) = <0}, 因此 Ton ( F , M ) = { OK 该结果可对一切用长度推移法得到. 

关于逆命題， 0- A -^— B 正合蕴涵 

0 = Tor ,< F , B / A ) -* F ® B 

的正合性 . W 此， 1® i •是单射，从而 f ■是平 坦的. （注意在逆命埋的证明中，我们只假设 Ton 
消失 ■ 
命题 10.97 如果是左 K - 模的族，則对一切/«存在自然同构， 

Tor *( A ，2 B *)^ S Tor ? (A « B *> - 

»€K kfK 

如果在第一个变量中取和，也存在同构. 

证明用长度推移法证明.基础步是定理 8.87, 因为 Tor 0 ( A ， >和八®自然等价. 

关于归纳步，对每个 *€ K , 选取短正合列 

其中 巧是投射的. 存在正合列 

* » » 

因为投射校的和是投射的，所以 E 朽是投 射的. 存在行正合的交换图 


Tor.M.l：^) - 


- Tor,M.EB 4 ) 


> A 9 Lp t 


, ETor,(A/y ― Tor.M.®,) t A ― >ZA ®ft 

其中底下一行的映射恰是毎个坐标中的通常的诱导映射，映射《"和<»是定理 8.87 给出的 同构. 证明 
由长度推移法完成. ■ 

例 10. 98 ( 丨 ） 我们证明.对每个阿贝尔群 J3, 

Torfd,,.B)^B[n]-{66B *nA=0>. 

存在正合列 


0 -^Z *** 

其中外是乘 》!. 运用 ®B 绝出 

Tor,(Z,B)— Ton(L,B) — Z®B 

的正 合性. 现在因为 Z 是投射的，所以此外，也是乘》，而 Z®B=B. 更稍 
确地说， Z@ 和 Ab 上的单位函子自然等价，因此存在行正合的交换图 


0- > B [ n ) - M ―— ― ►« 

| \ 

0 ► Tor〆 1 ，均 - ❼ B - ► Z 9B 

根据命题 8. 94,存在同构 B[n] 兰 TonO^B). 

(ii ) 现在只要 A 和 B 都是有限生成阿贝尔群，我们就能够计算 Torf(A,B). 根据基本定理， 

4和 B 都是循环群的 直和. 因 Tor 与直和交换， Toif(A,B> 是群 To«f(C,D> 的直和，其中 C 和 D 都 

是循环群.可以假定 C 和 D 都是有限的，否»它们是投射的且 To r| ={0>. 这个计算可用 （ 丨 ） 和 


(864] 
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习题 5.6 完成，它说如果 D 是有有限阶 m 的循环群，則 D [ n ] 是 d 阶循环群，其中是它们 
的 gcd . ■ 

和 Ext 对照，命题 10. 97可以通过把和换成正向极限而加以推广. 

命題 10.99 如果是有向指标集 J 上左模的正系统，則对一切右模 A 和一切; i >0, 
存在同构 

ToifCA.liigB,) ^lifnTor?(A,B,). 

_ 证明用长度推移法 证明. 基础步是定理 8. 101, H 为 T 0 ro ( A , >和/1®自然等价. 

关于归纳步，对每个选取一个短正合列 

其中 P , 是投射的.因指标集是有向的，命题 7. 100说存在正合列 
0~*liipN ； -* liipP. -♦O. 

现在 因为每 个投射模是平坦的，并根据系 8. 102,平坦模的正向极限也是平坦的，所以 JigjA 是平 
坦的. 存在行正合的交 换图： 



其中底下一行的映射恰是正向极限之间的通常的诱导映射，且映射 r, 都是定理 8. 101给出的同 
构.对 n>2 的证明是很容易的. ■ 

上面的命題推广了引理 8. 97,它说如果模 M 的每个有限生成子模是平坦的，则 M 自身也是平 
坦的.毕竞，根据例 7.97(|V>, M 是它的有限生成子棋在一个有向指标集上的正向极限. 

当环 R 非交换时，是阿贝尔群.但它未必是 R- 模. 

命題 10. 〗00 ( I ) 设 r € Z (尺） 是一个中心元索，设 A 是右模，并设 B 是左 R - 獯. 如果 

是乘 r ，則诱导块射 

Pr .< Tor *( A , B )— Torf ( A . B ) 

也是寒 r . 

( II )如果 R 是交換环，則 , Tor ?( A , B > 是 R -糢. 

证明 （ 丨 > 从例 10. 47立即可得. 

(H ) 如果定义乘标置 r 为化. ，则从 （i ) 可得 结果. ■ 

_ 现在假 定尺是 整环，从而挠子模的概念有定义，我们将看到 Tor 这个名称的由来. 

引理 10.101 设尺是整环， Q = Frac ( R ), 并设 / C = Q / K . 

( I ) 如果 A 是挠 /?- 模 ， JH Torf ( K , A )^ A . 

(II) 对每个模 A ， 对一切 彡 2,To r<l (K，i4> = {0}. 

(11) 如果 A 是无挠模，則 Toq ( K , A > = {()}• 

证明（丨） 0—R—Q-K— 0的正合性给出 

To ri ( Q , A ) — Tor , ( K , A ) — R ® A -^ Q ® A 

的正合性.现在根据系 8.103, Q 是平坦的，因此根据命题 10.96,T Ori (Q,A〉={0}. 因为 Q 是可除的 
和 A 是挠的，根据习题 9. 15,最后一項 Q®A={0}, 从而中间映射 Tor^fCM)—R®A 是同构. 
(II)存在正合列 
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Tor „( Q * A ) -*• Tor „( K , A ) -► Tor 睡一 

因 《>2, 有11一1>1，由于 Q 和 R 都是平坦的，因此第一个和第三个 Tor 是 <0} • 所以，正合性 
给出 Tor „( K , A )*{0>. 

( iii ) 根据定理 8. 104,存在内射棋 E 包含 A 并把它作为 子模. 然而，因 A 是无挠的， ADtE = 
{0}，从而 A 嵌人 EAE . 根据引理 7.72, 内射模是可除的，所以 E 是可除的，因而商 EAE 是可 除的. 
现在因为 F / rE 是无挠可除 /?- 模，所以 EAE 是 Q 上的向量空间（习题9.7> • 记 E / tE 为 V . 因每个向 fi 
空间有基，所以 V 是 Q 的复制的直和.系 8. 103说 Q 是平坦的，引理 8.98 说平坦模的直和是平坦 
的.由此可知 v 是平坦的 e . 

0— A — V - V / A — 0的正合性给出 

Tor , ( K , V / A )— Tor , ( K , A )— Tor , ( K , V ) 

的正合性.现在根据 (il ) , Tor *( K , V / A ) -{0} ,因 V 是平坦的，所以 To n ( K , V 〉 = {()}• 从正合 
性可知 Toq ( K , A ) ={0}. ■ 

下一结果表明 Tor 这个名称的由来. 

定理 10. 102 ( I ) 如果 R 是整环. Q = Ftac ( R ), K = Q //?. 則*子 Torf ( K ,) 和挠函子自然 

等价. 

( II > 对一切 R - 糢 A . Torf ( K , A ) SM . 

证明 

Tor 2 ( K , A / tA ) — Tor , ( K . tA )-^ Tor , ( K , A ) — Tor , ( K . A / iA ) 

的正合性，根据引理 10.101( II >, 第一項是 {0}. 根据引理 10. 最后一项是彳 0}. 所以，映 
射 M 1 Tori ( K ， tA >-» Tor |( fC ， A ) 是同构. 

设 / iA — B , 并设/ wA - tB 是它的限制.因为 TorJK , 〉是函子，所以下面的图交换，这就 
是说，同构 m 组成自然 变换. 


Tor,(A ： .M) »Tor,(*：./< > 



存在由生成元和关系组成的 Tor | C 4 , B > 的构造.考虑一切三元组 （ a , n , 6 > ,蓽中 66 B , 
na = 0 和沾= 0 .则 Torf ( A , B > 由一切这样的三元组在关系 

(a + a',n,b) = (atn,b) + (a ,n,b) 

<“，》i，6 + 6’）=(a.n*6) + (a>ntfr ， ) 

(ma tn 9 b ) = ( a ,mn yb ) = ( a * m » n 6) 

(只要两边都有 定义） 的制约下 生成. 关于这个结果的证明以及对任意环 i ? 到 To ^( A , B ) 的推广， 
见 Mac Lane 所著的 《 Homology }， 150 — 159 页. 

Tor 函子在代数拓扑中是非常有 用的. 万有系数定埋对系数在一个阿贝尔群 G 中的同调群 
HJXiG ) 给出一个公式 • 

定理（万有 系数） 关于每个拓扑空间 X 和每个 WH 尔群 G , 对一切存 在用构 

© 无 ttZ - 模是平坦的，但存在这样的螫环 R , 它有不平坦的无« 棋. 亊实上，每个无 ft 模®是平坦的養环叫做普3条 
*• 它被*■为这样的畫环.其中毎个有限生 成環想 籌是投射棋. 
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H .( X , G )^ H h ( X ) ® z G ㊉ Tor ?（ X ) , G ). 

证明见 Rotman 所著的 I An Introduction to Algebraic Topology 》，261 页. ■ 

如果知道空间 x 和 y 的同调群，则 屈内特 公式对 xxy 的同调群给出一个公式，这在本质上 
也涉及 Tor . 

定理（屈内特公式 } 关于每对拓扑空和 Y ， 对每个 n >0 存在同构， 

h.<x x y> 主 ^h,(X) ® z H._,(y)© 2 Torf( h,( x),<y)>. 

* # 

证明见 Rotman 所著的 {An Introduction to Algebraic Topology 》，269 页. _ 


习题 

10.44 证明类似定理 10. 45 的如下命題.设 £：• : j^Mod-Ab 是共变函子的序列，对满足 
( I ) 对每个短正合列 * C-0, 存在长正合列和自然连接同态 

… ( A > — 汐 ( B > 一 £> (O ^ ( A )— …多 

( II >存在左模 M 使得 r 和 Hora «( M ,) 自殊等价. 

(I) 对一切内射模 E 和一切”>1, f(E) = <0}.' 

证明对一切汐和 Ext'M, 〉自然等价. 

10.45 设 TOR- * ^Mod—Ab 是共变函子的序列，对 n>0, 漪足 

(I ) 对每个短正合列 0-A—B-C-0, 存在长正合列和自然连接同态 

TOR .( A )— TOR .( B )— TOR .( C )-^ TOR . , ( A )—-, 

(i ) 存在左使得 TORo 和自然等价. 

(li) 对一切投射模 P 和一切 n > l,TOR.(P) = {0}. 

证明对一切 ”>0,丁01^和丁0%( ,M) 自然 等价. （如果固定第一个变置， W 有类似的结果 .> 
10.46 证明模 A 和 C 的任意两个分裂扩张等价. 

10.47 证明： 如果 A 是阿贝尔屏，且有某个正整数 n 使得” 飇每 个扩来0 — A - E - 1* - 0分裂. 
10. 48如果 A 是挠阿贝尔屏， it 明 ExtUA , Z > 会 Hom ( A , 夕〉 ，其中 S 1 是圆群. 

10.49 证明左I?-棋 E 是内射模当且仅当对毎个左 R- 模 A,Exti(A,£：> = {0>. 

10.50 对任意环/?,证明左 /HUB 是内射棋当且仅当对每个左理想 Ext 1 (R//,B)-<0}. 

提示： 用白尔判锎法. 

10.51 证明阿贝尔群 G 是内射的当且仅当 Ext 1 (Q/Z ,G> = {0}. 

10.52 证明阿贝尔湃 G 是自由阿贝尔屏当且仅当对每个自由阿贝尔群 F,Ext^G,F> = <(n. 0 
10.53 如果是右只-棋的正合列，且 A 和 C* 是平坦的，证明 B 也是平坦的. 

10. 54如果 A 和 B 都是有限阿贝尔群，证明 To^(A,B> 兰 
10. 55设 是整环， Q = Frac(J?),K - Q/R. 

( I > « 明： 对每个/?-模>\,存在正合列 

(II) 证明棋 A 是挠的当且仅当 Q® A = {0>. 

10.56 设 R 是整环 • 


㊀ 否蕴 UG 是自由阿贝尔屏的问騵作为怀特黑德《題®知名.由此引出这样的 结果： 如果 G 是坷 
数的， M 它必是自由阿贝尔屏 • 但谢拉赫 （ aShelah ) «明这样的不可数 G 是否必是自由阿贝尔鮮是不可角定的. 
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( 1 ) 如果 B 是挠模，证明对一切模 A 和一切 n 彡 0,Tor,(A,B) 是挠棋. 
(H ) 对一切尺-模 A 和 B, 证明对一切 i»>l,Tor a (A,B) 是挠 i?- 模. 

10.57 设★是域，设 K = ，乂 ） ，并设 f 是理想 ( x 9 y ). 

( I ) 证明:1'03»-7(2)_1：€/0 11 /是非零元素. 

提示： 考虑 （///*> ® (I//*). 

( I ) 证明—: y®:c> = 0,并由此推出7®〆不是无 挠的. 


10.7 群的上同调 

回忆命题 10. 30和命埋 10. 31说存在正合列 

di d % d \ 

F 3 — - F 2 — - F , ― - Fo -^ Z —0, 

其中 F 0 , Fp F 2 和 F 3 都是自由 Q - 模且 Z 看作平凡 Q - 模.根据 10. 3 节的计算，下面的定义现在 
看起来是合理的. 

定义设 G 是群，设 A 是模（即左 ZG - 模〉，并设 Z 是看作平凡 G - 棋的整数（即对一切 
g € G 和 m € Z ，gm = m ) 的上同调群是 

H -( G , A ) = ExtJc ( Z , A ), 

G 的同调群是 

H ^ CG . A ) = Tor^CZ , A ). 

群的上同调的历史是十分有 趣的. 这个课题起源于20世纪30年代拓扑学家胡尔维茨 
( W . Hurewicz ) 的发现，即如果 X 是一个连通非球面空间（用现代语言来说，如果： V 的髙次同调 
群都是平凡的），则 X 的一切同调和上同涮群都由基本群； rsir ^ X ) 碥定. 由此引出 /^( X ) 是否能 
用； r 代败地描述的问题•例如，胡尔维茨证明，其中 〆 是换位子群 .1942 年，«酱 
夫 ( H . HopO 证明，如果无有表现 F //?, 其中 F 是自由的，則 H 2 ( JO ^( i ? nFV [ F ,/?], 其中 
[ F , R ] 是由一切形如其中 /6 F , r € R ) 的换位子生成的子群.这些结果导致艾伦伯格、麦 
克莱恩、 ® 普夫、弗赖登塔尔和埃克曼创造了群的上同调. 

接下来.我们用记 Homa ； 为 Home , 记®^；为 ® g . 因为平凡 G - fl | Z 的特殊作用，由 
e ' — 2"** 

定义的增广映射 

c:ZG—Z 

是重 要的. 回忆在习题 8.37 中我们已经看到 e 是环满同态，因此它的核 P 是 ZG 中的双边理想，称为 
增广 理想. 于是，存在正合列 

0 -*5 - ♦ ZG » Z -» 0. 

命題 10. 103设 G 是有增广攻想 g 的群. 作为朽尔蜉， G 是以 G—l = U - l * x 6 G ， a :：? fcl } 为 
基的自由阿 II 尔群. 

证明元素 € ZG 在 ker* = (； 中当且仅当 = 0 . 所以，如果 u ,刺 
u = “- (2 m x)i = 2 m * (：r_1) - 
于是，对 J：eG, G 由非零元素: r—l 生成. 
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假设 Sn / x - D - O , 則在 ZG 中 E »^-( E » x ) 1 = 0 • ZG 作为阿贝尔群是以 G 的元索为 

**\ »Stl *^1 

基的自由阿贝 尔群. 因此，对一切,\ = 0 •所以，非零 1—1 组成 G 的基. ■ 

我们先考察同调群. 

命题 10. 104如果 A 是 G- 模，則 

H 0 (G f A) = Z®gA^A/SA. 

证明根据定义，私（0,八> =丁0#(2，八> = 2®^•运用右正合函子到正合列 
0-*5- ♦ ZG -^ Z -^0 

得下面交换图的第一行的正 合性： 

Q 9 r,A—^''Z.G^aA __ ► TAr.A - ►O 


两个垂直实箭头由 u ® ah * ua 给出.根据命題 8. 93,存在同构 Z®cA 兰 A/S A . ■ 

易知 A / GA 是凡的 | 事实上，它是 A 的最大 G - 平凡商. 

例 10. 105 假设 E 是阿贝尔群 A 和群 G 的半直积.回忆 [ G , A ] 是由一切形如 
Zx,al = xax - l a- 1 (其中: c 6 G 和 a 6 A > 的换位子生成的 子群. 如果像本章开始的那样把换位子群写 
作加性的，则 

=*x + a — x — a = ja—a = (x — l)a 

(回忆 G 由共轭作用在 A 上）. 所以这里 A/SA = A /[ G , A ]. _ 

我们现在用投射分解选取的无关性计算有限循环群 G 的同调群. 

引理 10. 106 设 G = U> 是有有琅价 k 的循坏科. 定义 ZG 中的元素 D 和 N 为 
D = x — 1 和 N = l+i + x 2 + …+ X 4 "" 1 . 

«下列序列是 Z 的 G - 自由 分解： 


>ZG- 


► Z 0， 


••• -♦ ZG — ► ZG —♦ ZG ZG - 

其中 e 是增广峡射，而其他映射分别是乘 N 和乘 D . 

证明显然，每个项 ZG 是自由的，而且，因 ZG 是交换的，映射都是 G - 映射. 现在 
DN = ND = x k -I = 0 , 而如果 “€ ZG , 則因为 c 是环映射，有 

eD ( u ) — e((x — l ) u ) = eCx — l ) e ( u ) x 0* 

于是有一个复形，且剩下的只需证明正 合性. 

我们巳经注意到 e 是满射.现在根据命埋 10. 103, kerc = 5 = imD ,因此在第零步有正合性. 
假设“ = € kerD ; 即 （; r - l)tt = 0. 展开并用 ZG 以<1 } 为基的亊实，有 
m 0 = m l — — = m 4 _ 1 , 

因此正如所要的 u = moN € imN . 

最后，如果 2 J 6 kerA /， 則0 = =«( N ) e («) = 因此 e (“）= 乏]% =0 •所以 

‘=« f-0 

u = — D ( mol + ( mo + mj ) : r 十 •••+ ( m 0 + •••+»« 卜 ！> x *' 1 ) 6 imD . ■ 
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定义 如果 A 是 G - 糢，定义子模 

A [ N ]={ a€A * Na =0) 

和 

A G = { a € A : 对一切 g ^ G t ga = a }. 

定理 10. 107 如果 G 是有有限阶6的循环群且 A 是 G - 模，則 
H 0 ( G , A )= A / CA ； 

对一切 》> l , f / 2 ll - 1 ( G , A )= A G / Ni 〜 

对一切”彡 1， （ G ， A ) = AO]/C A . 

证明运用 ® G A 到引理10.106中2的分解上，注意200 0 八兰八.现在容易计算 ker / im , 用 
D = fi ? A , 它来自命题 10. 103和 （ a ： — 1)|(/ 一 1) 的 事实. _ 

系 10. 108 如果 G 是 A 阶有限循环群且 A 是平凡 G - 棋，則 
H 0 ( G » A ) = A \ 

对一切 n > 1, H Zm -i ( G . A ) = A/kAi 
对一切 ” > 1* H 2 ii ( G . A ) = AW . 

特則地， 

H 0 ( G 9 Z ) = Zi 

对一切 《 彡 - Z/AZ » 

对一切 ；! 彡 l , ff 2 ll ( G , Z ) = <0}. 

证明因 A 是 G - 平凡的，有 A G = A 和 CA = { OH 因为却 =a •从而 Cb = U - l)a = 0}. 

■ 

我们现在计算未必是循环群的低维同调群. 

引理 10. 109对任意蜉 G . 有 

证明由 

0 —C—ZG-^—Z — 0 

产生的长正合列以 

H ,( G , ZG ) — H ,( G , Z )-^— H 0 CG,O — H 0 ( G , ZG ) H 0 ( G,Z ) -* 0 
结尾.现在 =<0}, 这是因为 ZG 是投射的，从而3是单射.又根据命埋 10. 104, 
H 0 ( G ， ZG ) 兰 Z . 

因 e . 是满射，它也必是单射（如果 kere •关 {0}, 则 Z / kere •是有限的,另一方面， Z / kere.^im 
e . = Z , 它是无挠的> • 现在同谰群序列的正合性 （3 是满射当且仅当 e ，是单射）给出满射3•由 
此根据命理 10. 104, _ 

a > H , < G , Z )^ H 0 ( G , g ) 三 g /史. 

命题 10. 110对于任意* fG , 有 

H l ( G , Z )^ G / C , 

其中 G ' 是 G 的換位子觯. 

证明只需证明 Gia -^ gig ^. 定义心 g ~^/ p 为 
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l)-f S 2 . 

为证明 0 是同态，注意 

巧一 1-(1-1> 一（，一 1> = (x_l)( ： y—l) 印， 

因此 

dixy') = xy-1+g^ 

^ x - i + gz + y - n - e 2 
= Oix) 

因 G / C 2 是阿贝尔群， G ' Ske 时，因此 (9 诱导同态 〆 iG / G '-^ /史， 就是:1+屮. 

我们现在构造 〆 的逆. 根据命题 10. 1034是以一切 I 一 1为基的自由阿贝尔群，其中 i € G 且 
x _ l 由此存在（合理定义的> 间态？ >•(；-•• G / G " .它由 

9' x - li -* xG , 

给出.如果 PekerfJ , 则9>诱导一个同态以 P - G / C % 它显然是 〆 的逆，这就可以完成证明 • 

如果屮，則 

崖 #1 

= D ( y - U 
，•， 

= ^m x n y (.(.xy — 1) — ( x — 1) — ( y — 1)). 

所以，外 u) = — 丨厂丨广〜以 = G ', 因此正如所要的 “ ekerf . ■ 

群 H “ G ， Z ) 是冇用的，它叫做 G 的舒尔 乘子. 例如， 骽设 G - F / R , 其中 F 是自由群，即有 
群 G 的一个表现.则霍普夫公式是 

H 2 ( G ， Z > 芑 （R n F)/CF,RJ 

(见 Rotman 所著的 tAn Introduction to Homological Algebra }，274 页）.由此群 （R f ) F)/[F,RJ 
只依赖于 G 而不依赖于 G 的表现的选取. 

定义 如果_个正合列 0 -A — E — G —1 満足 A < Z ( E ), 躬该正合列称为群 G 的中 心扩张 .G 
的一个泛 中心扩 张是栺一个中心扩张 0 — M — U — G — 1 ,关于它恒存在交換图 
0- • E ■ ― 多 G - ►! 

0― ►*/ — ►y — ►o — ►! 

定理 如果 G 是有限群， « G 有泛中心扩张当且仅当 G = G ', 此时， M ^ H 2 ( G . Z ), 特别地， 
每个有限单鮮有泛中心扩张. 

证明见 Milnor 所著的 《Introduction to Algebraic K - Throry 》， 43 ~46 页. ■ 

这个定理用来 构造单 群的“覆盖”. 

现在考虑上同调群. 

命题 10. 111设 G 是稗，设 A 是 G - 棋，并把 Z # 作平凡 G - 模，則 
H °( G , A ) = Homc ( Z , A )^ A G . 


证明根据定义， 







H°(G,A) = Ext^(Z.A) = Homc(Z ,A). 

定义 r^iHomctZ , A ) — A c 为/ —/( l ). 注意 /( l ) 6 A G ： 如果 g , 则 gf ⑴ =/( g . 1) (因为 / 
是 G - 映 射），丨1 = 1(因为2是0-平凡的）； 所以， g /( l > = /( l > ,/(1) $4 G . 经简单计算可 知以 
是同构. ■ 

由此， H °( G , A ) 是 A 的最大 G - 平凡 子模. 

n 

定理 10.112 设 G=K<r> 是有有限阶*的循环解，并设 A 是 G - 模•如果和 D = <r~l ,則 

•-0 

H°(G,A) = A c t 

对一切 l./fh-VG.A〉 = kerN/(tf-l)A« 

对一切 n >l,H 2 "(G,A> = A C /NA. 

证明运用反变函子 Hom G ( ,A) 到引理 10. 106中 Z 的分解上，注意 Homc(ZG,A> 兰 A • 现在 
计算 ker/im 可知有陈述中给出的结果. ■ 

注意命题 10. 103 给出 imD = GA . 

系 10. 113如果 G 是有有限的循坏蜉和 A 是乎凡 G- 模，則 
H°(G,A) - A, 

对一切 ”>1,H 2 ， -I (G,A)=A[>] , 

对一切 n ^ l . H 2 m ( G , A )= A / kA . 

特别地， 

H°(G,Z) = Z« 

对一切 ={0> 

对一切 ”>l，H*"(G,Z> = Z/;kZ. 

注一个有限縟 G 存在非零整数对一切 ”>1 和一切 G- 獏 A 满足 
H"(G,A)^H'' iJ (G,A), 

叫做有 周期上同调. 可以证明群 C； 有用期上同调当且仅 * 它的西 罗户- 子群当是奇素教时 
都是禰环鮮，而它的甴穸2-子鮮或者是循环#或者是广义四元教（见 Adem-Milgram 所著的 
« Cohomology of Finite Groups), 148 頁）. 例如， G=SL(2,5) 有蜊期上同调，它是 120 = 

8 .3. 5阶鮮，因此它的西罗3-子縟和®罗5-子群都是循环群，有素數价，而它的西罗2-子 
群同构于四 元教. 

当0未必是循环群时，可以用导子和扩张来说明// 1 (0, 1 «4>和// 2 (0,八〉，只要能够证明10.3节中 
的那些公式亊实上是由 Z 的投射分解 产生. 我们*要一个技术性的间歌. 

定义如果 G 是鮮，定义 B 0 (G> 为单一生成元 [] 上的自由 G _ - 模（因此 ，B 0 (G> SZG) 且对 n> 
1,定义 B„(G> 为以一切记号 Oi I jc * I…丨 ■«:■] 为基的自由 G- 模，其中 x,.€G. 定义 e *B 0 (G>4Z 为 
e([]) = l 且对 ，定义心： BJG)—B ■- “O 为 

d „ * [ j：i I — I x H y * x \\_ x 2 I •- I x„] 

+ 2( _1 )’.[工1 

•-I 


横分解是 指序列 
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我们考察横分解的低维部分. 

d\ '• [x]i-»x[]—[]» 

^ ' Cx I y>*M[ ： y]-0;y]+0]s 

dz'\.x \ y\ zy-^xZy | *] —Oy I *]+[i I yz]—\.x \ y ] 

这些公式都是在前面几节中产生的，但没有附加条件 Ol l ] = 0 = [ l |; y ] 和[ 1 ] = 0 .事实上，有 
两种横分解> 刚才定义的横分解和另一种我们将马上看到的横分解叫做正规化横分解. 

横分解 fiZ 的自由分解，虽然不是用简单计算可以证明的 | 我们把 B .( G ) 和代数拓扑熟悉的分 
解相比较，以此证明它是一个分解. 

定义如果 G 是群. 设 /^( G ) 是以 G 的元素的一切 («+ 1 ) 元组为基的自由阿贝尔觯 丨 定义 

x(ar 0 >J ; l *•••»*,) = (.XX 0 ,XX \ ，― .XT.) 

使/ \( G ) 成为一个 G - 模.只要”> 1 ,定义 3 ,: — 为 

3 n , (^0 •*! 1 )’（工 0 •…， if ，.. •》*”>， 

i-O 

其中夂表示: r ,. 已经被删除 . P . ( G > 叫做 Z 的齐次分解. 

注意 PoCC ) 是以一切(: y)(;y € G > 为基的自由阿贝尔群，由 x(y) - Uy) 做成一个 G - 棋.换句 
话说， P 0 ( G ) = ZG . 

证明 P . ( G > 是 Z 的投射分解要分两部分. 

引理 10.114 序列 

P . ( G ) « - — P t ( G ) Pi (G) P 0 ( G ) Z — 0 

是一个复形，其中 e 是增广 玦射. 

证明只需证明\ .1 3 “_ r 0 七 ，…， Xi 〉 = 0 . 现在 

3 „-i 3 n (x 0 ,xi . — . J ,) = 

=E (- 1 >. (S (- 1 A ， ... 4，... A 

+ 2 (_ ”*( 2 ( _ 1 )>_1 ( x o » li ,- * ••• t •••. x , > ). 

最后一个等式中，第一个和式的内层有符号（_1)、这是因为 _»•<<, 从而从原始”元组中删除 x , 之后， 
气仍然 在第）个 位置. 然而，第二个和式的内层符号是 （… IV ’- 1 ，这是因为 iO , 从而当4先被删除之 
后，勺在第 j — 】个位置.于是， UCr 0 ,4 T 1 ，.“,： r ll ) Jl ( n —2) Sffi ( a : 0 ,..., i i ,"., ij ,..., x ll > J^:_<y 
的和，毎一个出现两次 | — 次由心 删除： t ; 再由或叫删除易，第二次由\删除 力再由 删除 
x ,. 第一种情形中， （》—2) 元组的符号是（一 lV — - 1 , 第二种情形中，它的符号是（一1> <+ 久所以 
( n — 2) 元组成对抵消，从而 a .., a .= o . ■ 

命题 10. 115 复形 

P . ( G ) »… 一 尸:⑹上-^⑹九&⑹么^ — 0 
是 z 的 G - 自由分解，其中 a 0 = e 是增广映射. 

证明我们让读者证明 P ««( G ) 是以形如 （ 1 , arp …， I ,)的一切记号为基的自由 G - 模. 
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为证明 P .( G ) 的正合性，根据命題10.40,只需构造一个压缩 同伦； 即映射 
••• 和 i*2 (G ) 钃 * Pi (G) P 0 ( G ) 一 ~~ ■- Z 

满足 es _〗= l z 和 

对一切 ”> 0 , d H + l s H + s „^ d m = 1 P •⑹ • 

定义 - P 0 ( G ) 为 mv - m ( l ), 其中括号中的 1 是群 G 的幺元，并对 n >0, 定义 

s H * (x 0 ,X| ，••• $x m ) H**U ， or 0 tX\ ， “ • ， : r_). 

这些映射〜只是 Z - 映射，但习题 10. 32说这已足以证明正 合性. 下面是计算 • 
es - i ( l ) = e (( l » = 1 

如果； i >0, 则 

a ll + , s ll ( xo .'-» x (l ) * a ^+ id . xof —. x ,,) 

= (x 0 * — tX (l ) + y] (— 1) ,+1 (1 *x 0 . •- 9 i, f •- iX n ) 

[求和的范围已经改写，因为 X, 在+处 T 第 ( i - M ) 个位 置 ]. 另一方面， 

^-1 3.(X0* — .X,) = V-1 2 ( 一 
#-0 

= yi (— ■ 

>-0 

由此 （ a B+ i S H -f i„_i 3 n )( x 09 ^ f x n ) = Cxo . — . x ,). 

命题 10. 116 橫分解 B .( G ) 是 Z 的 G -6 由分解 • 

证明 对每个 n > 0 , 定义 r , » P h ( G ) — B _( G > 为 

r H 1 (x 0 . — *x ll )l-^x 0 [xo 1 xi I xT l Jc 2 I •- I x~l x x n "], 

并定义为 

On 1 [ 之 1 I … I ^(1 *-Tl X 2 ,X, X 2 X 3 , ― ,X 2 X 2 t •*' f X„ ). 

容易验证和 h 互逆，因此每个 G 是同构. 

读者也可以验 St * • P .( G )— B .( G ) 是链映射 ； 即 r 面的图交换： 


々 G ) — r -=-^ BjiC ) 

4 rM i rf ' 

产 “( C )—- ► Arl ( G ) 

最后，习题 10.22 证明两个复形有相同的同 调群. 根据命題 10.115, 复形 P .( G > 是正合列，因 
此它的一切同调群都是{0>.由此 B .( G > 的一切同澜群也都是 {0}, 从而它也是正合列. ■ 

定义 定义 

[ Xl | ... | Xm 2 m = I ••• I A ] 如果一切 j :, 关 lj 
10 如果某个 x , = l . 

正规化 横分解 K ( G > 是指序列 


B ：( G ) « 




►0, 


其中 B ；；( G ) 是以一切非零 [n I … I •为基的自由 G - 模，映射 < 和橫分解中的映射有相同的公 
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式（除了所有符号 Oi I ••• I A ] 现在变成 Oi | …丨 xj -; 特别地，当某个 X , = 1时， 

oxy = 0) • 

因为我们把某些基元索变成了 0,所以正规化横分解 B '( G ) 并不显然是一个复形，更不必说 Z 
的分解. 

定理 10. 正蚬化橫分解 BKG ) 是 Z 的 G - 自由分解. 

证明先构造压缩同伦 

-— B ； ( G ) - B ,* ( G ) 上 B 。. ( G > ^- Z , 

其中每个是乙 - 映射.定义 BUG ) 为 qim — m [] • 注意， B :( G ) 是以一切非零 
Ui I - I J - J ' 为基的自由 G - 模,因此，它是 ZG 复制的直和.因 ZG 是自由阿贝尔群， BJ ( G > 也 
是自由阿贝尔群，读者可以验证 B ；；( G > 作为自由阿贝尔群，它的基由一切非零 ： t [々 | … | : r „] •组 
成.为了对 n >0 定义我们利用只需是 Z - 映射的亊实，因此只需给出它在那些 Z - 基元索上的 
值（自由性允许我们没有限制地选取这些值）.于是，对 ”>0,定义为 

tm 1 X [ X ! I — I X .] * —[JT I 1| 丨 … I J ：,].. 

易知我们构造了一个压缩同伦> 读者可以»证以- 1= l z 和对 n >0, 

^11+1*11 + = 1|1." <G>. 

—旦证明了 BVG ) 是复形躭完成了这个证明.因 B ；； +1 ( G ) 作为 G - 模是由 inw , 生成的，所以只 
嚣证明 在这个子群上 《 M + I =0. 现在对">_1用归纳法证明 « +1 t ,=0. *础步为真是因为 
d 1 和0=«/ 1 =1_ | «/ | •关于归纳步，用压缩同伦定义中的恒等式和归纳假设<^4=0: 

«+〆• = d„(l-l K ~,d m ) 

= dn~d.tm-id n 

= d n -(.i 

= d n —d t — t K - t d m -\d n 

= 0 . ■ 
我们现在可以说明 H 2 ( G , A ). 

系 10. 118 对每个鮮 G 和每个 G - 模 A , 10.3 节中构造的群/^(0,4>和 H 2 ( G , A > 和上同调群 
一致 . 

证明我们已经证明了因子组、上边缘、导子和主导子事实上由 Z 的投射分解形成. ■ 

命题 10. 119如果 G 是 m 阶有限鮮，《对一切和一切 G - 模 A , mH -( G , A ) = {0}. 

证明对,定义 A 为 

I ... I x,_,) = 2/ (:c i I ••• I J .-i I y>- 
和定理 10.21 的证明一样，对余圈公式求和，中对一切=丨有 

(<//)(x, | — | X, | x,+i) = x,/(x 2 I ― I *.+,)+ I ... I 文 〆 <+i I … I x, +1 ) 

«=* 

+ ( - ly-'fUt I ― I x^r n +i) + ( - D"/(Ji I … I 
在倒数第二 项中， 因 4 +1 在0 上变化，：也在 G 上 变化. 因此，如果/是余圈，则 rf /=0 且 

m-t 

0 == 工1 容（尤2丨 …I 文爾-1) + 2( 一 *>'容（工1 I ••• I 丨… | o ：,〉 

i-i 
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+ ( 一 l)" - 1 g<Xi | ― I x„_| ) + m (— I ― I X.) 

(最后一 项与； + , 无 关〉. 因此， 

0 — dg + (— l)"m/. 

从而》«/是上边缘. ■ 

系 10. 120如果 G 是有限群和 A 是有限生成 G- 模，則对一切 n 彡 0，H*(G,A) 是有限的. 

证明 /f(G,A) 是有限生成的指败有限的阿贝尔群（因为 A 是有限生成的）. ■ 

命题〗 0. 119和它的系对同调群也成立. 

群的上同阑还有几个方面我们没有 提到. 除了在群论中是一个有用的工具之外，这些群形成了 
和代数拓扑的 联系. 对每个群 G, 存在一个拓扑空间 ff (G, 1) 叫做艾伦伯格-麦克莱恩空间，它 
的基本群是 G， 它的上同调群和代数定义的上同调群一致 .e 亊实上，在群论和代数拓扑之间存在 
更深刻的联系，这只是第一个信号. 

群的上同 iW 的一个重要性质是一个群的上间 W 和它的子群及商群的上同*之间的关系.如果 
fiS—G 是同态，如果对一切 ！6S 和 aGA 定义則每个 G- 模 A 变成一个 S- 模 .H"(S,A) 
和 H”(G，A> 之间有什么联系？ H,(S,A) 和 H,(G,A> 之间有什么联系？[同》群和上同谓群之间还 
有一个 联系： /T(G,A) •芑 H,(G，A* ) ,其中 A* = Hom z (/l.Q/Z).] 

有三个标准映射，我们将用横分解来定义.第一个是《制.如果 S 是群 G 的子群，則每个《数 
— A 都是定义在一切[力丨…丨：^]上的，其中 x ,€ G « 当然，/在一切形如 [h | - | 
的”元组上有定义，其中* W 此它的限制是的映射，记为 /is. 如果/ 是一 个 
”-余圈，我们用 els / 记它的上同调类， d s /= . 定义 

Res<H"(G,A) -* H-(S.A) 

为 Res(cl!i/> = cls(/ I j>. 有一个结果，如果 G 是有限群. 是內 •罗 户- 子群， n>l, 则 
Res ' H "( G , A )-* H n ( S p , A)m H-(G，A) 的 p- 准索分量上的单射；于是 G 的上同脚受到它的西罗子 
群的 上同脚 的很大影响. 

如果 S<G, 有一个反方向的映射 

Cor <H*(S,A) — H-(C,A) 

叫做余限制，当 S 在 G 中有有限指数时这个映射有 定义. 我们先在0维中定义 Cor， 即定义 Cor 0 I 
AS -# 为，其中了是 S 在 G 中的一个左陏集代表系（当然，我们必须验证 Cor 0 是不依 

*€T 

赖于陪集代表系选取的同态）.把0维中的映射扩张到高维中的映射有 — 个标准的方法（本质上是 
长度推移 法）， 且如果 [GiS] = m, w 

Cor" • Res" «ff(G,A) — H"(G,/\) = m , 

即复合是乘类似地，在同尚中，定义为 a + CAt—1] 厂 1 a+5A 的映射 

*€T 

Cor„ -- A / gA -^ A/SA 

可以扩张为高维中的 映射. 当” =1和 A = Z 时，有 Co ri .//.(G.ZJ-H.tS.Z), 即 Co ri . G / G ' - 
S / S '. 有一个群论家熟知的叫做转移 V G — S 的同态，由此， Co ri = V C ^ S . 

第三个标准映射叫做 提升. 假设 A? 是群 G 的正规子群.如果 A 是 G -模，并对定义 

㊀由于这种拓扑顒系.许多作者 用记号 H- <», Z > 表示上因为*，是基本 R 的标准 记导. 



626 


第 10 幸 


(. gN)a = ga ,则 A N @ G / W - 模[如果= AN ，则有某个 a ： eN 使得 A 因 ■ r a = a , 从而 

ha =(. gx ) a = g (. xa )= ga ]. 定义 

Inf > H "( G / N , A n ) — H *( G , A ) 

为 cls / M - cls (/ # ) ,其中 

f* * Cft I ••• I I ― I g„N]. 

这里一个有用的结果是五项正 合列： 如果 N<JG 和 A 是 G - 模，則存在阿贝尔群的正合列 

0 — H ' ( G / N , A N ) ( G . A ) ( N , A) g/n 

— - HHG / N , A n ) — - H *( G , A ) 


(在同调中也有类似序 列〉. 关于这些思想的一个极好的讨论，读者可参考 Serre 所著的 
C Corps Locaux ) • 135〜138页. 

我们可以在 W ( G , R >= 上 〈其中 R 是任意交换环）定义上积迫使上同调群成为一 

•>0 

个分次环（见 Evens 所著的 《The Cohomology of Groups }〉， 这个附加的结构有重要应用 • 

我们现在考虑自由群的上同调. 

引理 10. 121 如果 G 是以 X 为基的自由觯，則它的增广理想 G 是以 


X—I = U-l « x 6 X ) 

为基的自由 G - 模. 

证明我们先证明 G 由一切 X —1 生成.恒等式 

xy-l = (x-D^xiy-l) 


和 


x" 1 — 1 =—x -1 (x— 1) 

表明，如果切是 X 中的任一字，則 U ； — 1可以写成； C -1 的 G - 线性组合. 

为证明 G 是以 X — 1为*的自由 G - 模，根据命题 7. 49,只需证明能够完成下面 的图： 


Q . 


其中 A 是任意 G- 模和史是任意函数（这样的映射少的唯一性来自X — 1生成 • 于是，我们寻找 
4>€Hom c (ff,A). 根据习题 10.59, 经 / * 工 》—/(:— (其中 / € 5一 A ) 有 Homc(0，A> 三 Der(G ， 
A)， 因此我们找到一个导子. 

考虑（必分裂）扩张 0—A — 1，可知 E 由一切有序对6 AXG 组成. 给定的函数 
A 定义了 G 的生成集X的一个提升/,就是 

tix) = (f>(j ： -l),x). 

因 G 是以X 为基的自由群，函数可以扩张为同态 L E . 我们断言，对每个(度) 
= id (, g ), g ) ,其中 O + A . 每个作为约化字有唯一的表达式茗= <•••<，其中 a 和 
e f =士1.我们对用归纳法证明这个断言.基础步是显然的，而 
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L ( g ) = I •(个 ••:：> 

= LW{ )-L(j ：；-) 

=( Wx , - 1) , x , )*• —(.9(. x m - 1) , x n y 
=( dC «).«). 

因此第一个坐标 A < f ) 在 A 中. 最后，因为 L 是同态，所以 d 是一个导子. 

现在习题 10.59 说对一切 g € G 存在定义为 4 Kg — 1> = d (. g ) 的同态 g -* A . 特别地， 
4>( x —1) = rfCc ) = 9>( x — 1>,因此4•扩张 ？>• _ 

定理 10. 122如果 G 是自由群，«对一切 ”>1 和一切 G - 模 A , H n ( G . A ) = {0}. 

证明序列 0— S - ZG — Z — O 是 Z 的自由分解，这是因为 G 现在是自由 G - 模.于是，在刪除分 
解中非零项只出现在0和1的位置，因此对 》>1 —切上同调群消失. ■ 

我们现在要陈述一个重要结果 （ Swllings - Swan 定理），它是用同调的方法发现的，但是在它的 
陈述中没有提到同谰. 

如果 G 是群且 S < G 是子群，則毎个 G - 棋 A . 可以看作一个 S - 模，这是因为 ZS 是 ZG 的子环. 
定义如果群 G 对一切 G - 模 A 和 G 的每个子蜱 S 有 
H " +, ( S , A ) - {0}, 

則称 G 的上同调维数用记号表示为 cd ( G ><« •如果这样的整教 n 不存在，則记为 cd ( G )= oo . 
我们说 cd ( G > = n 如果 cd ( G >< n 但 cd ( G )< it - l 不 成立. 

例 10. 123 ( I ) 如果 G ={1} •則 cd ( G )=0, 这是因为 G 是1阶循环群，从而可由定理 

10. 112推出结果. 

( II ) 假设 G 是无限循环群.因为每个子群 S £ G 都是循环群，所以定理 10. 122给出 d ( G )< l . 
如果 d ( G )=0, 则 HhSiAPtom — 切子群 S 和一切模 A 成立.特别地.如果 S 兰 Z 和 A ? M 0} 是 
平凡棋，则 /^( SMJ ^ DeKS . W / PDeMS.AJSHonUZ ,八>关{0}.因此， d(G) = l. 

如果 G 是阶 《>1 的有限循环群.则 cd ( G ) =oo, 如同我们在系 10. 113中看到的那样，其中 A = Z . 
( iii ) 如果 G ^{1} 是自由群，则定理10.122*明（^(0 =丨，这是因为自由群的每个子群也是 
自由的. 

( IV )如果 cd ( G >< oo , 则 G 必是无 挠的： 否则， G 有有限阶 4>1 的循环子群 S , 且对一切偶 
败 n , H "( S , Z ) #0. 

( V > 如果 G 是有有限秩 n 的自由阿贝尔群，則 cd ( G > = m ■ 

命 ■ 10.124 (沙皮罗引理）设 G 是群，并设 S < G 是子鮮.如果 A 是 ZS - 模，則对一切 n >0, 
H *( S , A ) ^ WCG . HomzsCZG . A )). 

证明设… P 0 — Z — 0是 ZG - 自由 分解. 如果记 Hom2s ( ZG , A > 为 A •，则 
H "( G , A * ) = H , ( Hom zc ( P . , A * )>. 

根据伴随同构， 

Homzc (/>•■， A . ) = Hom zc ( P , . Hom ^ CZG . A )) 

= Hom^s (Pi ®zg ZG > A ) 

= HomzsiP ^ A ). 

但引理 8.141( 丨） （的 证明）表明 ZG 是自由 ZS - 模，因此自由 ZG - 棋 P , 也是自由 ZS - 模. 由此可以 
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把 P . 看作 Z 的 ZS - 自由分解，并存在复形的 同构： 

Hom2s(P. ， A) = Hom2G(P* ， A*〉• 

因此，它们的同调群同构；即 ■ 
系 10. 125如果 G 是群和 S < G 是子觯，則 

cd ( S ) < cd ( G ). 

证明可以假定 cd ( G ) = n < oo . 如果且存在 ZS - 模 A 使得则沙皮罗 
( Shapiro 〉 引理给出 H m (.G,Hom zs (ZG t A))^H m (.S 9 A)^{0) , 与 cd ( G>=n 矛盾. ■ 

系 10. 126有有限上同调维數的溽 G 没有（眛1之外的）有限阶元索 • 

证明由例 10.123( ii ) 和上面的系 立得. ■ 

存在不自由的群 G 使得 ccKG ) = l 吗？ Stallings 证明了下面的漂亮定理 （ F 2 G 表示 F 2 1 的群代 
败〉. 

定通如果 G 是有限表现群，且的元素多于2个， 《 G 是自由积， G = H * K , 其 
中和 K ^{1} (自由积是 Groups 中的余枳）. 

作为一个推论，他证明了下面的结果. 

系如果 G 是有限生成蛘，且 cd ( G > = l , 是自由的 • 

系如果 G 是无挠的有限生成群，且有一个指教有限的自由子群，則 G 是自由群. 

R . G . Swan 证明上面两个系中去摊 G 是有限生成的假设仍然为真. 

定理 ( Staltings - Swan ) 具有有限指教的自由子群的无挠群必是自由群 • 

系 10. 127 当且仅当 cd ( G )=0. 

证明如果则由例10.123< 丨>, cd ( G )*0. 反之，如果 cd ( G )=0, 則对 G 的每个循 
环子群 S , cd ( S )=0. 根据例 10.122( H ) 和 10.122( H ) 可知，一切 S ={1> ,因此 G ={1}. _ 

对这些定理的1£明读者可参考 D . E . Cohen 所著的 《 Groups of Cohomological Dimension ! }. 
Lecture Notes in Mathematics , Vol .245, Springe 卜 Verlag，New York ，1972. 


习题 


10.58 ( I ) 证明命题 10.104 中的 M 构构成 Z® e 的自然等价. 

(睡）证明命 ® 10.111 中的同构构成 HonvJZ , >和 Ah - A 6 的自然等价. 

10. 59对固定的 SG , 证明函子 Horned , >和 DeKG ， >自然等价. 

提示： 如果/ | A 是同构 ， W < * 1) 是 导子. 

10. 60 (丨）如果 G 是有限循环鮮和 0 —A — B 一 C — 0是 G - 模的正合列，证明存在正合六边形丨即在图的 
每个顶点有核=象.注意这个习题是类域论中的一个关键引理. 


//°(^)- ► H\G.B) 



H\G.C) 


H\G.O 


如果 G 是有限循环群和 A 是 G - 棋 
hCA> 


IB) <—— "■( 
，定义埃尔 


共布朗商为 

=1 H°(G,A) | / | tfCG.A) | 
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10.61 


[只有当和奸 （ G , A) 都有限时， MA) 才有定义].设 0 — —C-0 是 G- 模的正合 

列. iE 明： 如果埃尔布朗商对模 A, B, C 中的两个有定义， 則对第 三个也有定义，且 
h ( B ) = hCA ) hiC ). 

如果 G 是群，证明 


P.(G)^(R)ZG, 

其中^((5>是齐次分解 P.(G) 中的第《项•且 


(|) ZG = ZG® X ZG ® 2 - ® 2 ZG ， 

即 ri 个 2 G 在 Z 上的张量积 • 

10.62 如果 G 是有限循环群，证明对一切 G - 模 A 和一切 it 彡1, H -( G , A )^ H . +1 ( G , A ). 

10.63 设 G 是群. 

(I ) 对任意阿 W 尔群 A , 证明 /T ■ Hom ^ ZC . A ) 是左 ZG - 模.我们称 A •为余诱寻横. 

提示：如果 P : ZG — A 和 g 云(5，定义你为 x — g 炉 ( g ^: r > • 

(ii ) 对任意左沉-模杉，证明 Homa - CB . A - ) ^ Hom z ( B . A ). 

提示： 用伴随同构，即定理 8.99. 

( II )如果 A •是余诱导模 • 证明对一切 n 彡 l ,/ T ( C?,Ay = {()}• 

10.64 如果 C ； 起群和 A 是阿贝尔群，称 ZG - 模 A . ZG ® z A 为诱导檐.证明对一切”彡1, H 胃 ( G , A .) =- {0>. 


10.8 叉积 


本节本质上是描述性的，表明如何用上同调群来研究除环.我们先回到伽罗瓦理论. 

定理 10.128 设 £/* 是伽罗瓦扩张，它有伽罗瓦縛 G = Gal ( EM ). 乘法群£^是扣-模，且 
H 】( G ,£ X ) - {0}. 

证明如果(^(^尺乂是丨-余圈，记 cU ) 为在乘法记号中，余圈条件是对一切 n r 6 G 有 
恒等式 〆 £ V > c；；g = 1 ;即 

a(c r ) = ( 1 ) 

对 e € E x ，考虑 

b = yic r r(e). 

»«c 

根据特征标的无关性，即命题 4.30, 存在某 f e € E x 使得6參 0. 对这样的元素运用等式 
⑴有 



= C 1 ^c tr or(.e) 

r€C 

= c 7 l 2 c -» (e) 

•€C 

= c ； l b . 


因此， c r = ba (. b )~ l , 从而 c 是上边缘.所以 HkG.EMMO}. 
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定理 10. 128蘊涵定理 4. 50,该定理描述了在一个循环扩张中范数为1的元索 • 

系 10. 129 (希 尔伯 特定理 90) 设 E/4 是伽罗瓦扩张，它的伽罗瓦群 G=Gal(E/« 是循环群， 
比如有生成元 丨 如果则 JVu=l 当且仅当存在 i>€£： x 使得 

u = a(.v)v~ l . 

证明根据定理 10. 112,有 HhGjyskerN/imD, 其中 N 是范数（记住 E x 是乘法群> 和 
De = o ( e ) e - 1 . 定理 10. 128给出 H 1 (G,E X ) = {0}, 从而 kerN = imD . 因此，如果 u 色浐，则 
Nu = 1当且仅当存在 v € E x 使得“ = <,( v ) v ~ l . _ 

定理 10. 128是叫做伽 ▼ 瓦上同调的最初结果之 一• 另一个较 f- 的结果是对一切 n >\, 
H-(G,E) ={0} ,其中 E (和 E x 对照）是伽罗瓦扩张的加法群（这个结果容易从正规基定理得到）. 
我们现在要证明 H 2 (G,£ X ) 在除环研究中是有用的 • 

在本文中只给出了一个非交换除环的 例子： 四元败 H (这是一个 R- 代数） 以及对每个子域 /t£R, 
它的代败的类似物（事实上，习题 9.80 给出了另一个例子）.哈密顿在1843年发现四元数，弗罗 
贝尼乌斯在1880年证明 R- 可除代数只有 R, C 和 H (见定理 9.124). 直到20世纪初韦徳伯恩和迪克 
森发现循坏代教之前，我们不知道还有其他非交换除环的例子 .1932 年，阿尔伯特找到一个不是循环 
代败的又积代教的例子，1972年，阿米苏尔找到一个不是叉积代数的非交换除环的例子 • 

韦德伯恩证明每个有限除环是域（见定理8.23> . 存在特征为索数的除环叫？ 

我们从初等计算开始.假设V 是域£：上的向*空间，它有基其中 G 是某个集合， 
从而毎个作为 E- 线性组合有唯一的表达式 w = 其中 a, 对函数 pi VXV—V, 记 

〆《•，“ r ) 为“,“，，定义结构常数为 

“•“r =2d 

为了满足结合律，必须有I展开这个等式，每个4的系数是 

So •-= 

(爱因斯坦和式约定 s 不使用重叠指标，以使公式变得濟晰 .） . 

我们化简这些 等式. 设 G 是群.并假设 gy = 0除非 0 = <TT t 即 u, Ut =f(.a,T)u„ , 其中 
/(<r,r) = 函数 /• GXG-E x 由 /(o,r> - 给出，对一切 hr,™ €G ,它满足下面等式， 
/(^*r)/(<y r*a») = /(rtw)/(tf*rw) * 

这个等式使人回想起用乘法记号写出的余圈恒等式.这 鱿是为 什么在下一定义中要加人因子组. 

设 E/A 是伽罗瓦扩张， fl Gal ( E / k ) = G , 乂设 /* GXG—E x 是一个因 子组： 用乘法记号为 
对一 切 creG,/ (心 1> = 1 =/(l, r ) , 

如果记 a 在 a eE x 上 的作用为/，则 

/(<r*r)/((xr*a;) = /(r*a;) tf /(<y*nw). 

定义 给定伽罗瓦扩张 £：/★, 它有伽罗瓦群 G=Gal(E/b， 以及一个因子组 /:GXG—£ x ,定义叉 
积代数 (E,G,/> 为 E 上以一切记号 { u a «(yeG} 为基的向量空间，且有 乘法： 对一切 a, 66 E, 

(au a ){bu r ) = ob 9 f^ayt)u 9T . 

如果 G 是循环群，則称又积代數 为循环代数. 

因 （£，G，/〉 中的每个元素有形如的唯一表达式，乘法的定义由线性扩张到 （£,G，/) 的一 
切元素.我们注意两个特殊 情形： 
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uJj = ffu 9 \ 

命 ■ 10.130 如果 E /4 是伽罗瓦扩银，它有伽罗瓦觯 G = Gal ( E / 幻， 又如果 /» GXG — E x A 
因子组，則 （ E , G ，/) 是中心单々-代數，它被£分裂. 

证明记 ( E , G ,/> 为 A . 首先，我们证明 A 是 代数. 为证明 A 是结合的，只需证明 
au a (bu r cu m ) = {au 0 bu T )cu ^ » 

其中 fl , cGE . 用乘法定义， 

au 9 ibu T cu m ) — au 0 (bc T f(.T*co)u 1IB ) 

= a(fc r /(r ，》 >) # /(<y»tw) “伽 

= ab a c ar /( Tf < oyf ( afT < o ) u orw . 

还有 

(au a bu r )cu m = ob 9 f(.a9t>u 0X cu^ 

= ob 0 f (< r * r ) c 0 x f { aTfio ) u 0nit 
— ob°c ax f{a*T)f(.ar%<o)u OTm . 

余圈 m 等式表明 a 中的乘法是结合的. 

&是 a 中的幺元来自 w 子组是正规化的 鋇定： 

U \ U X = /( l ， r)“ir =* Mr 和 M # «lj = = U 0 . 

我们巳经证明 A 是环. 我们断言知幻是中心 Z ( A >. 如果 a € E , 则如 
果 = E « ，则对一切 <^ G , a *= a ，因此 *£ Z ( A ). 关于反包含，假设€2(/4〉.对任 
意6 6 E ， 有 •但 

zbu t = 2 a , uj » u \ = 2 ajb ° u a . 

另一方面. 

bu \z = S ba„u a . 

对每个 ffEG , 有化，/^， 因此，如果 a ,? t 0, 則 = 6 •加果 <»#1 和 f /= <<»> 则根据定理 4.33, 
E H 从而存在 6€ E 使得6*尹6_由此 fil 知2=001对每个等式 ( a ! u ! > u !) 
给出 af = a M 因此= 所以 

我们现在证明 A 是单的.首先注意到 每个士 都是可逆的，这是因为它的逆是/(厂 1 ^)- 1 ^^ 
(记住 im/£E x ， 从而它的值是非零 的〉. 设7是 A 中的非零双边理想，并选取一个长度最短的非零 
y = S c »«. 即； V 有最少个数的非零系数.如有必要，乘以 （ w,〉- 1 ，从而可以假定 
y= «1 +c r « r + ….假设 c , 关 0. 因 r # l E , 所以存在使得 a r # a . 现在 J 包含 
ay ~ya — b,u t 4 •… ，其中= c t (a~a r ) # 0•因此 J 包含3> _ c,*；" 1 (ay — %> ， 它比 y 短（它包含 
«1 但不包含〜） • 由此可知： y 的长度必为1,即:伹: y 是可逆的，所以 J=A_ 因此 A 是单的. 
最后，定理 9. 127说 A 被 /C 分裂，其中 f (是 A 的任意极大子域.读者可以用引理 9. 117证明 
是一个极大子域. ■ 

根据命题 10. 130, 自然期望在相对布饶尔群和上同调之间有某种联系. 

定理设 £7* 是伽罗瓦扩张， J . G = GalCE / ifc ). 存在经 ds / [( G , E , /)] 的同构 
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HHG ， E x )— Br ( E / k ). 

证明概要通常这个定理的证明相当长.下列每个 项目： 同构是合理定义的函数；它是 同态* 
它是单射 t 它是满射，必须都要验证，且证明是计算性的.例如， Herstein 所著的< Noncommutat - 
ive Rings ) 中的证明从 110— 116 页. 在 Serre 所著的 《Corps Locaux 》164—167 页中有一个计算较 
少的证明，用了下降的方法. ■ 

这个同构的好处是什么？在系 9. 132中，我们看到 

Br (*) = M Br ( E / k ). 
c/!im 

系 10. 131 设走是城. 

(i ) 布俛尔蜉 Br (4> 是桡 群. 

(H ) 如果 A 是中心单代數，則存在整數 n 使得 r 个 （ r 是 [ A ] 在 BrU ) 中的阶） A 的张量 
积是一个矩阵 代*: 

A ®*A … ®*A = Mat . C *). 

证明概要 < I ) Br (« 是相对布饶尔群 Br (£/4) 的并，其中 E / A 是有 限的. 可以证明 BrU ) 是 
这种 Br ( E / t > 的并，其中 E / A 是伽罗瓦扩张.我们现在可以调用命題 10. 119，它说 
I G I H * CG , E X ) = <0}. 

( II ) 张 H 积是布饶尔群中的二元运箅. ■ 

回忆命题 9. 129,存在域4上的非交换可除*-代败肖且仅当 Br <*)^{0}. 

系 10. 132 设*是城•如果存在循环伽罗瓦扩张 E /* 满足范数 N | £： x —« x 不是满射，則存在 
砟交換4-可除代数 • 

证明槪要如果 G 是有限循环群，则定理 10.112 给出 

H 2 ( G , E X ) = ( E x ) c /imN = * x /\ mN . 

所以，如果 N 不是满射，则 Br ( E /4)#<0}, 这 S 涵 BrU ) 尹 <0>. ■ 

如采 * 是有限域和 EA 是有限扩张，则根据有限除环上的韦徳伯恩定理（定理 8.23), 范数 
P 是满射. 

系 10. 133如果/>是素数，《存在特往*声的#交換可除代教. 

证明如果4是特征为的域.只 X 找到一个循环扩张对于它范败 N 不是满 

射 •. 即要寻找不是范数的某个 

如果户是奇素数，设 4= F /： r ). 因 p 是奇数， I 2 — _ r 是可分不可约多项式，从而 £=«&) 是次败为 
2的伽罗瓦扩张.如果《€£：， M 存在多项式 a , 6, c € F ,[ x ] 使得 tt =( a +6 v ^ Vc . 此外， 

N ( u ) = ( a 2 — x、 I 孑 . 

我们断言： r 2 +: r 不是范数.否則， 

a 2 — 6 2 _c = ^(,x l +a0. 

因 £ #0,多项式^<7+1)关0,且次数是偶数.另一方面，如果6^0,则的次数为奇数， 
这是一个 矛盾. 如果6 = 0,則“一*!/“因 a 2 ,有 cMa 2 , 因此 C | a , 从而 

是多 项式. 但易知/+：«：不是一个多项式的平方.由此可知 A x 不是满射. 

这里有一个特征为2的例子•设 it = F 2 (; c >, 并设£= Ka > ,其中 a 是 /(«) = i 2 +t + x + l 的一 
个根 [/(*) 是不可约的和可分的；它的另一个的根是 a + l ]. 和以前一样，每个可以写成 
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« = (a + fe )/ c 的形式，其中 a ,6, c € F 2 [>]. 当然，可以偎定: c 不是三个多项式 a , 6和 c 中任一个 
的因式.此外， 

N(u) = (.(.a + ba^ia + ba^rb^/c 1 = (a 2 + a6 + 6 2 (x-f l»/c 2 . 

我们断言 i 不是范数.否则， 

a 2 4- + 6^ (x + 1) = c ^ x . (2> 

现在 fl (0) (即 a 的常数项）或者是 0, 或者是 1. 考虑 a 和6的常数项的四种情形》即取等式 （2) 
在: r =0 处的值.我们看到 fl (0) = 0 = MO ) ;即 x 丨 a 和 x | 6. W 此， x 2 U 2 和/ 丨 6 2 ,从而等式 
(2) 有 : r 2 d = c 2 : r 的形式，其中[ X ] • 除以: r 得 jn / sf 2 ,这迫使 c (0) = 0 ; 即: r 丨 c ， 这是 
一个矛盾. ■ 

布烧尔群的进一步讨论见 Cassels - Frdhlich 所编的 {Algebraic Number Theory 》 中 Serre 的论 
文 ， Jacobson 所著的 {Basic Algebralll 471 〜481 页 ， Reiner 所著的 《 Maximal Orders 》 第5，7，8 
章， 以及 Kostrikin-Shafarevich 所編的 {Encyclopaedia of Mathematical Sciences • AlgebralX 》 中 
V . P . Platonov 和 V . I . Yanchevskii 的论文 Finite-Dimensional Division Algebras . 特别地，一个整体 
域是一个域，它或者是一个算术数域[即 Q 的有限扩张]或者是函数域 [ K : r ) 的有限扩张，其中 
走 是有限 域]. 对每个整体域，我们指定一个 局部城 的族. 这些域是用离散賦值的方式极好地定义 
的. 域 l 上的一个离败赋值是函数 t 一 rino }, 其中 r 是乘性无限循环群，使得对一切 a ， beL ， 
V < fl >=»0 当且仅当 a = 0| 
v(.ab) — v(.a)v(,b)i 
i /( fl +6> = max { v ( fl ) . x /(6)}. 

习題 ii . 15 ( ii ) 中有一个离敗賦值的等价定义，其中 r 是加性无限循 环群. 现在 
R = U€L 是整环且 P =< a 6 L « 11 (<!)< 1 >是 R 中的极大 理想. 我们称 R / P % L 关于离散 

賦值1/的《余域.一个用部域是这样的域，它关于其上的离散陚值形成的度量是完备的，且它的剩 
余域是有 限的. 由此，每个局部域或者是的有限扩张，即进位数（它是 /»- 进位整数 Z p 的分 
式域 >• 或者同构于 F 9 [ [ x ]], 即有限域\上的一元形式幂级 数环. 如果々是局部域，则 
Br (*)^ H 2 a t ,* x ), 其中七/«是在代数闭域表中4的极大可分扩张.如采 A 是中心单 K - 代数， 
其中 K 是整 体域.又如果尺„是尺的局部域，则 K „® k A 是中心单 K v - 代数.哈塞-布饶尔-诺特 - 
阿尔伯特定理说，如果 A 是整体域 K 上的中心单代数，则 A 兰 K 当且仅当对一切相伴局部域灸„, 
K v ® k ASK v . 我们仅提及这些被谢瓦莱 （ CChevalley ) 用来发展类域论[它是代数败论的一个分 
支，涉及有阿贝尔伽罗瓦群的伽罗瓦扩张（可能是无限次的）]的结果.见 Neukirch - Schmidt - Wing - 
berg 所著的 《Cohomology of Number Fields ). 

关于布饶尔群的推广[例如 BrU > 其中々是交换环]以及与森田理论的结合，见 Or * ech~Small 
所著的 《The Brauer Group of Commutative Rings } 和 Caenepeel 所著的 《Brauer Groups，Hopf 
Algebras * and Galois Theory 》. 

习题 


10. 65 证明叉积 （£, G ，/) 中的结构常数是 


H /(* y » r ) 如果 a = ox\ 
0 其他. 



10.66 证明 

10.9 谱序列介绍 

我们要提出的最后一个课题是谱序列，它的主要用途是计算同调群和比较复合函子的同调群. 
简短的本节只描述谱序列的设置.关于更完整的说明读者可参考 Mac Lane 所著的《 Homology 》 第 
11 章 ， McCleary 所著的 《 User’s Guide to Spectral Sequences 》， 或 Rotman 所著的 《An Introduction 
to Homological Algebra 》 第 11 章. 

称模 fC 的一个子模序列 

K = K。a K , 3 3…2心= W 

为一个«子 （代替 正规列>,并称商 KJKiw 为这个滤子的因子模.我们知道模 K 并不被一 个逋子 
的因子模确定；另一方面，因子模的知识确实给出了关于 K 的某些信息.例如，如果一切因子模 
都是零.则 K =<0}« 如果一切因子棋都是有限的.則 / C 是有限的 （ | K | 是因子模的阶之积）；或 
者如果一切因子模都是有限生成的，则 K 是有限生成的. 

定义如果 K 是模，則 K 的一个子商是指同构于 S / T 的一 个模.其中 TSSGK 是子模. 
于是， K 的子商是子模 的商. 易知 K 的子商也是商的子模 （ S / TGK / T ). 

例 10. 134 (丨）模 f (的一个濾子的一切因子模都是 K 的子商. 

( ii 〉复形 ( C . ) 的第》个同调群是 C , 的子商. ■ 

谱序列在下列意义下计算了 同调群 即它计算了 的某个滤子的 W 子棋. -- 般来说，这 

只给出了关于 H „ 的部分信息，但如果因子模受到很大的约束，則它们可以给出吏多的信息，甚至 
可以完全确定例如，假设 K 的因子棋只 有一个 非零，比如我们断言 
K ^ A . 这个浦子的起首是 

K = K 0 2 K 2…3 圮. 

因 &/&={{)}. 有 /(=&=&• 类似地， &/& = {()} 绝出&=尺 2 ,亊实上，尺=«0 = & - K ,. 

类似的论证，计算了滤子的 结尾. 例如，因={0>,有 ={0 h 于是，滤子是 
K = K 0 = ... = Kj 3K l+ i = — = K, = {0} , 

W 此 K 兰 K /{0} = K t / K i+i ^ A . 

为了理解谱序列，我们必须认识一个显然的 亊实： 如果能够提出额外的简化假设，则非常一般 
的陈述就可以变得很有用. 

谱序列常在下列背景中产生.一个双重分次横 M = M .. 是指模的一个双指标族，其中 
P , 我们画出双重分次模为模的一个集合，一个位于平面中毎个格点 （ p , 9 > 上.于是，举例来 

说，有第一象限双重分次模，当/>或 9 为负数时有类似地，有第三象阪双重分次模. 
二重*形是指一个双重分次棋，它有垂直箭头构成列复形，还有水平箭头 
— 构成行复形，且它的方块反 交换： 



即 = 反交换的理由是允许我们定义二重复形 M 的全复形 Tot (.M)： 它的 n 次项是 



Tot ( M )„ = 

它的傲分 d ，> Tot ( M ) •一 Tot ( M ),_4 

d - = + d " p-i 

给出. 反交换迫使 <- i ^=0: 

dd = ( d ' + d r )( d ' + d '') = d ' d ' + Ud " + d " d ') + d " d " = 0, 

于是， Tot ( M ) 是复形. 

一切双重分次模形成一个范畴.给定整数的有序对 ( a ,«, —个映射族: 

叫做 ( a ,6) 双次映射 / iM . 例如，上面的映射 〆 和，分别有双次数 （0, —1) 和< 

容易验证一切双重分次模和一切双次映射形成一个范畴.复合的一个好的特性是双次数 相加： 如果 
/的双次数为而/的双次数为 ( a ',6'), 則它们的复合//的双次数为 ( a + a ', 6+6'〉.双重分次 
模的映射用来建立某种正合列.例如，五项正合列的一个证明用到这些映射. 

请序列 是指二重复形对一切的一个序列.其中毎个 EW 是 EJ ., 的子商（我们还必须 
指定从那些形成的二重复形的同 态〉. 大多数谱序列由 Tot ( M ) 的滤子形成，其中 M .. 
是二重复形.特别地，有两个“常用”的垅子（如果 M .. 是第一象限的或第三象限的），它们确定 
的谱序列记为 [ E ；., 和 n E ^. 

我们说进序列收敛到（单分次的）模(记为 £：$.,=>»„), 如果每个有因子棋为 
A . n ' El . jt - i ，".， E*.o 

的滤子 • 且对一切满足/>+<?=/!的户，<7,因子棋 Em 是 E |., 的 子商. 在运用谱序列之前有两个步 
骤要确立. 

定理1 如果 iW .. 是第一象限或第三象限的二重复形.則 

1 巧 .,=» H ”（ Tot ( Af ))， n 4,,=> H „( Tot ( A 0). 

于是，对每个 n , 存在 ToKM )， 的两个滤子 | -- 个的因子模是的子商，另一个的因子模 
是的子商（和通常一样，在这个上下文中， p + q = n ), 且两者收敛到同一目标. 

定理 II 如果 M .. 是第一象限或第三象限的二:*复形.《对每个 p , 9 ,存在关于1£^,和 
11 的 公式. 

定理11提供了计算的子商的可能性. 

我们概要证明 Tor „( A , B ) 不依赖于被分解的变童，以此说明定义为的 TorJAd ) 的 
值（其中 P A 是 A 的删除投射 分解） 和定义为 ( A ® Qb ) (其中 Qb 是 B 的«除投射分解）的 Tor „ 
( A ， S > 是一 致的. 证明的思想是用两个变量的分解同时分解它们.定义第一象限双重分次棋 M = P a ® 
Qb - 它的/>， 9项是 PpSQji 定义垂直箭头 《/；：.,= 今 I 心⑧化-心❺弘-,和水平箭头 

其中4是 Qb 中的微分而4 ■是 Pa 中的微分（符号迫使反交换）， 
从而组成一个双 复形. 公式的存在性是定理 n 所陈述的，因为此时第一个谱序列 1 给出 
1£2 = |{0) 如果 9 >0; 

,,q ~ Ih ,( p a ® B ) 如果 9 = 0. 

因 {0} 的子商必是{0> , 因此 H .( Tot ( M )) 的滤子的因子模除了一个之外都是零，从而 
H . tToKM )) ^ H x (.V a (g)B). 
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类似地，定理 n 中提到的公式对第二个谱序列给出 

n E 2 = /<°> 如果/>>0; 

"" IH , CA ® Qb > 如果 p = 0. 

同样， /^( TotOVO ) 的滤子只有一个可能非零的 w 子模，从而 

H .( Tot ( M )) ^ H .( A ® Q b ). 

所以， 

H.(P a (g) B ) k H .( Tot ( M » ^ H„(P a ®B). 

我们已经证明了 Tor 不依赖于被分解的变貴. 

下面是一个上同调的结果，它说明谱序列如何用来计算复合函子.把提升指标的约定延伸到这 
里，记第三象限二重复形中的模 

定理 10. 135 (格罗滕迪克）设 F > B — C 和 G : 乂 是加性*子，其中 _4. B 和 C 是模范畴. 
如果1='是左正合的而£是_4中的内射模蕴》对一切》»>0,(尺*^>(0£> = <0}(其中 R m F AF 的右 
导凾 子）， 則对每个模存在第三象限谱序列 

El '" = (^ F )( R * G ( A ))=» J ?"( fG )( A ). 

证明见 Rotman 所著的 《An Introduction to Homological Algebra 》. 350 页. 

下一结果证明，如果 N 是群 fl 的正规子群，则 N 的上同 谰群和 fl / N 的上同调群能够用来计算 
il 的上同调群. 

定理 10. 136 (林 登-霍»希尔德-塞尔 } 设/ I 是解，它有正规子蟬 iV . 对每个 fl - 模 A , 存在 

第三象限谱序列使得 

Ej . 9 = ( ff / N . ( N ， A ) > => H - 07, / U . 

证明 定义函子 G 1 ^! Mod -* z « n / N > Mod 和 F 1 zin / N ) Mod Ab 为 G = Hom N ( Z ， ） 和 
F = Hom n / N ( Z ,). 当然， F 是左正合的，且易知 FG = Homfl ( Z ,). 只要 E 是内射 /7 -棂和 m >0 
时就有 H m ( H / iV ， E > = {0} 的证明可在 Rotman 所著的 《An Introduction to ' Homological Algebra ) 
307 页 找到. 现在结果由定理 10.135 得到. _ 

1948年林登 （ Lyndon ) 在他的学位论文中为了计算有限生成阿贝尔群 II 的上间调群而发现了这 
个 定理. 几年之后， * 赫希尔徳 （ Hochschild ) 和塞尔 （ Serre ) 把这个结果表达为现在的形式. 
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11. 1局部和整体 

通常在考察代数结构时“一次考察一个索数”比较 容易. 设 G 和 H 是有限群.如果 
则对一 切素数它们的西罗/>-子群同构 f 局部地研究 G 和 H 的意思是研究它们的/>-子群•这 
种局部信息并不足以确定是否 GSH ;例如 ， S 3 和 U 是不同构的群，但有同构的西罗子群 • 整体 
问超假 定对一切素败/>,群 G 和 H 的西罗子群同构，问推出 GSH 还有什么是必霱的.在群的 
情形中，这导致扩张问埋和群的上同谰（但要解决整体问 H 这还是不充 分的： 例如， S 3 和1«有同 
构的西罗子群和相同的合成因子）.这种技术的一个成功的描述是由有限阿贝尔群提供的.局部问 
题涉及准*分最（西罗子群），它是循环群的直和，而整体问題由准素分解得以 解决： 每个有限阿 
贝尔群是它的准索分置的 直和. 此时，局部信息对解整体问题是充 分的. 局部/整体方法的好处是 
局部问题比整体问题简单且它的解是有价值的.本节我们先从局部和整体研究的另一种群论说明开 
始， 然后考虑交換环的局部化. 

定义设 R 是整坏且 CJ = Frac ( R >. 如果 M 是 /?- 糢，定义 
rank ( JVf ) = dimg ( Q 0 R M ). 

例如.一个阿贝尔群 G 的秩定义为 dirnq ( Q ® Z G > . 

回忆如果是整环， 則一个 模是无拢的如果它没有有限阶非零元素；即如果 reK 和 
都是非零的，則 rm 是非零的. 

引理 11. 1设尺是整环，且 Q = Frac ( R ) ,并设 M 是无挽 R - 榣. « M 的秩为1当且仅垂它同 
构于 Q 的一个非零 R - 子模. 

证明如果 rank ( M ) = 1,则 M ?* {0> • 0 — R — Q 的正合性给出 
Torf ( Q / J ?, M ) -«• J ?0 r M — Q® r M 

的正合性.根据引理 10.101( * i >, 有 Torf ( Q //?, M ) S / M , 它是 M 的挠子模，从而 Torf ( Q / R , M ) 
= {0} ,这是因为 M 是无挠的•但命题8.86给出/?@«从兰鉍，而 M 的秩为丨，因此 
所以， M 同构于 Q 的一个 /?- 子模 • 

反之，如果 Af 同构于 Q 的一个子模，则存在正合列 0 — M - Q . 因 Q 是平坦 R - 棋，根据系 
8. 103,有 0 — Q® R JVf — Q ® R Q 的正合性•这是 Q 上向量空间的正合列，且 £?® R Q 兰 Q 的维数为 
1. 所以，非零子空间 Q ® rM 的维数也是 l t 即 rank ( M ) = 1 . ■ 

例 11.2 下面的阿贝尔群是无挠的，且秩为1: 

( I ) 整数群 Z , 

< H ) 加法群 Q ; 

( III ) 有有限十进制展开式的一切有理数的 集合； 

( IV ) 分母无平方因数的一切有理数的集合. ■ 

命題 U .3 设 R 是整坏，且<3= Frac < R >. Q 的两个子模 A 和 B 同构当且仅当存在使得 
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B = cA . 

证明如果 B = cA ， 则经 <2»-^01有八= 3. 

反之，假设 /:A — B 是 同构. 我们先证明如果非零，则/由它在 U > 上的值 确定： 如果 
g :A -*■ B 和 g /< a ) = / | < a > » 则 f = g • 如果 o ： 6 A ，则存在 €及使得 sx = m ^< a > (因为 A 
是 Q 的子模），从而 

/( sr ) = /( m ) = rf ( a ) = rg ( a ) = g (. m ) = gisx ). 

因 此， 〆 /(jO — gU )〉= 0 ，又因 B 是无挠的，有 /( a :)= g ( x ). 

如果 /( a ) = b , 定义 c = 6 /fl . 为证明对一切: r ^4 有 fix ) * cr • 现在只需证明对一切 r 乏尺， 
/( ra ) = c ( ra ) •但 

/( m ) = r /( a ) = rb = rib / a)a = c ( ni ). 

由此对一切 J ， /( x ) = cr • 从而 B — cA . ■ 

定义对每个素數 p , 定义 Q 的一个子环， 

Z ( p > = < a /6 6 Q * ( btp ) = 1). 

命题 11.4 (丨）对每个素数 />, 环 Z … 是一个局部 ㊀ PID . 

( II ) 如果 G 是秩为1的无挠阿贝尔群， « Z ( p ® z G 是秩为1的无挠 Z (/0 - 模. 

( Hi ) 如果 M 是秩为1的无挠 Z(y -模，則 M 兰 Z …成 M ^ Q . 

证明 （ I 〉我们证明 Z < p ) 中仅有的非零理想/是（，），其中;由此可知2^>是 PID ， 且 
(/>) 是它唯一的极大理想 • 因 ZcpQQ , 每个非零: r €/> _1 Z 有 fl /6 的形式，其中 a 和6是整数且 
(b^p) = 1 . 但 a = p n a . 其中 w > 0且 OAp 〉 = 1 ; 即存在单位“ € Z ^> ， 就是 m —a/b , 使得 
a: = II〆 . 设 f # {0} 是理想.在 J 的一切非零元索之中，选取 *r = 吵 ” € J ,其中 《 是单位且 n 极小. 
如果 则 y =vp m , 其中 v 是取位 且；《 <111, 从 = (/>”>• 因此， 〆 丨夕且 3»€(〆). 

( » ) 因 GQ , 它是一个秩为1的加法无挠阿贝尔群，从而它是平坦的（系 9.6) • 因此 • 
0— G - Q 的 it 合性给出 

0 Z … ®zG -► Z ( p ) 0 z Q 

的正合性.根据习题11.5,2^02<5兰0=?1^(2^)，因此 Z (»0 z G 是秩为1的无挠 Z ( p > - 模. 

( iil ) 不失一般性，可假定 MGQ 和 16 M . 考虑方程 p ”： y „ = l ,； i >0. 我们断言，如果所有这些 
方程对 A 有解，则 M = Q . 如果 fl /6€ Q ， %alb = alp n b . 、其中 (. b \ p ) = 1 ,从而 = 
、 alb 、 y “ W a / b 1 6 Z (p) , 有 a / b € M . 现在可以假定存在最大的 n > 0 使得方程 〆 : y ” = 1 对％ 
有解.我们断言从=<^„> • 它是由: y , 生成的循环子模，这就证明了 M ^ Z (#) . 如果 m 则 

m = c/d = p r c Ip l d ' = ( cV ^)/( l / p ,_r ) • 其中 （ 〆 ， 夕〉 =1 = •因是 Z (p> 中的单位， 

有 6 M , 从而 s — 即有某个 使得 s — r = n -£. 因此， \/ p'_ r = \/ p n ~ l = 

P e / P n = P e y H * 从而 w = ( cp ^/ d ’ ly ” 6<>|,> • ■ 

定义商散賦值环是指一个不是域的局部 P 1 D , 縮写为 DVR . 

例如 ， Z … 是 DVR . 

定义如果两个秩为1的无挠阿贝尔解 G 和 H 对一切素教/>有：^ 〆 ® z G ^ Z ^ ® Z H ，則称 


© 回忆 A 部坏是有唯一极大理想的交操环.多数作者强调局部环是诺特环 [Z<,, 甚至是 PID] • 有些作者允许局部环 
是非交換的，把局部坏定义为有唯一极大左理想 m 的环.此时雅各布森根，从而它是一个双边理想. 
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G 和 H 是局部同构的. 

对秩为1的无挠阿贝尔群 G , 我们已经解决了局部问題，即把 G 和 Z ( p - 模的族 Z ( p ) ® z G 轶系 
起来，其中对每个素數/>有一个 Zo , ® Z G . 

例 11.5 设 G 是分母无平方因数的那些有理数组成的 Q 的子群，則 G 和 Z 是局部同构的•但 
它们不同构， 因为 G 不是有限生 成的. ■ 

我们现在对秩为1的无挠阿贝尔群考虑整体问题. 

定义设 G 是阿贝尔群.对和素數 p ， 如果存在使 得 〆 : 我们说 x 在 G 中 
被 〆 整除. 定义 《 r 的/>-离度（记为 h ( x )) 为 

一 joo 如果对一切 n > 0,： r 在 G 中被 〆 整除 
kpU) ~ 如果 * r 在 G 中被 〆 整除钽不被 〆 + 1 整除. 

• r 在 G 中的离度序列（或 特征〉 （其中： r 非零〉 是捎序列 

X ( x ) = Xc (*》* ( hz ( x ) « A $( x ) t * # * thpix ) 

于是 ，: tCr) 是序列 （/» p ), 其中 / i p » oo 或设 GgQ , 并设 j ：€ G 是非零元素.如果 
Xix ) = ( hp ) 和 a ■= pf « … 〆 ••则 6 G 当且仅当对 !• = 1 ， …， n 有 fp < h p • 

例1〗.6例 11.2 中的每个群都包含: c = 1. 

(I >在2中， 

X z (1) = (0,0,0,-). 

( II >在 Q 中， 

Xq (1) = (00,00,00 f — ). 

( til ) 如果 G 是有有限十进制展幵式的一切有理数的群，则 

^0(1) = ( oo ,0, oo ,0,0* — ). 

( IV )如果 H 是分母无平方因败的有理数的群，则 

z H n > = ( i , i ,» ■ 

秩为1的无挠阿贝尔群中不同元素可以有不同的高度序列.例如，如果 G 是有有限十进制展开 
式的有理数的群，则1和^在匚中，且 

X(l) = <oo,0,oo,...),J ： (y)= (00,2,00,1,0,0, — ). 

于是，这两个高度序列对无限 />- 高度是一致的.但对两个有限 />- 高度是不一致的. 

定义如果两个高度序列 （ A 2 ， A 3 ，…， Ap , …〉和（灸2，&,•••，〜，•••）中只有有限个 户使得 Ap #是>， 
且对这样的素数和都不是 OO ，則称这两个高度序列等价，记为 

(办2，九3，•••，〜 ，…) 〜（灸2，灸3 • 

易知这个等价事实上是一个等价关系. 

引理 11.7 如果 G 是秩为1的无挠阿贝尔群，又如果 JTJ eG 是非零元素，則它们的高度序列 

«a:> 和 X( ： y> 等价 . 

证明可以偎定 G £ Q . 如果对… / C , 则易知对一切</>1, …, 〜(心> =〜(工），而 
对 I ’ = 1广，”， 
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h p (& r ) =々 +、（工) 

(我们约定 e,+00 = 00 ) • 因此，: TU ) 〜因 ueGGQ , 有整数 a , b 使得 x/y = a / b ， 从 
而 hx = ay • 所以， X ( o ：> 〜 X (& r ) = X ( ay ) 〜 X ( y ) • ■ 

定义高度序列的等价类叫做型.如果 G 是秩为1的无挠阿贝尔群，則它的型是高度序列 XU ) 
的型，记为 KG ), 其中 z 是 G 的一个非零元素. 

引理 11. 7证明 r ( G ) 只依赖于 G 而不依赖于非零元索 *r 的选取.我们现在解整体问题. 

定理 11.8 如果 G 和 H 都是秩为1的无挠阿贝尔群，則 G 兰 H 当且仅当 r ( G ) = . 

证明设是 同构. 如果 zeG 非零，易知 XCr ) = X (9(: c )> ，从而 f ( G > = r ( H ). 
关于逆命题，不失一般性可假定 G 和 H 都是 Q 的子群.选取非零 x € G 和 : y 根据等价的 

定义，存在素数/，…，九•仍，•••，〜使得 (: r ><〜（ y)<oo , oo > h q _ Cx ) > h q{ ( y ), 且对其他 
一切素数 /> , h „(. X ) = h „( y ) .定义 6 = ，则 &r 6 G 和、 ( hr ) = (. h „ (. y ) - h p ( x )) + 

h „ ( x ) = ( y ) . 用<«= II # •⑴ — MW 的类似构造可得 X ( fa ) = X (« V ). 我们巳经找到元素 

i ' = &c € G 和; y ' =町有相同的高度序列 • 

定义 fiG — Q 为？ >(«■) 显然屮是 一个单 同态.我们断言 imfSH . 因毎个 g €： G 能够写 

作* = +：!：',只霱证明如果 + x '€ G , 则9<+/> = +/ 6 H •但如果^ =#•..# ,则+当 
且仅当 />< A p ( 〆 ). WZO ：') = 当且仅当 /><〜(；/>= A〆〆 ）. 于是，可以把 f 

看作映射最后.为证明9是满射，注意它的逆由 H — G 的映射 给出. ■ 

刚才证明的唯一性定理由一个存在性定理补足. 

命題 11.9 给定高度序列，其中0<心 < oo ，存在唯一的包含！的子群 
G£Q 使得 对一切 p 有 h ， l ) 篇 k ,. 于是， 给定任意* r , 存在秩为1的无挠阿 JQ 尔蜱 （ i 使得 
r ( G ) = r ,且不计同构是呤一的. 

证明定义 

D = {a €Z » a = JI /.；- ，其中对一切 i ,0 < ^ > 

(如果 kf ^ oo , 則 0 < q 的意思是*,_ 6 N ), 并定义 

G = { m/a €Q * m 和 a ^ D ). 

为证明 G 是 Q 的子群，只需证明它在加法下封闭•设 mAz 和 n /6 和都在 G 中，其中 a = II /^,6 = 

，且 maxUp/J <、：即 0,6] 6 D . 现在 

wi , >1 _ ma ' - f ~ 
a b [ a ,6] 

其中 [ a ，6] lcm { a ，6} = Jlp? MK{eitfii , a — [ a ,6 ]/a * b * = [ a ，6]/6 •因 [ a »6] 印，有 m / a + n/b 6 
G . 显然对一切 /> ， h p ( l ) = k p , 因此 rCG ) = r . 

现在证明唯 一性. 设 G 和 ff 都是包含 1 的 Q 的子群满足 ； t „( l ) = )： G ( l ). 假设 m / c /6 H 是既约 
的，即 （ m ， d ) = l . 則存在整数 5 和 f 使得 l = sm + d ， 从而 = 另一方面， 

根据高度序列的定义，1八 / eG . 因为 H 是由形如 1/ rf 的一切元素生成的， 所以 HGG . 可类似地证 
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明反包含，因此 G = //. 

系 11. 10 (丨〉 存在 Q 的不可教个不同构的子群. 

(li ) 如果 i ? 是 Q 的子环，則1的高度序列由0和 co 组成 • 

(W) 存在不可教个不同构的 Q 的 子环. 事实上， Q 的不同子坏作为坏都是不同构的. 

证明 •（ 丨 ） 给定 air , 命埋 11. 9提供秩为1 的无 挠阿贝尔群 G 满足 r ( G ) = r . 但型有不可数 
个；例如，由0和 oo 组成的两个高度序列等价当且仅当它们相等. 

(ii ) 如果 A / DX ), 则 jeR . 因 i ? 是环，对一切 ,(+)" = 古 6 R ， 从 lW \( l )= oo . 

( ill ) 如果 R 和 S 是 Q 的不同子群，則根据（丨>,丨的高度序列是不同的.两个陈述都来自下 
列结论：仅由0和°°组成的高度序列等价当且仅当它们 相等. ■ 

A . G . K uros h 对有有限秩； 1 的无挠阿贝尔群 G 进行了分类，他使用了不变量》= nmk ( G > ,关 
于一切索数/■的 dim ( F p ® G ) 以及序列 （ M # ) 的一个等价类，其中是 p - 进位数 Q , 上的非奇异 
nX ” 矩阵（这个定理不容易应用， 因为几 乎不可能确定两个群是否有等价的矩阵序列）.易知每个 
这样的群 G 是不可分解 e 群的直和^然而，这样的分解亊实上没有唯一性.例如，存在群 G 满足 
G = A , © A * =珥©8 2 @8 3 , 

其中一切直和项不可分解， rankCA^ > = 1 , rank(i4 2 ) = 5 . 且对 ） = l ， 2,3,rank(B,0 = 2 • 于是，在 
—个分解中，不可分解直和项的个数不是由 G 唯一碗定的，任何不可分解直和项的同构类的个数也 
不能 确定. 这里有一个 A* Corner 的有®定理（它可以用来产生诸如 明才讨 论的群 G 那样的无 

挠群的坏例).设/?是环，它的加法群足可败的、无挠的和约化的（没有非军可除子群），则存在阿 
贝尔群 G ， 它也是可数的、无挠的、约化的，使得 End(G> 兰此外，如果 R 的加法群有有限秩 
”， 则可选取 G 使它有秩 2n. 证明见 Fuchs 所著的< Infinite Abelian Groups IU, 231 页. 

交换环的局部方法推广了从 Z 到局部环 Z (» 的构造.给定交换环 R 的一个乘法下封闭的子集 
S ， 多数作者把*环 K 的分式域的（乏 味的） 构造方法加以推广，以此构造局部化 S - 1 /?. 他们定 
义 RX S 上的一个关系为 ( r ,„) s < 〆 , 〆 >,如果存在， 6 S 使得 t ■ 0( 当 R 是整环而 

S 是一切非零元索的子集时，这个定义简化为涉及交叉乘法的通常定义）.在证明了这是一个等价 
关系之后，被定义为.切等价类的集合，再定义加法和乘法并证明娃合理定义的，然后验证 
K - 代数的一切公理，并证明 S 的元素是可 逆的. 換句话说，把 S l R 的元素看作分母在 S 中的分 
数.我们偏爱用另一种方式来建立 S - I K 的存在性和初等性质，它较不乏味，还可展示如何产生等 
价关系对交叉乘法的推广 • 

定义设 R 是交換环并设 S 是 R 的任一子集 .R 的一个局部化是指一个 R- 代数 S-iR 和一个称 
为局部化映射的 R - 代教映 ■ K — S—K ,满足对每个 jGS ,A( s > 在 S_iR 中可逆，且 S — 1 /? 是 
下面的泛峡射问题的解. 

R --- ^S-'R 

R- 

如策 〆 是交換 R - 代數和 ？> 是 R - 代教映射满足对一切 j eS , 9( s > 在 J ?' 中可逆，則存在唯一 


㊀ 一个阿 贝尔群 G* 不可分解的 • 如果不存在非零群 A 和 B 满足 G 兰 /»®B. 
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的 R - 代数映射乡 | — R " 使得 9h = 9 . 

局部化 S <1? 如果存在，则和任意泛映射问题的解 一样， 如不计同构是唯一的. 

定理 11. 11 对交換环 R 的每个子集 S , 存在局部化 S — R . 

证明设叉={心是使得: r,—s 构成双射； f—S 的集合，并设 R [ X ] 是 R 上变量为 X 
的多项式环.定义 

S~ l R= RIXVI, 

其中 f 是由 < sr , — lueS } 生成的理想，并定义 hR - S - 1 /? 为其中 r 是常数多项式. 
显然 S — R 是 K - 代数， A 是 R - 代数映射，且每个 A ( s ) 可逆.现在假定 R ' 是一个 R - 代数 ， f ii ? — R ' 
是 i ?_ 代数映射，且对一切 * 可逆. 考虑下面的图，其中顶上的箭头把毎个 r 

€ R 送到常败多项式 r , v • R [ X ] - S ~ l R 是自然映射. 



因为/!和>/<都把 rei ? 送到 r +1 ,所以最上面的一个三角形 交换. 因 RCX ] 是 Jf 上的自由交换 R - 代败， 
存在 K - 代数映射吒 iRCX ] — 吏使得对一切 seS . nCr ,) = • 显然，因％ < sr ,_ l > = 0, 从而/ 

e ker^o ,由此存在 R - ft 数映射 s 4 = R [«/7 •* R ' 使得图 交换. 由于 S〜 l J ? 作为 R - 代数是 
由 imA U ( Ms 广 1 I 生成的.因此#是唯一的这种映射. _ 

下一定义在这个背录下是自然的，因为如果 J , s ' 是某个交换环中的可逆元素，则它们的积 s ' 也 
是可逆的. 

定义如果交換环 R 的一个子集 S 漢足 16 S 且涵 i /€ S , 則称 S 是乘法封闭的.每 
个交換环是一个来法 i ； 半觯.如果 S 是 R 的任 _ 子集（可能为空） ， 《 

S = S 生成的 R 的子幺半群. 

我们称5为 S 生成的来法封闭子集. 

习题丨 1.8 说 （ S 广>1?兰 

例 11. 12 ( 丨 ） 如果 R 是交换环和 s6i ?, 则 { WsU,*,**,* 3 ,*"} 是元索 s 生成的乘法封闭集. 

(■ >如果 p 是 K 中的索理想.则 a 和6$ P 殖涵 任 P. 换句话说，补 i?—P 是乘法封闭的. 
(lii) 设 P 是 Z 中一切索数的集合.如果 SSP, 則 

S ={/>;■ …户: • KS 和 e ; 彡0}. ■ 

我们现在描述 S^R 中的元素. 

命题 11. 13如果 S 是交換环 R 的子集，《每个; yes -1 !? 有一个（未必唯一）因子分解 
y = 广 1 ，其中 f 和 <r eS . 

证明存在性定理把 S-ii? 构造为 R[X]/I， 其中 X= U, :* eS> » / = {ir.-l «i€S). 

是，每个: veSHi ? 形如 ; y s / U , ，…, 4) + 7, 其中对某个〜 eS ，：^ =七 •对 n >0 用归纳法证 
明该 命题. 如果 n = 0, 則 /6 R 和 ; y = «/). 关于归纳步，设: y = /( x ,,-, x ,) + /. 记（而，…， 
x„-i> = XfX H = X, S. 
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/( X , x „) = go ( X ) +^i ( X ) x + ••• + g m ( X ) x °', 

其中 e /? cx ]. 在 s - 1 ^ 中，有某个 ses 使得 fau )— 1 ，根据归纳假设， , 
其中 O 61?和 dj eS . 从而， 

y = A(r 0 )M<r 0 ) _1 +A(f 1 >A(<»i)- 1 A(j )- 1 +..■+A (〜〉 

=AG>--a(r 0 >A ( 办 ⑴ +... + A( rw )fc ( 〜 r 1 ) 

= W / HG )- 1 , 

其中 〆 和 <» = < T 0 v 〜 s " es . 所以 ，: y = A (/) A ( a )-' . ■ 

依据命题 11.13, 矿 1 /?的元索可以看作“分数,其中；"€及和<»€5. 

记号设 A:R — S ^ J ? 是局部化映射.如果 r eR 和 < r € S ， 定义 
r/ff = h ( r ) h ( a )~ , . 

特别地， r /1 = A ( r ). 

局部化映射 Air — r /1 是单射吗？最简单的例子是 0& S 时 A 产生核（毕竞， S 允许是 R 的任意 
子集）.如果0可逆.则 c ^ oo -^ i , 从而是 零环. 于是 ， a ^ — 是零 映射，因此它不 

是单射除非 R 是零环.下一命题研究 kerA . 

命题 11. 14如果 S 是交換坏 R 的子集，又如果 A | R — S -1 R 是局部化映射，則 
kerA - {r 1 有某个 使得 <»r ~ 0 >. 

证明如果 ar = 0, 則在 S—iR 中，0 = A (< r ) A ( r >. 因 A (<0 是单位， 有0 = hkr 1 hWHr ) = 
h ( r ) ，从而 r 6 kerA . 

反之，假设在 S- 1 /? 中 A ( r ) =0 .因 S ' R = R [ X ]//, 其中 / = {sz, - 1 U 印} , 在 R [ X ] 中 
有等式 r= 2J/,(X)(5,i,, -1) . 如果 S 0 - {5,,-.*.} U {一切 /,.( X ) 的非零系数 } 和 
( S 0 > _ 4是局部化映射，則 r ekerA 0 . 寧实上，如果 s = q ... J , 和 〆 ■ J ? — { s ^ K 是局部化映射， 
则每个 A '(〜） 是可逆的，这是因为乂 * =， V . i ...*,. 现在{5卜《 = R [ X ]/( sr - l ) ，因此 re 
kerA ' 表明存在 /(h = 使得 

t-0 

在 l ?[ X ] 中 ， r = /( i)(sr — 1) =(自 a〆）(sr - 1> =公 ( jB ,: i+1 — “ 〆 ) . 

展开且由： r 的同次幕的系数相等得 

r =— oo **<Jo = «i »••• tsa m -i = a m , sa m = 0. 

因此 ， sr =— sa 。=_ a | ，由归纳法可知， 对一切 i 有 i i r =一 a ,'•特别地，^* V =— fllII , 从而正如所要 
的， s" +l r =— a 2„ = 0 . ■ 

什么时候两个“分数 ” r /<» 和// 〆 相等？ 

系 11. 15设 S 是交^換环 R 的子集且 O^S ■如果 rAr , r 7</ eS ^ R , 其中 < r ，</6 S , lj r /„ = 
r'la 当且仅当存在 65 使得在 R 争有 /( w ' — 〆 <»> = 0 . 

注如果 S 不包含零因子，則因 < r * 是单位，所以 《/(»»' — 〆 ff > =0当且仅当阳'一 〆 《 = <)， 

即 m f = r a . 

证明如果则乘以得5 _1 尺中 （ W ，_ rV)/l = 0. 因此 ， V — rVekerA ,且命 
题 11. 14给出/色3使得在 J ? 中有 一 A ) = o . 
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反之，如果有某个 ZeS 使得在 i ? 中有 — rV >=0, 则在 S _1 K 中有 = 0. 
由于 h(,« K y 是单位，有 *(r)fc(tf) = A(/>A( tf > ;由于 k ( o ) 和 k ( a ’) 是单位，有 A(r)A(tf) _1 = 
kU ' ihia )- 1 ,即 r/<» =〆/<»'. ■ 

系 11. 16 假定0任 S ,并设 S 是交换坏 i ? 的子集 • 

( I ) 如果 S 不包含零因子，則局部化狭射 A | R —S _1 R 是单射 • 

(H ) 如果 R 是整环，且<3= Frac(l?) ， JH S ~ l R ^ Q . 此外，如果 S = R-<0> . « S _1 R= Q. 
证明 （i ) 容易从命题11.14得到• 

(ii) 根据命題 11. 14,局部化映射 A : R — 是 单射. 考虑图 



Q 


其中？ 1 是包含 映射. 如果 厂 1 >=0 ,则因 A (< r ) 是 S 1 R 中的单位，所以科 《 r >〉= 0 . 伹图的交 
换性给出 ? h ( r ) = « r ). 由于？>是单射，因此 r = 0 • 从而 Mr ) A (* 广 1 = 0 ,所以争是 单射. ■ 

作为系 11.16( 丨 >的一个推论，当 R 是整环且 S 是不包含 0 的乘法封闭子集时， S — R 由一切元 
索 aA GFrac ( R ) 组成，其中 和 s6S . 

我们现在研究 S _ l K 中的理想. 

定义如果 S 是交換环 R 的子集，又如果7是 K 中的理想，則由 A (/) 生成的 S —R 中的 * 想 

记为 

例 11.17 ( | ) 如果 S 是交换环/?的子集，又如果丨是 R 中包含一个元素的理想——即7 

门否关0,则5—/包含《^=1,从而 S - WsS -1 /?. 

(li ) 设 S 由一切奇整数组成[即 S 是素理想 （2) 的补 ], 设 (3) ，并设 I ' = (5). 则 S -1 J = 
S-'Z = S ^' r . 所以，由 / H - S — 1 / 给出的从 Z 中的理想到 S — ZsZu ) 中的理想的函数不是单射 • 
在下一系中将会看到，当把我们只关注包含于 （ 2 ) 中的索理想时，情况得到改善. _ 

系 11. 18设 S 是交糗环 R 的子集. 

(I )S _1 R 中的每个瑾想 J 形如 S— 1 /, 其中/是 R 中的某个《想.事实上，如果 i? 是整环且 
/ = J PI R . « J = S ~ l I t -般情形中，如果 / = *(A(R) n J) • « J = S 

(II ) 如果 J 是 J? 中的理想， « S~>/= S ~ l R 当且仅当 / n S ?£ 0. 

( in 如果 q 是 i ? 中的素 《 想且 s = 0 « S — q 是 S - I R 中的素理想 • 

Civ ) 从 R 中一切和 S 不交的素埋想的族到 SpectS -' R ) 的*數 qh - S — q 是双射 • 

( V )如果 K 是诺特环， « S _I R 也是诺特环. 

证明 （i ) 设: A € A ). 根据命题 11.14, 有厶= h { r k ) h (. a x r l ,其中 a 6R 和 
o x es . 定义/为由 （ r A € A ) 生成的 i ? 中的理想 I 即 / = *-' a ( R > n />- m 然 s _I / = /, 事实 
上，因一切灼是 S 一 1 i ? 中的单位，有 J = ( A ( r ,) | A et >. 

( ii ) jtn *< re/n s , 则 a / ies - 1 /. 但 <»/i 是 s — 1 /? 中的 单位. 从而反之，如 
* S ~ 1 / = S -' i ? ,则有某个 a6J 和 使得 MaHGr)- 1 =1. 因此 ，<»- a ek e rt ， 从而存在/ 

S 使得， (<»-“> = 0 . 所以，/获二，“ €/• 因5是乘法封闭的 ，< TieJnS . 

( Hi ) 假设 0 是尺中的索理想 • 首先，因《1门3=0 , S - 1 q 是真理想.如果 UAT )( 6 / r ) = q /< u ， 
其中 和<»，1><»€5，則存在 Z 使得 0 *(( ua6 — orq ) = 0 • 因此 • 0 * 0x16 •现在 tr " o > 珐 q (因 


为 0 和 S riq =0) f 从而， ofeeq (因为 q 是索的）.于是，不是 a 就是6在 (1 中，从而不是 a/ff 
就是 6/ r 在 S — \ 中. 所以， S — fl 是索理想. 

( IV 〉假设 P 和 q 都是 R 中的素理想，且 S * p = S -' q « 可以假定 P nS =0=(? nS . 如果 
a ep . 则存在和 aeS 使得 a /1 = A / o . 因此 ，》—AekerA ,其中/ 1 是局部化映射，从而存在 
6 S 使得 aVa = (»'6 €<> •但 〆 <» €亏，因此 <rV € H •因 q 是索的，必有 a Gq i 即 PS « t •类似地可 
证明反包含. 

设珥是 S—R 中的索理想.根据 （ 丨 >，存在 K 中的某个理想/使得 ^sS— 1 厂我们必须证明 
可以选取/为及中的素理想.现在 A(R) 门甩是 MR ) 中的素理想，从而职是/?中 
的索 理想. 根据 （ 丨 ),^ = S-'p. 

C V )如果 J 是 S '" 1 /? 中的理想，则 < 丨 > 证明有 R 中的某个理想/使得 J - = S ~'/. 因 R 是诺特 
环，有 I = (n ,“•，/•,) ,从而 J = ( n /1, …， r ,/ l ). 因此， S - 1 /? 中的每个理想是冇限生成的，所以 
S — 1 ]? 是诺特环. _ 

定义如果 p 是交換坏 R 中的素《想，《补5= R — p 是乘法封闭的，记 S 一 1 R 为 Kp . 

例 11. 19如果 P 是 Z 中的素数，则 p = (/>> 是家理想，且 Zp = Zw ■ 

命题 11.20 如果 R 是整坏，則「)/?„= K ,其中交遍历 R 中的一切板大理想 m . 

证明 W R 是整环，对一切 m , /?«« G Frac ( R ) , W 此陈述中的交有定义.此外，易知对一切 
w 此/?£厂) r „. 关 t 反包含，设 a eni ? m . 定义 

/ = (/? * a) = {r * ra ^R). 

如果 / = K , 則丨 €/• 正如所要的有 a = la 如果 / 是真理想，则存在极大理想 m 使得 f C m . 

现在 a /1 eR m - W 此存在 reR 和 a 任 m 使得 a /1 = r/o ； 即 <w = /• 6 尺.从而 ，(》€/£ m ，与 《 r 任 
m 矛盾•所以 .R ■「]«■ . ■ 

下一命趣说明为什么把 S ~' R 叫做局部化. 

命题 11.21 如果 j ) 是交換坏 R 中的素《 想. 則是有极大理想 
局部环. 

证明如果 16尺》,則 1=^*, 其中 reR 和如果则 r / S 是中的单位，即 
—切非单位在 pR, 中. W 此，如果/是/?,中的包含一个元素 r/i 的任一理想，其中；則7 = 
n v - 由此 i? p 中的每个真理想包含在沐 p 中，从而 R , 是有唯-极大理想的局部环. ■ 

局部/整体策硌潜在的基本假定是局部情形比整体简单.一般环上投射模的结构可能非常复 
杂，但下一 命題证 明局部环上的投射模是自由的. 

引理 11.22 设 R 是有极大 a 想 m 的局部环.元索 r 6 K 是单位当且仅当 r 任 m . 

证明显然.如果 r 是单位，則 m ,这是因为 m 是真理想_反之，假定》■不是单位.根据佐恩 
引理，存在极大理想包含主理想 （》•). 因 K 是局部的，只有一个极大理想，就是 m , 因此， rem . ■ 

命题丨 1.23 如果 R 是局部坏，則每个有 陳生成 e 投射 R - 模 B 是自由的. 

证明设 R 是有极大理想 m 的局 部环， 并设是 B 的生成元的 极小集 ；即 B 不能由 


© 卡普兰斯基的一个定理吋以去掉有限性的® 设： 鰣部环上的毎个投 W 模是 A 由的.他甚至证明 TSK 是非交換 W 部 
环时的自由性. 



646 


第〗 1 幸 


少于”个元素 生成. 设 F 是以:^为基的自由 K - 模，定义 P : F - B 为对一切 = 6,. 
于是，存在正合列 

0 —► JC —► F ^ ¥ B — » 0» (1) 

其中 K = kerf 1 . 

我们断言 KSmF. 如果相反， KSCmF, 則存在元素 ：y =_»•#,• €K ,它不在 mF ■中> 即某个系 
数，比如 Q $ m. 现在根据引理 11.22, n 是 单位. 而; y€/C=kert> 给出: y= SrA = 0 • 因此4 = 
-rr l (2»-A )• 这建涵 B= <*2,•••,&〉，和原始生成集的极小性矛盾. 

I-* 

回到正合列 (1), B 的投射件给出 F = K ㊉ 玟，其中玫是 F 的子模且玫兰 B . 因此， mF=mK 
㊉ mB '. 因 mKGK £ mF , 系 7. 18给出 

K = mK ㊉ （K 门 mB 7 ). 

伹 KnmB ' GKf ) 皮=(0},从而 / C = mK . 子棋 K 是有限生成的，它是有限生成模 F 的直和项 
(因此是一个同态象），从而 Nakayama 引理（系 8. 32) 给出 K = {0}. 所以，？>是同构且 B 是自由 
的. ■ 

对交换环进行了局部化后，我们现在对它的模进行局部化.如果 M 是 K - 模和 s 6 R , 令内表 
示由 rnh - sw 定义的乘映射.注意，如果 S 是 R 的子集，則内 < M — Af 可逆当且仅当是一个 
S ' 1 R - 模. 

定义设 R 是交換环并设 S 是 R 的任一子集 . J ?- 模 M 的局部化是 相一个 没― 1 /?-模 S 一 1 M (即 
^ SMJVf 对一切是可逆的）和一个叫做周部化映射的 R - 硖射 

它是下面泛映射问* 的解： 



如果史 iM — “是尺-映射，其中从是 S _1 K - 模， fl 存在唯一 S _1 R - 映射 M ' 使得 
图 交換. 

S^Af 的明显的候选者——即 S ~' R ® r M - 亊实上是它的局部化. 

命题 11.24 设 K 是交換环，设 S 是 R 的任意子集，并设 M 是 K - 禊.« S _ i R ® r M 和由 i » ih * 
1 ® m 给出的 i ?- 映射 ■ M — 是 M 的局 部化. 

证明设？ AT 是 R- 映射，其中 AT 是 S 1 ]?- 模. 易知定义为卜 ( r /<0 f ( m ) 的函 
数 S-AxiW — 从（其中和《碎〉是 J?- •双线性函数.因此，存在唯一的 K- 映射 hS 一 1 i?® R JVf 
—M' 使得鉍=?>.因 A(Af) 生成 S ~ 1 R® r M , ?•是唯一的 R- 映射使得图交换.我们让读者验证 P 是 
S^R- 映射. ■ 

S 1 ^ 的最重要的性质之一是它作为 R- 模是平坦的.为了给出证明，我们先推广命题 11.14 中 
的论证. 

命题 H.25 如果 S 是交换环 R 的子集， M 是 R- 糢，又如果 A M • M-* S _1 Af 是局部化映 
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定理 11.28 如果 S 是交換环只的子集，則 S 一 1 K 是平坦尺-模. 

证明需要证明如果 0 — aXb 是正合的，則 

0 — s ^ r® r a 10/ - s~ 1 r ® k b 

也是正合的.设;根据系 11.26, 有某个和现在0 = 
(1® / Ku ) =< r - , ®/(«) • 从而 /( a ) ekert B . 根据命 S 11.25, 存在 r 使得0 = r /( a > = /( w ). 
于是，因为/是单射 ， 》 6 ker /= {0> . 所以 ， 0 = 1 ® w = r(l ® a > = W •最后，因 r 是单位，有 
« = 0.所以，1@/是单射，从而5~ 1 »是平坦尺-模_ ■ 

系 11.29 如果 S 是交換环的子集，《局部化 Mh - S _ iM = S - iR ® K M 定义了一个正 合函子 
尺 Mod - ► s -1 kMoc ! • 

证明局部化是函子 SHROr , 它是正合的是因为 S 〗/?是平坦 R - 模. ■ 

记号在 S = R — p 的特殊情形中，其中 P 是尺中的素攻想，我们记 
S _, M = M ,. 

如果 /: M—N 是 R -缺 射 . it /, « M , — N , , 其中 / p = 1 r ,®/- 

我们用这个记号電述系 11- 18 ( IV ) ■ 函数<(1~*9 1) 是》中包食在 P 中的一切索理想的族到 
SpectRy 的双射 （见习 捶 6 .67). 

下面是一些整体化结果. 

命题 11.30 设 J 和 J 是整环 R 中的《想_如果对每个极大理想 m , l m = J „ < 則 f = J • 

证明取 , 并定义 

(/ * 6) = {r *rb ^ /}. 

设 m 是尺中的-个极大理想. 《/« = ■/„, 存在《€7和1 € m 使得6/1 =“ A . 因环，必= 

“ 6/ ,从而 s€(I > b ) ； 但 s $ m ，从而 ( / « 6) $ " I . 因为 （/» W 不包含在任意极大理想之中，它 
不对能是處理想.所以（卜 6) = K > W 此，1 €( f : M 且6= 166/-我们已经证明了 /£ /，对于 
反包含可类似地 证明. ■ 

命題丨1.31设 R 是交換环. 

( I ) 如果 M 是 R - 榣. 1 L 对每个极 大攻想 m 有 M „ = {0} • « M = {0}. 

< li ) 如果 /: M ~* N 是 K - 映射 1 L 对每个极大*想 m , f m ' M m — N m 是单射，則 / 是单射 • 

(iii ) 如果 /:Af — N 是 K - 映射且对每个极 大攻想 m，/ B > — N „ 是满射，則 / 是满射. 

( jy ) 如果 /> M — N 是 i ?- 块射且对每个极 大攻想 m , /„ « 是同构，則 / 是同构. 

证明 < i ) 如果,则存在 meAf 且 》 n #0. 由此零化子 J ■ {r e<R :加= 0} 是 R 中 
的* 理想，这是因为1 € ,,从而存在某个极大理想 m 包含 1. 现在在 M „ + l ® m =0 ,从而 
kerA M . W 为 K — m 是乘法封闭的，命题 11 . 25 给出 s C m 使得在 M 中 jm = 0 • 因此， sC / Sm ’ 这 
是一个矛盾.所以 

(il ) 存在正合列 0—— ，其中 K = ker /. 因局部化是 it 合函子，对每个极大理想 

m ， 存在正合列 

0 -* K m -* M m —► N m . 

根据假设，每个 / m 是单射，因此对一切极大理想 m , K m ={0> . 现在 （i ) 证明 K =彳0>，从而/ 
是 单射. 
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(») 存在正合列 M 二 N-^C — O, 其中 C= coker/=JV/im/. 因张量积是右正合的，对一切 
极大理想 m，C m = 彳 0} ，因此 C={0>. 但/是满射当且仅当 C= coker/ 

(IV)从 （ii 〉和 （Bi) 立即 可得. ■ 

我们不能把命題 11. 31(|V) 的 假设减 弱为对一切极大理想 m，M m ^ N m ,必须假定由给定的映 
射形成一切局部同构.如果 G 是 Q 的子群，它由一切组成，其中6无平方因数，则在 
例11.5中可知对一切素数/>，0 </0 兰24>,但0_2. 

习题 11.20 和习題 U. 22证明局部化保持投射和平坦；即如果 A 是投射模，则 S—A 是投射 
(S” 1 /?)- 模，如果 B 是平坦模，则 SMB 是平坦 （S 一 1 K)- 模.保持内射性比较深奥. 

引理 11.32 设 S 是交換坏 R 的子集，并设 M 和 A 是 K- 模，其中 A 有有限表现.则存在自然 

同构 

Tj{ 1 S" 1 HomjjCAtM) Hom s - >u(S -1 A*S _1 M). 

证明只需构造自然同构 

^*Hom^(AtS _l Af) Hom s ^ 1 r (S ~ 1 A,S~ l M) 

和 

< Pa 1 S 1 Homj?(A*M) Homp(A«5 1 M) • 

然后我们可以定义 u ^ e A < p A • 

首先假定 A = /r 是有限生成 A 由 R -模.如果力，\是 A 的基，则 q/1, … ，七/I是 S_M = 
S-*R® r R ' 的基. 易知由 /H*/ (其中 /( a ,/ fl ) = 给出的映射 

ff R -'Hom R (A,S-'M) — Hom s -' R (S 'A.S-'M) 

是合理定义的 R- 同构. 

现在，如果 A 是存限表现的 K- 棋，则存在正合列 

R* R" — A — 0. (2) 

运用反变函子 Horn〆 ，赇> 和 Homs，〆 ，从），其中= S 先看作 R- 模，得到行正合的交 

换图 

0 ► - ► Hom /l ( 矿 .ilO - ► 

0— ►Honiji«(S '-4.W) — ► Hom^MS '/FTM') — ► 

因垂直映射知*和 Or ■是同构，存在虚线箭头心.根据命 08.94, 它必是同构.如果兵 6Hom R (A, 
M) ,则读#可以验证 

= P ! a/ffH*/S(a)/<Tt 

由此 | 同构^是自然同构. 

通过定义？ U 'gloV*g . 来构造 ％ « S— Hom R (A,JW - Hom R C/V,S-'A4) ,其中 Ka (a) = g(,a)/a. 
注意，因是由（》7 1 », 8 >»-叹„给出的{?-双线性函数5— 1 ；?\110111 /? (為,\1)，110>^(為，5- 1 ^0形 
成的，所以？ U 是合理定义的（记住5- | 1101^(八，財）=5- | ]?0 1 8出111 |? 04,祕）>.当 A 是有限生成 
自由模时，？ U 是同构，考虑交换图 
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0- ►5"'Hom^,A/) - ► S' l Hom^/rM) - ► 

0 ► X S4) — ■ ► M) . , Honi^/y^S M) 

顶上一行是对 （2> 式先运用左正合反变函子 Hom R (， M ) 再运用正合局部化函子形成的，所以它是 
正 合的. 底下一行是对(2>式运用左正合反变函子 Horn〆 ， SMM ) 形成的，所以它也是正合的.习 
题 8. 52的五项引理表明&是 同构. ■ 

例 11.33 如果 A 不是有限表现的，引理 11.32 可能不成立.例如，设 R = Z 和 SHJ ?= Q •我 
们断言 

Q ® z Hom z (Q ,Z ) 5 * Hoihq ( Q ® z Q ， Q ® z Z >. 

因为 Hom z ( Q , Z > ■ <0}, 所以左端为 {0) •另-方面，右期是 Hom z ( Q , Q ) SQ . _ 

命題 11.34 如果 S 是交換诺特环 R 的子集，又如果 E 是内射 R - 權，則是内射 （ S - 1 ^- 模 • 
注如果 R 不是诺特环，这个结果可能不成立.如果 A 是域和 R = 4 [；G ,其中 X 是不可數变 
量集，則存在内射 K - 模 E 和 R 的子集 S 使得 S _ l £ 不是内射 （ S - 1 !?〉 -糢（见 ECDade , h Ijo- 
calization of Injective Modules ”， Journal of Algebra 69 (1981)，416 〜 425). 

证明根据定理 7. 68, 即白尔判别法，只需证明 
r * Hom s - je ( S — 

对 S H R 中的每个理想_/都是满射，其中 — S — R 是包含 映射. 现在根据系 11.18, S — 中的 
每个理想 J 形如 J -S '/, 其中 J 是 R 中的理想.因 R 是诺特环，毎个理想都是一个有限表现 R - 
棋，从而运用引理 11.32 得垂直箭头是同构的交换图 



£的内射件蕕涵 H 0 tn K ( R , E > — H 0 m R ( J ,£> 是满射（其中的箭头是由包含映射 fK 诱导的），从 
而局部化的正合性证明顶上一行的箭头是 满射. 因垂直箭头是同构，从而底下一行的箭头是满射.所 
以，•/ = S _4 是内射 （ SD - 模. _ 

局部化和 Tor 可交换，其原因本质上归咎于 S — R 是一个平坦 R -模. 

命题 11.35 如果 S 是交換环 R 的子集.《对一切”>0和一切 /?- 模 A 和 B , 存在同构 
S-'Tor?(A.B) ^ TorJ 'iiCS-'A.S-'B). 

证明先考虑 n = 0 的 ffl 形.对固定的 R - 模 A ,存在自然同构 
tb *S -1 (A® b B) -► S _ 1 A® s -'jjS _i B, 

这是 W 为两者都是泛映射问题 



的解其中 M 是 （ S -1 i ?)- 模，/是 （ S - 1 ^)- 双线性函数，/是 映射. 

如果 P 8 是 B 的删除投射分解，則局部化的正合性连同局部化保持投射证明 S ^( P B ) 是 S->B 
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的删除投射分解.同构的自然性给出复形的同构 

S _1 ( A 0 r P b ) ^ S -' A ^ s - rS -^ Pb ). 

从而它们的同调群同构.因局部化是正合函子，适用命题 10. 38,因此 

H ^ S - 1 (A ® R P B » ^ S ' 1 H.(A 0 R P fl ) ^ S -* Torf ( A , B ) • 

另一方面，因 Sd ( P B ) 是呂- 1 ^的删除投射分解， Tor 的定义给出 

H m CS~ l A ® s - R S -1 < P B )) ^ Torf "'*( S _, A , S _1 B ). ■ 

系 11.36 设 A 是交换坏 R 上的 K - 模. 如果对每个极大 《 想 m , A m 是乎坦-模，則 A 是平 
坦 模. 

证明命题假设连同命題 10.96 给出对一切 n > 1 ,对每个 R - 模 B 和每个极大理想 m , 
Tor *»( A ln , B ln ) = {0> . 但命埋 11.35 给出对一切极大理想 m 和一切 ” > 1 , TorjJCA , B) n = {0}. 
最后，命® 11.31 证明对一切1 , Tor ?( A , B ) = {0(. 因为该等式对一切供 B 成立，所以 A 
是平 坦的. ■ 

对 Ext 我们必须附加一些假设才能得到类似的结果（见习题11.23〉 . 

引理 11.37 如果 K 是左诺特环和 A 是有限生成左 R - 糗，則存在 A 的投射分解 P ., 其中每个 
P „ 是有限生成的. 

证明因 A 是有限生成的.存在有限生成自由左 R - 模 P 0 和满射 R - 映射 E 中 0 — A . WR 是左 
9； 特环， ker * 是有限生成的，从而存在有限生成自由左只-棋尸 1 和满射 R - 映射心 iP , -* kcre . 如果 
定义 — 心为复合 irfi ,其中 Mk ere ^ P 。 是包含映射.则存在正合列 

O , ( 

0 -► kcrD , -* P , - ► P „ -► A -► 0. 

W 为 kerA 是有限生成的，这个构造可以迭代，从而证明可以由归纳法完成.（事实上我们构造了 
A 的一个自由分解 ■ 
命題 11.38 设 S 是交換诺特坏 R 的子集•如果 A 是有限生成 7?- 模，則对一切 和一切 R - 
糢 B ， 存在同构 

S -1 ExtJ ( A . B ) S Ext ； . r ( S -, A , S -1 B ). 

证明因 K 是诺特环和 A 是有限生成的，引理 11. 37表明存在 A 的投射分解 P , 它的每个项都 
是有限生成的.根据引理 11.32, 对毎个 R - 模 B , 存在自然同构 

r A ' S -' Hom «( A , B ) — Homs - RCS -' A . S -' B ) 

(诺特环上的有限生成模必是有限表现 的）. 现在^给出复形的同构 

S -1 ( Hom R ( P A , B )) 兰 Hom s -> R ( S _, ( P A ) , S * 1 B ). 

左端取同调得 

Hom 8 ( P A , B )))^ S _1 H m (. Hom „ ( , B ) 〉 ^ S _1 ExtJ ( A , B ), 

这是因为局部化是正合 fig 子（命题10.38> . 另一方面，右端的同调是 

H B ( Hom s -' R ( S - l ( P A ), S - , B )) = Ext ；-. R ( S -* A , S _1 B ) , 

这是 WAS — VPa ) 是 S _1 A 的投射分解. ■ 

注 命题 11.38 的另一个征明可以用第二个变量的 涮除内 射分解 e b . 为了运用幻理 
11.32，仍然必须假定 A 是有限生成的，但现在所用的事 实是： 当 R 是诺特环时，局部化 
保持内射. 
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系 11.39 设 A 是交換诺特环 R 上的有限生成 模. «对每个极大理想 m ， A „ 是投射模 
当且仅当 A 是投射 R - 模. 

证明充分性是习題 11.20, 必要性来自命题 11.38: 对每个模 B 和极大理想 m , 有 

Ext 1 R (A 9 B^ m ^Ext l Rm (A m9 B m '> = { 0 }, 

这是因为 A m 是投射的.根据命题 11.31, Ext ^( A . B ) = <0} ,这说明 A 是投射的. ■ 

习题 

11.1 证明作为 Z t p - 模， Z ( , ，笋 Q . 

11.2 如果 R 是整环且(？ = FracU ?) ，证明0的每个 /?- 子代数 A 都是的一个局部化. 

提示：定义 S = { b^R i\/b 6 A }. 

该题是 错的. 给出一个反例. 

11.3 证明对秩为1的无挠阿贝尔群下面的陈述等价. 

(I > G 是有限生成的. 

(i > G 是拥环的. 

<1酵> 如果： 非零， 則对几乎一切»0 ,而对一切索数 Gr )^ oo . 

(IV) r(G) - r(Z). 

11.4 ( I ) 如果 G 是秩为1的无嫌阿贝尔群，明 End ( G ) 的加法群是无挠的且秩为 1. 

(11>设工€0非零，且并设尺是 Q 的子环，其中 X (1> = U ” 
走 3 ，••••*,，•••> 和 

_ Jo ° 如果 h ^ ix ) *= oo 
’ 一 lo 如果有限. 

证明 End ( G ) ^ R . 证明存在无限个 G 使得 Aut ( G ) ^ I , . 

11.5 设 G 和 H 都是秩为1的无挠阿贝尔群. 

( I ) 证明0这) 2 好是无挠的且秩为 1. 

(||>如果（、> 是非零元索: r6G 的«度 序列， 乂如果 U,> 是非零 元索; yCH 的拓度 序列，证明: r®；y 
的*度序列是（相,> . 其中/», = h ,+ k , (我们约定~ + *, =oo). 

11.6 设 T 是 .切型 的集合，对 r , 〆 €7•，如采存在离度序列 U ,) e r 和（<>€ 〆 )!•足对一切索败 p 有 在 
*； . 定义 r<r • 

( I ) 证明<是 r h 的偏序. 

< li > 证明： 如果 《 和 C 部是秩为丨的无挠阿贝尔群 • 当且仅当 G 和 G " 的一个子群同构. 
(ill > i £ 明了 是格，并证明，如果 r = KG ) 和 〆 ■ KG > , « r A 〆 = r<G D C *> 和 r V r = r ( G +£/> . 
( IV ) 如果 G 和 G '# 是秩为 1 的无挠阿贝尔 P , 证明 Hom ( G . G , ) ^ (0) 当且仅当 rCG ) < r ( G '). 

II . 7 如果 G 是 p - 准索阿贝尔群，明 G 是 Z ( „ -模. 

11_8 如果 S 是交換环 R 的子集，又如果5是由 S 生成的乘法封闭子集， a 明 （ SriRSS — 1 /?. 

11.9 如果 s u 是:交換环 r 的有限非空子集， a 明 s ] k 这 sr 1 /?, 其中 i = J 

提示:如果 * 1 存在 ， M •••*.) = J ： 1 存在 • 

11.10 证明 PID 的每个局部化也是 PID . 由此推出，如果 p 是 pro R 中的索理想， JWR , 是 DVR 
11.11 如果 R 是布尔环且 m 是 K 中的极大理想，证明/?_是域. 

1].12设 S 是交换环 R 的子集，并设丨和 J 都是 R 中的理想. 

< i ) 证明 S ' W ) = ( S^'IHS ' J ). 
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(H > 证明 S -'( IiJ ) = ( S^J * s ~7). 

11.13 如果一个整环 /? 满足对一切 a , 办 €/?. 或者 a 丨6 ,或者6| a ,則称 R 为*值环. 

< I ) 证明每个 DVR 都是 一个賦 值环. 

( II ) 设尺是整环且 F = FracCJ ?). 证明尺是 K 值环当且仅当对每个非零 a 或 a _1 6尺 • 

U .14 ( i >证明賦值环中的每个有限生成理想都是主理想. 

(H > 证明賦 值环中的每个有限生成理想都是投射的. 

11.15 如果一个阿贝尔群 r 是一个僱序集，其中只要'和就有 + • 则称 r 为阿贝尔 

序群 I 如果 r 的偏序是一个链，則称 r 为阿贝尔全序群.域 A 上的一个鐵值是指函数其中 
r 是阿贝尔全序群，满足 

v ( ab ) * via ) 4- iK 6) > 
via 十> min { iKa )« v (6)}. 

< I >如果 a /6€ Q 非零 ， ififl = 〆 • 〆 和6= 〆〆 ， K 中 w ,” 彡0和 （ a ', p > = 1 » ib \ p ). 证明定义为 

v ( a / b ) =济一”的^:口乂—冗是一个賦值. 

( I >如果— r 是域*上的賦值，定义证明 R 是一个 賦值环 •（每 
个 賦值环 都是由它的分式域上的一个适当的賦值形 成的. 此外，当阿贝尔全序群 rN 构于 z 时， 
賦值环是离*的 .） 

( I )证明“ 是单位当且仅当 v (€0 =0. 

( IV )证明每个賦值环部 是-个 （未必诺特的）《部环. 

提示： 证明 m = U 6/?» vU >>0} 是 R 中的唯一极大理想. 

11.16 设 r 是阿贝尔全序群并设 * 是域.定义 ^ r ] 为群代数（由几乎一切值都是0的一切函败组 
成〉. 和通常 一样， 如果 /( y > = r , • 則记/为 gr , y . 

( I >定义/ =| Jr r y 的次败为 0 ,如采 o 是满足 r ,9 fc 0 最大的指标 y . it 明奸 r ] 是賦值环，其中 v (/) 
是/的次数 . 

<■) 举出一个非诺特賦 值环的 例子. 

H .17 如果-•个交换环 R 的子集 S 是乘法封闭的，且4 涵“ 和 6 6 S , 則称 S 为饱 和的. 

< I >证明 尺中一 切单位的集合1/(尺> 是/?的饱和 子集. 

( II 〉如果 2( A ) 是 /?- 模 A 上的一切枣 W 子的集合，证明 Z(A) 的补是尺的一个饱和子集. 

(1_>如果 S 是交换环/?的乘法封闭子集， 证明存 在包含 S 的唯 一最 小饱和 f 集 S # . (我们称 S # 为 S 的 
饱 和）. 证明 （ s ' n 兰 s - 1 /?. 

CIV ) 证明一个乘法封闭子集是饱和的当且仅当它的补 /?— S 是素理想的并 • 

11.18 设 S 是交换环/?的子集，并设 M 是有限生成 R - 模.证明 S 当且仅当存在使得 cAf =<0 h 

11.19 设 S 是交换环 i ? 的子集，并设 A 是/?棋. 

(i ) 如果 A 是自由的，证明 S M 是自由 (S-'R) -m • 

C II >如果 A 是有限生成的，证明是有限生成巧^及卜模. 

(«) 如果 A 是有限表现的，证明 S M 是有限表现-模. 

11.20 如果 A 是投射的，证明 S _ M 是投射 （ S - A )- 模. 

11.21 如果 p 是交換环 I ?中的素理想 • 乂如果 A 是投射 J ?- 模，证明是自由 i ?,- 模. 

11.22 如果 B 是平坦 !?- 模，其中是交换环，证明局部化是乎坦 （ S — JO - 模. 

提示： 正合函子的复合是正合的. 

11.23 ( 丨 > 举出一个阿贝尔群 B 的例子，满足 Exti ( Q , B > 尹 {()}• 
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(li ) 证明对 （i >中的阿贝尔群 B , Q 0 2 Exti (Q , B ) 9^(0}. 

( Ili ) 证明： 如果 i ? 是诺特的但 A 不是有限生成的，則命埋 11.38 可能不成立. 

11.24 设是交換代数，其中4是交换环，并设 M 是模.证明对一切》>0， 

R® k A ' (M) = 

(当然，八是指模的”次外幂> • 由此推出，对★中的一切极大理想 m , 

提示： 证明是关于交错 n -多重线性 R - 函数的泛映射问8的解. 

11.25 设 RJI 交换诺特环.如果 A 和 B 都是有隈生成棋，证明对一切 n , Toif ( A , B > 和 ExtJ ( A , J 3) 都是 
有限生成 R - 模. 

112戴得金环 

毕达 奇拉斯 三元組 是正整败的二.元组 （ a ,6, C > 满足 a 2 十* 2 = c 2 . 毕达哥拉斯三元组的例子是 
(3,4,5>,(5,12，13> 和 （7,24,25). 全体毕达哥拉斯三元组在习題 1. 23中进行了分类（大约公元 
100年丢番图 （ Diophantus 〉 对此有一个巧妙的几何证 明）. 费马证明不存在正整数 （ a ,6, c ) 满足 
a 4 +6 4 - c 4 ,并于1637年在丢番图的书的一个译本的空白处写着，他巳经有了一个极好的 证明： 
对任意 n >2, 不存在正整数 （ a ,6, c > 满足 = c ". 费马的证明从未被发现，而他的注记（那 
不过是他为自己所做的注释）在他死后几年便闻名于世，当时他的儿子出版了他的 著作. 费马还留 
下其他类似于这样的陈述，它们之中许多都是真的，有一些是错的，到1800年，他的陈述只有一 
个没有解决，被称为费马*后定理，这或许有点戏濾的 意味. 它成为数论中突出的挑战之一，宵到 
1995年， A . Wiles 才证明了费马最后定理. 

每个止整数”>2是4或某个奇素败 p 的倍数.于是，如果不存在正整败 （ a , f ) 满足对某个奇索数 
则费马最后定理成立[如果”=/»« . 则 = 蕴涵 OTP + W "" W ]. 
几个世纪以来，许多人企图证明它.例如欧拉对 n = 3发表了一个证明（有漏洞，后来被纠 正〉， 狄利克 
雷对5发表了一个证明（有》洞，后来被纠正）， GLam 6 S » = 7 发表了一个正确的证明. 

第一个重要进展（不只是对个别的索数是在19世纪中叶得到的，归功于库默尔 （ EKum - 
mer ). 如果 V + 沪 = 〆 ，其中/ •是奇索数. 则研究的一个自然起点是恒等式 
〆 = + b p = (a + 6)( a + ^)(a + — + ^ -| 6), 

其 中!: 是 P 次单位原根.库默尔证明，如果 Z [&] 是 UFD , 其中 Z [&] = </( f p >«/ U )€ Z [ x ]} , 
则不存在正整数〜6,<：满足沪= 〆 .另一方面，他证明存在索数/>,对于它 Z [ G ] 不是 UFD . 
为重建唯一分解，他发明了和 Z [&] 有关的“理想数”.后来，戴得金重铸了库畎尔的理想数成为 
我们现在理想的 概念. 于是，费马最后定理成了近世代数和代数数论两者发展的催 化剂. 戴得金环 
是类似 Z [ G ] 环的相应推广，本节我们要对它进行研究. 

11.2. 1 整性 

代数整数的概念是整元概念的特殊悄形. 

定义环扩张 RVR 是指一个包含 J ? 并把它作为子环的交換环 R * • 假定 i ? VI ?是环扩张，則 
元素称为 I ?上的整元，如果它是 J ?|>] 中一个首一多項式的根._个环扩张 RVR 称为轚扩 
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张，如果每个 ae/r 都是 i? 上的 整元. 

例 11.40 诺特正规化定理常用来证明零点定理•它说，如果々是域且 A 是有限生成的代 
数，则存在 A 中代数无关元索 a 丨 ，…， 〜 使得 A 在★[“ 1 ，…， <*•] 上是整性的.见 Matsuraura 所著的 
C Commutative Ring Theory! • 262 页. ■ 

回忆一个复数如果是 zo ] 中一个首一多项式的根，那么它是一个代数整数，因此代数整数是 
Z 上的 整元. 读者应把下一引理和命題 7. 24相比较. 

引理 11.41 如果是环扩张，則在一个非零元素 “ 上下列条件 等价. 

( I ) «是尺上的整元. 

( II ) 存在 /?• 的有限生成 R- 子模 B 使得 B. 

(IB) 存在 JT 的有限生成忠实子禊 B 使得 uBQB; 即如果对某个 c/e 及有 SB ={0} ，則 d 

= 0 . 

证明 C I )=>( II ) • 如果“是尺上的整元，存在首一多项式 / Cr )€/?|>] 使得 /( tt )=0; 即 
■-1 

存在 r ,_ e 尺使 得“" =乏>^.定义 B = . a 然 uBSB . 

• -0 

( II ) =#•(«> • 如果 B - WyUjSiT 的有限生成 R - 子模满足 “B SB , 定义 B ' = <1, 
^，•••，匕〉.现在 B ' 是有限生成的和忠实的（因为 16 B 7 〉， 且 

( lil ) =» < I ) • 假定存在尺.的忠实 R - 子模，比如 B = <6,, •••,*,,> ,使得 uBGB . 則有 n 个 

方程的方程组 . 其中 / >o 如果尸 =[/>(»•] 和 (&,•••, 6,>，是” XI 列向》，则 

” Xn 方程组可以用矩阵记号意写为 (tJ — P)X = 0 . 现在根据系 9. 161,0= (ad)(uI-P))(uI-P)X = 
双， 其中 d = det ( u /- P ). 丙 dX = 0 ， 对一切 i 有也= 0 , 从而 rfB ={0} ■ 因为 B 是忠实的， 
所以</=0.另一方面，系 9. 154给出 </ = /(“） ，其中是;》次首一多项式, W 此，“是 
R 上的整元. B 

整扩张是传递的. 

命题 11.42 如果 T£SeJ? 都是交換坏，且 S 是7•上的整扩张， R 是 S 上的整扩张，則 i? 是 
7•上的整扩张. 

证明如果 f e /? ,存在等式 r" +3, .,^-' + ...+ r 0 = 0 , 其中对一切 f, s, 6 S . 根据引理 
11.41，子环 s ' zTCj ,-, ，…， Jo ] 是有限生成 r - 模•但 t •是 s ' 上的整元，从而环矿1>]是有限生成 
s '- 模•所以， S ^ r ] 是有限生成丁-模，因此；•是 T 上的整元. ■ 

命麵 11.43 设 E/J? 是环扩张. 

(i ) 如果 u ，x»eE 是 R 上的整元， W «；和 《 + v 都是 R 上的整元. 

(H >由 

Oe/r ={«eE:u 是 R 上的整元} 

定义的交换坏 Oe / r 是 E 的 R- 子代數. 

证明 （i ) 因“和《都是 R 上的整元，引理 11.41( I ) 说存在 E 的 i ?- 子模 B = <6!，…也〉和 
C =〈 q ，•••，〜> 使得 uBGB 和 t < CS ： ; 即对一切 i ,»6 f eB ， 而对一切 ）， x»cy 6 C . 定义 BC 为由 
—切6心生成的 E 的子棋,当然， BC 是有限生成的.现在因为= ( a ^ Kvcy ) 是的 
及-线性组合，所以 BC ， W 此 m * 是 R 上的整元.类似地，因为 （u + =(沾,.)々+ 

(■vCj'ibi 6 BC ，|«+。是 R 上的整元. 
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(li ) 由 （ 丨 ） 可知 Oe / r 在乘法和加法下是封 闭的. 现在，如果,則 r 是 i _ r 的根，因 
此•由此 leOE / R 且 Oe / r 是 E 的子 代数. ■ 

这里有命题 11.43 ( i ) 对整环 e 的第二个证明，用到了张置积和线性代数•设 / Cc > e«W 
是“的 极小多项式， A 是 /(： t ) 的伴随矩阵.并设; y 是特征向最[在 Fra C ( E ) 的代数闭包上 : h Ay = 
«< y .设尽 Cr ) 是《的极小多项式，设 B 是 g ( x > 的伴随矩阵，并设•现在 
(A ® B)(y ® z) = Ay ® Bz = uy 0 t>z = uv(.y@ z). 

所以 ， 是 A ® B 的一个特征值 ,• 即⑽是首一多项式 detCrf — A ® B > 的根，因为 A 和 B 的一切元 
索都在 R 中，因此 det < X / — A ® B > 在 J ?|>] 中•所以，《«；是 R 上的整元•类似地，等式 
(A ® 1+1® B)(y @ z) = Ay ^z + y®Bz = («+ w)y® * 

表明是 J ? 上的 整元. ■ 

定义设 E / R 是坏扩张.由 R 上的一切整元 tt 成的 E ： 的 R - 子代數 Oe / r 叫倣 R 在 E 中的整闭 
包.如果 Oe/r = K . «称/?在 E 中是整闭的.如果 R 是整环且 R 在 F = Frac ( R >中是整闭的，即 
Of/r = R . 則称 R 为整闭的. 

于是， K 是整闭的如果 a 6 Frac ( R ) RafiK 上的整元， » Ja 6 R . 

例 11.44 如果有理数^是2|>]中的一个荇…多项式的根，则定理 3.43 表明 a eZ . 因此环 
Oq/ Z - Z , 从而 Z 是整闭的. ■ 

命题 11.45 每个 UFDR 郝是整闭的.特别地，每个 PID 嘟是整闭的. 

证明设尸= Fr ac < R > ,并假设“ €尸是/?上的 螯元. 于是，有等式 
u* + u" -1 + ••• + r ( u + r 0 ， 0 ， 

其中 r ,. 云及•我们可以记 “ = . 其中 6, reRM (6, c 〉= l ( W 》 J ?* UFD , 所以 gcd 存在，从而 

每个分式可以写作既约形式）.代人并通分， 

6" + r .-,*" l c + …+ r , Ac -^ + r 0 c a = 0. 

因此 ， 6" =_<:(〜_, 浐一 1 +". + f l fc *- i ! + r 0 c *- | > ,从而在^中^丨但= 1 蕴涵 （6", c 0 = 1 , 
因此 c 必是/?中的单即 c 1 所以， 《 = 6 /c = fc — 6 R . 从而 K 是《 闭的. ■ 

我们现在明内了例 6.21. 如果 * 是域，由一切没有线性项的多项式 /( z ) eM >] 组成的 AO ] 的 
于环/?不是 UFD , 这是 W 为它不娃整 闭的. W 为 尤= 1 3 // eFrac ( R ) , 从而容易验证 Fracd ?) = 
ku ). 但 x 6«( i ) 是首一多项式 t z - _ r 2 eRO ] 的根 ， m 

定义 代数数 域是栺 Q 的一个有限域扩张.如果 • E 是一个代数教城，則通常 teCJE / z 记为 0 E , 
并称之为£：中的整数环. 

由于整数这个名词的新用法，代数败论中常把 Z 叫做有理整數环. 

命题 11.46 设 E 是代數教城并设 C > e 是它的整数环_ 

(i ) 如果 a 存在非零整教 m 使得 ma eOE. 

( II ) Frac ( C > E ) = E. 

( i ) C > E 是整闭的. 

证明（丨）如果<»€£：,则存在首一多项式 /( I ) eQ [ X ] 使得/<«> =0.通分得整数 m 使得 
fa" + «■,_ 〆 — 1 + + …+ + c 0 = 0， 

其中一切 q 6 Z . 乘以 m *— 1 得 

(ma) n + c,,_i (ma)" -1 + rnc m - 2 (rna) m ~ 2 + …+ q »n*— 2 (nia> + m* -1 c 0 = 0. 
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于是 ， ma 6 C?E - 

(II ) 只需证明如果 a €£ :, 則存在 a , fc € OE 使得<» = a /6. 但根据 （i ) , ma GOe , meZCOc . 
从而 a = (maf/m . 

( Il > 假设 《€ Frac ( C > E ) = £ :是 C 7 e 上的整元.根据命埋 11.42, 即整扩张的传递性， a 是 Z 上的整元. 
但这意味着 a eO £, 根据定义中在 Z 上为整元的那些元索的集合.所以 ，0 E 是整 闭的. ■ 

例 11.47 在命题 U . 76中将看到，如果 E = Q <0, 则 Oe = Z [0, 它是高斯整数，现在因为 
Z [ i ] 是欧儿里得环.所以它是 PID , 因此也是 UFDi 这个例子的一个推广，即用一个代数数域 E 替 
换 Q («) 比较深奥 . Oe 是整闭的仍然为真，但的元索是 0 的2-线性组合可能不真.此外，环 Oe 
可能不是 UFD . 本节末尾将研究整数环. ■ 

给定环扩张中的理想和 R 中的理想有什么关系？ 

定义设 R -/ R 是坏扩张.如果7是 R 中的理想，定义它的扩张产为 /?•/, 它是由 J 生成的 
R' 中的《想.如果/•是 k •中的《想，定义它的收缩= r n /* • 

注这个定义可以 推广. 设 — 是环同态，其中 K 和/?•是任意两个交 換环. 定义 
R 中一个理想 f 的扩张为由 A ( f > 生成的中的理想；定义 R . 中一个理想 r 的收缩为 
A 1 (/*).如果 IT / R 是环扩张，則取 — 为包含映射就得到上面的定义.另一个 
有趣的例子是局部化映射 A >R - S~'R. 


例 U .48 ( i ) 一般地.收缩函数 《ri Spcc ( R * ) -* Spec ( R ) 既不是单射也不是 满射. 例如， 

c * Spec(Q ) -► Spcc(Z ) 不是满射.而 f > Spec ( Q [ jr ]) -► Spec(Q ) 不是单射 • 

(ii >易知，如果 /?■//? 是环扩张且 U •是 R •中的索理想，則它的收缩 fTOK 也是索理想.如 
果 a，6€：R 和幼 ef DR£P* • 则，是索理想给出 a 6〆 或 • 因或者 《€?»• 
n R . 或者 n R - 于是.收缩定义了一个由数 MSpedKM—SpedRK 

(ill >极大理想的收缩虽然必定是索理想，但未必是极大的.例如，如果 iT 是域，则 <()>• 是 
iT 中的极大理想，但如果 K 不是域，则{0厂的收缩，即<0>就不是中的极大理想. _ 

例 11.49 (丨）令 ； T ( R > 表示一个交换环 K 中.切理想的族，扩张定义了一个函败*:2"(尺> — 

KR " ) I —般来说，它既不是单射也不是满射.如果是域而尺不是域，则 e ■ 2：( R ) - 2 X/T > 
不是单射> 如果 K 是域 iftiK •不是域，则 <•: ) 不是满射. 

(H ) 如果 R ./ R 是环扩张和 p 是/?中的索理想，则它的扩张 R ， P 未必是索理想.按先，如果 
(. a ) = Ra ^ R 中的主 理想，則它的扩张是由 a 生成的 R •中的主理想 R'a . 现在设 R = R [ x ] 和 
= C [ x ]. 因为 P + l 在 RO ] 中是不 BI 约的，所以 （ x 2 + l > 是索理想，但它的扩张不是素理想， 
W 为 / + 1 在 CO ] 中可因式分解. ■ 


扩张和收缩有多种初等性质，诸如和严它们收集在习题 11. 28中. 


在环扩张 ZT / R 上是否有一个合理的条件珥以给出 R 中的索理想和 i ?_ 中的索理想之间的好的 
关系？这个问题由 L&Cohen 和 A-Seidenberg 提出并给出了 答案. 我们说一个环扩张 R*/R 满足位 
上，如果对 R 中的每个素理想 p 存在中的素理想 p •使得 pTlR = p . 我们说 R */ K 满足提升如 
果都是 i ? 中的*理想.且如果 P •位于 p 上，则存在素理想 q * 位于 q 上. 



P 

位上 


提升 
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我们要证明在整扩张中，扩张和收缩有良好的性态. 

引理 11.50 设 R * 是 J ? 的整扩张. 

(i ) 如果 D 是 R 中的素理想和 p •位于 p 上，《 R * / p •是 R / p 的整扩张. 

(li ) 设 S 是 J ? 的子集，《 S — R •在上是整的. 

证明 （ 丨 ） 首先，第二同构定理允许我们把 i ?/ p 看作 / r / D •的 子环： 

R/V = RKv' flR)^(R+l>*)/p* c|?Vp*. 

/?•/!> ■•中的每个元索有 o + 〆 的形式，其中 • 因是 R 的整扩张，有等式 

a" + r H ^ia m ~ l + …+ r 。 =0， 

其中 q eR- 现在把这个等式 mod〆 可知是 R / J ) 上的整元. 

(H >如果 a ‘ es 'R' . 則，=«/«»,其中 <»€/?• « ff es . 因 r ■是 j ? 的《扩张，有等式 o - 
+ r „_ ia "一 1 +… + ro =0 ,其中 r , eR . 在 S - 1 /?* 中乘以 1/ ff " 得 

( o / ff )* + ( ru - i / ffXo / tf 〉*- 1 + …+ r 0 / tf " = 0, 

由此证明 a /( T 是 S — R 上的整元. ■ 

当//?是环扩张且 R 是域时，中的每个真理想收缩为 R 中的 {0}. 下一命题在 iT 是 K 的 
整扩张时排除这种坍塌. 

命题11_51设 /?•/« 是整坏的坏扩张，且 R •是 R 的整扩张.則 R •是域当且仅当 R 是城. 

证明假定 R •是域.如果“€只非零，则“ -1 6 R * . 从而 eT 1 是 R 上的 整元. 所以有等式 
(M-' )" + r B _, (u-» + ... + r 0 = 0 ,其中；乘以 tt "— 1 得 iT 1 > •所 

以 ，《— €R . 因此 K 是域. 

反之，假定 i ? 是域.如果 0 ef 非零.则有首-多项式 /(_ r ) eRO ] 使得/( 0 > = 0 . 于是， a 是 
K 上的代数元素，因此可以假定 /( x ) = irrU . R 〉 >即 f(i) 是不可约的•如果 fix) =|> p •，則 
o ( a "' 1 + fn — jo "— 1 + …+ n > =— r 0 . 

f(.x) 的不可约性给出 r 0 #0 ,从而 ( T 1 在 R •中.所以 是域. _ 

系 11.52 设 iT / R 是整扩张.如策 P 是 R 中的素 * 想且 p _ 是位于 D 上的素理想，則 p 是极大 
理想当且仅当 〆 是极大 S 想. 

证明根据引理〗 1.50( 丨），整环 /?•/»> •是整环 R / p 上的整扩张•但现在命題 1 L 5] 说 !?•/〆 
是域当且仅当 R / P 是域；即 P * 是 R ■中的极大理想当且仅当 p 是 R 中的极大 理想. _ 

系 11.53 如果£是代教教域， 《 Oe 中的每个非零素理想都是极大理想. 

证明设 pSOe 中的非零素理想.如果 pflZ ^ MO } ,则根据例 11.48( 丨 > ,存在素理想 p 使 
得 p D Z = (/>〉•但 （ p ) 是 Z 中的极大理想，因此，根据系 11.52, p 是极大 理想. 剩下要证明 p D 
Z # {0> . 设 a € p 是非零元索.因^是乙上的整元，有等式 

a" + c,,_io" _, + •- + cio + c 0 = 0. 

其中对一切 i ， c f 6 Z . 如果在这种等式中选取一个”极小的等式，脚 c 。 关 0 • 有 Co = 

一 a ( a "-' + c„- ia -~ 2 + ... + q ) €P n Z , 因此 p fl Z 非零. ■ 
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系 11.54 设 R •在 R 上是整的， p 是 R 中的索理想，并设 D •和 q •是中位于上的素理 
想. 如果， G q •，則〆= q' 

证明引理 11. 50 ( I ) 和系 11. 18 (_) 表明局限在？)上假设仍然 成立； 即尺；*是 i ? p 的整扩 
张和都是索理想.因此，把 /?• 和 K 换成它们的局部化，可以假定和尺都是局 
部环且 P 是尺中的极大理想（根据命题 1 L 21). 但系 11. 52说 p 的极大性迫使 〆 有极 大性. 因， 
cq * , 所以 〆 = q * . _ 

下面是 Cohen 和 Seidenberg 的定理. 

定理 11.55( 位上 } 设 iT/K 是环扩张且•是 R 的整扩张.如果 p 是 R 中的素理想，則存在 
IT 中的素理想 p •位于 p 上； 即 ，A/? = P . 

证明有交换图 

*1 i*- 

R , — 

其中 A 和 A •都是局部化映射，^和_/都是包含 映射. 如果 S = K_-p, 則 S—IT 是/?»的扩张（因局 
部化是正合函子，/?包含在 iT 中通涵 J? B 包含在 S 一 1 R* 中）,根据引理 11.50, S—R •是 R p 的粮 
扩张.选取 S^iT 中的极大理想 m' 根据系 11.52, 111^1尺„是尺 11 中的极大 理想. 但 Rp 是有唯一 
极大理想 pKp 的局部环，因此 m*D = PR P . 因索理想的逆象（在任意环映射下）也是索理想， 
理想 p"= (A* rhmM 是 IT 中的*理想.现在 

U. ») _ 1 (m*) = «-*(*• ) _ 1 <m* ) = r'cp*) = p*n R. 

而 

(>/i) _ 1 (m" ) = /■-'>-*(m* ) = A- l (m. fl R p > = h~'{vR v ) = V- 
所以， W 是位于 U 上的索 理想. ■ 

定理 11.56( 提升丨 设 /?•//? 是环扩张且 R •是 K 的整 扩张. 如果 pGq 是 K 中的素理想，〆 
是 R* 中位于 d 上的素理想，則存在位于 q 上的素理想 q* 满足 iT cq* . 

证明引理11.50说（]^/|>*>(/?/ 1 ))是整环扩张，其中 R / p 作为 （K +，）/ p •嵌人 R -/ 〆 . 
把 R ■和 J ? 换成商环，可以假定 〆 和 》 都是 {0}. 现在从位上定理立刻可得这个定理. ■ 

还有一个下降定理，但需要一个附加假设. 

定理（下降 1 设 RVR 是整扩张并飯定 R 是整闭的.如果灼是 R 中素理想的 
链，又如果 p,* 3P2 2…(其中中素理想的链，且每个的*位于 p, .上，則 R. 
中的鍵能够扩张为 pf 2 d ；； 3 - 3 p；, 且对一切 《_<n,p / 位于上. 

证明见 Atiyah*Macdonald 所著的 《Introduction Commutative Algebra 》， 64 页. ■ 


习題 


11.26 如果 R 是整闭整环且 S 是 R 的不包含 0 的乘法封闭子集，证明 S—R 也是整闭的 • 

11.27 证明每 个赋值 环是整闭的. 

11.28 设 R7R 是环扩张_如果 J 是 R 中的理想，记它的扩张为 r | 如果 r 是 K •中的理想，记它的收缩为 
r r ■ 证明下面的 论断. 
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c i ) ■都保持包含 关系： 如果 JQ J ， W rc 7* ；如果 /• e J •，則 J - f . 

(I > 7 ，w c /■ 和严 Q /• 

( ii ) / ,<w = /** 和广 r . 

<iv> (r + 厂 r p 广 + j ■‘和 </+jr = r + 尸 • 

( v ) (r f ] J m r = r € 门‘和 （/rwrcr fl * r . 

( vi ) (rr )，；arv •，和 ujy ^ rr . 

( vii ) ( yr~y = ^/ r 7 ■和 

(vi) (r : r)*c </•* * / •*> »(/«jrccr * j*>. 

11.29 如果 A 是一切代败数的域，则 Oa 是一切代数整数的环•证明 

Oa n q = z. 

由此推出，对每个代败败域门 Q = Z . 

11.30 设 R 7/? 整环扩张. 

< I >如果 a 6 只是尺 • 中的单位，证明 a 是/?中的单位. 

(■ >证明 JOO -RD /(«•). 其中 /( R ) 是雅各布森根. 

11.31 设 / T / K 是整扩张.如果扒£托2^"£札是尺中索理想的链，乂如果 W G … GW (其中 m 
<”>是 fT 中索理想的链，且每个 W 位于 p , 上，則 iT 中的链可以扩张为< CP ； S … Qp , ••且 
对一切 《< n ， p / 位于 p . 上. （所以叫做提升定理就是因为 / T 中理想的链是递增的，与之相比，在 
下降定理中， /?• 中理想的链是 递咸的 .） 

11.32 设 / T //? 是整扩张.如果 K 中的每个非零索理想都是极大理想，证明 R •中的每个非零索理想也是极 
大理想. 

提示： 见系 11.53 的证明. 

11.33 设 a 足 Q 上的代败元索，设 E / Q 是分裂域，并设 G » Gal ( E / Q ) 是伽罗 瓦群. 

( I ) 证明： 如采 0 是乙1•.的整元 • W 对一切也是 Z 上的 整元. 

( II >证明 a 是代败整败当 A 仅3 irr ( a,Q ) 62 [ x ]. 把这个证明和系 6. 29的证明相比较. 

( III ) 设 E 是代败败域，并设 /?££：*» 闭的.如果 a 6£, 证明 irr ( a , Fni C ( R )> €和>]. 

提示： 如果它是 Frac ( i ?) 的包含 0 的伽罗瓦扩张 • 则 （；= Gal (£/ Frac (/0> 可传递地作用在 a 的 
根上. 

11.2.2 回到零点定理 

在本小节中，我们要对任意代数闭域证明零点定理（回忆第6章中的证明中假定了 A 是不可数 
的）.这个结果有不同的证明，我们展示的证明由 O . Goldman 发现， Kaplansky 在他的 《 Commuta ¬ 
tive Rings 》 中作了详细解释. 

定义如果对于环扩张 A / 尺存在满射 R - 代 教块射 ，•••，；] — A ， 則称环扩张 A/K 是有 
限生成的. 如果 9>(^) = a , • 則我们记 

A = /?[<*! ，•••，<!”]• 

如果/是交换环 R 中的理想，則 J ?// 中的幕零元索由 VT 的元素 形成. 我们现在准备给出克鲁尔 
( W . KruH ) 的一个定理，它刻画了交换环中的幂零元素，这将给予我们理想的根的信息. 

引理 11.57 设尺是整环且 F = Frac ( R ). « F / R 是有限生成的环扩张当且仅当 F /尺 是单一生 
成的环 扩张； 即存在只使得尸二对^- 1 ](因此，局部化 U 广 1 及是城). 
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证明充分性是显然的，因此只证明必 要性. 如果 /&,••• ,4/ A ,] ,定义 U = IJfc ,. 我 

们断言 F = R [ u _ l ] • 显然， F 2 RCiT 1 ]. 关于反包含，注意 ajb, = a.uju 其中& = 

*!— 6 . . ■ 
定义设 i ? 是整环且尸= Frac ( i ?) ,如果 F / J ? 是有限生成坏 扩張， 则称 R 为 G - 整环.设/是 
交換坏 R 中的理想，如果 R /7 是 G - 整环， W 称1为 G - 理想 .© 

每个域都是一个 G - 整环，因此交换环中的毎个极大理想都是一个 G - 理想.如果/是 (；- 理想， 
WR /7 是 G - 整环，因此是整环 | 所以每个 G - 理想都是索 理想. 系 11.61 说 Z 不是 G - 整环 f 由此， 
Z [ x ] 中的索理想不是 G - 理想 • 

命颺 11.58 设 £/ i ? 是环扩张，其中 E 和 R 都是整环.如* _E 是有限生成 R - 代數且每个 a €E 
都是 R 上的代數元素（即 a AR [： r ] 中一个非零多項式的 根〉， « R 是 G - 整环当且仅 S E 是 G - 螯 
环. 

证明设 R 是 G - 整环，因此有某个非零的 “ CR 使得 FsFradWsRCu - 1 ]. 丙为 
所以 E [« l ] SFn > c (£：). 但虹“- 1 ]是域 FsRCtT 1 ] 上的代数整环，因此根据习理 11. 35, ECiT 1 ] 
是域. WFm C ( E > 是包含 E 的最小域.有 ECiT 1 ] = Frac ( E > ,从而 E 是 G - 整环 • 

如果£是 G - 整环，则存在！；€£使得 Frac ( E )- ECrT 1 ]. 根据假设 ， E = ，… ,6,] ,其中 

对一切《_, 6,. 是尸=卩1"8<:(/?>上的代数元索.由于 kGE . 所以 v 是 R 上的代数元索，从而 iT 1 也是 
K 上的代败 元索. 于是，存在首一多项式/ 0 (：1：),/,.(:»:) eFt >] 使得 /“ iT 1 〉-0 且对一切 
/;(*<) -0. 通分后得到系败在 K 中的等式沭/,.(6;> =0,其中 i >0, 

Polv~ l )< + ... = 0 

Pfii' + - = 0. 

定义 •••,(]• 因为每个保都是 R ’ 中的单位，所以每个/>,都是 R ■中的整元.显 
«, E [ l ；- 1 ] = R *[ x »- 1 于是根据命娌丨 I . 43 .域 t ' ty 1 ] 是 K . 的整扩张 （ wEiy 1 ;^ 

,且出现的每个生成元都是 IT 上的整元），根据命 e 11.51, 这迫使 iT 是域. 
但因对一切 i , A 6 R ， 从而 R * = Rl ^ o ' 1 ./» r , .-./».•'] £ f . 因此= F . 所以， RCfif 1 , 
芦 r 1 ， …， 沒；" 1 ]是 r 的有限生成环扩张 i 即 i ? 是 g - 整环. ■ 

下 一引理导出系 11.60, 它是盩环的一个“内在的”刻砷，只用 R 而不用 FracO ?) 来表达 • 
引理 11.59 设 R 是整环 iF = Frac ( JR ) ■ 对非零元索《 eR 下列条件等价 ■ 

( I > «在尺的每个非零素《想中. 

(H ) 对 R 中的每个非零理想 J , 存在整數使得 u " ei- 
( lil ) R 是 G - 整坏1即尸=及(>- 1 ]. 

证明 （ i )=>( H ) • 假设存在非零理想/满足对一切 n 多0，《”茫 /• 如果. < 5=<»"|»1>0>,则7 
PI S = 0. 根据佐恩引理，存在理想 p ， 它在满足和 pflS =0 的一切理想中极大，根据习题 
6.9, p 是素理想.这与《在每个素理想中矛盾. 

(ii >=>(«). 如果且,則根据煆设，有某个 ”>1 使得 《* 6(6). 因此有某个 re 
R 使得 u n = rb ,从而 / T 1 = ru-" eRCu -1 ]. 所以 F = R [ u -1 ]. 


© G - 理想是以 a Goldman 的名宇命名的. 
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( lii )=>< i )- 设 P 是非零素 理想. 如果6 ep 非零，则因，矿 1 = ，其中 rv € 

••-0 

R - 所以 =6($>,•«*—) 在^中，这是因为6 和 $>■•“*〜€/? •因 p 是索理想，所以 d ». 

■ 

系 n. 6 o 整环/?是 g - 整环当且仅当厂 | ⑼ . 

: T 。 

证明根据引理 11.59, R 是 G - 整环当且仅当它有非零元素„在每个非零素理想之中. ■ 

系 11.61 如果 R 是 PID , « R 是 G - 螯坏当且仅当 R 只有有限个索理想 • 

证明如果 K 是 G - 整环，脚/ =门》)关 {0}, 其中 p 遍历一切非零素理想•如果 i ? 有无限个索 
理想，则有无限个不相伴的素元素；/>!，/> 2 ,即（/>,•〉是不同的索理想.如果 ael , 則对一切 i 有 
Pi 但 a = . 其中9,是不同的索元索，这与 PIDR 中的因子分解唯一性矛盾. 

反之，如果 R 只有有限个非零索理想，比如 （/ M ),•••,(#»««> ，则乘积 / V .. A - 是非雩元索且在 
P (/ >,•) 中.所以， R 是 G - 整环. ■ 

由此可知，每个 DVR 是 G - 整环. 

定义如果 R 是交換坏，《它的诣零根是推 

nil ( R ) = { r € R < r •是幂零的 >• 

我们注意 nil ( R ) 是理想.如果 r , j € R 是幕零的，则有正整数 m 和 n 使得 r ” = 0 = s ™ . W 此， 
(r+ j)" + -> = 'S ( m + " _1 )r i 5- + ->- < . 

•••0 \ t / 

如果 O ”， 則 r '=0, 从而和式中第 :项为 0 ; 如果 i < W , 则 m + m — 

此时和式中第丨项也是 0. 于是 （ r + s )-—— 1 «0且 r + s 是幂 零的. 最后， n 是幕零的，这是 W 为 
(rs) mn == 0 . 

下一定理是克鲁尔的初始形式的改进，它把诣零根刻画为一切索理想的交. 

定理 11. 62( 克鲁尔）如果 I ?是交挨冧，則 

n \ KR ) =门 P = Q p . 

注如果/?是整环，«<0}是素理想，从而 nil ( R ) = {0} (除此之外，整环中没有非零的幕 
零元 素〉. 一个交换坏 R 中一切非零素理想的交可能比 nil ( R ) 大丨例如，当/?是 DVR 时 
就是如此. 

证明显然 nil ( R>e f ) P £ f ) p ： 幂零元索在每个索理 想中； 每个 G - 理想都是索理想. 

»«繫《繼 9 -C J 1 S 

于是，只需证明^ V G niKR ). 假 设“任 nil ( R ). 由此对一切, «•尹0 • 所以乘法封闭集 
S = U ” 不包含 0. 根据佐恩引理，存在理想 q 在满足 qnS =0 的理想中极大（存在理想与 
S 不相交需有0任 S ) _我们断言<»是一个 G -理想，由此可得《$ p . 现在根据习埋 6.9, ((是 

素理想，从而 R / q 是整环.假设在 R / q 中有非零素理想 p * 不包含 “ + q . 则存在 R 中的理想 p 2 q 使 
得 p *= ?>/<)( 因为》>-參{0} >，与 q 的极大性 矛盾. 所以 “+ q 在只 / q 中每个非零素理想 之中. 根据系 
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11.60,RA ? 是整环，从而 q 是 G- 理想. 睡 

下一个系容易从克鲁尔定理得到. 

系 11.63 如果 J 是交换坏中的瑷想，是一切包含 J 的 G -理想的交. 

证明根巧定义,有某个”彡1使得•所以 VI" = nil(R/D= f| p •.对每个 

p 、 存在包含/的理想 d 使得 p ‘= p / j , 从而 yr= f) p . 最后，交中涉及的毎个 i> 是 g - 理想， 

这是因为 R/pS(R/f><p/D = 和 （K/D/V 是 G- 整环. ■ 

我们现在关注 RLxl 中的理想和 R 中的理想之间的关系. 

命臞 11.64 交糗坏 R 中的《想/是 G- 理想当且仅当 /是 RO] 中一个极大理想的收縮. 

证明如果 J 是 R 中的 G - 理想.则 R/J 是 G- 整环. 因此.存在 K eFrac(R/J〉 使得 Frac(J?/f) 
- <R/I)Cu- 1 ]. 设沪《(1?/1>|>] — (R/DCu- 1 ] 是取 _r 1- “- 1 的 R - 代数 映射.因炉 是到域 
(/?//)[«-'] =Frac(R//) 上的满射，它的核 m 是 （R//)[>] 中的极大理想.因？>丨 (J?//) 是单射，有 
m fl(R//) = {OK 根据习《 6.2, 存在 J?Lr] 中必是极大的理想 m' 使得 m7f = m ,从而 m'nR=/. 

反之，假定 m 是 K[>] 中的极大理想满足 mnR =/. 如果 wR[x ]- R|>]/m 是自然映射和 
U = v(x) , 则 imi; =(/?//>[“] 是域.因此根据命題 11.58, R// 是 G- 整环.从而/是 G- 理想 • 

■ 

记号如果 J 是交换环/?中的《想，又如果 / Cc > €只1>],到把 /( x > 的系教用 mod / 約化得 
( r / i >0] 中的多項夂，记这个多項式为 7( i ) »即如果 / u >=2 a 〆 ， 其中 a , eR , «7( x ) = 
T^(g. + l)x'. 

系 11.65 设 R 是交挟冧，并设 m 是/? [X] 中的极大《 想. 如 果收熵 m' = mnR 是尺中的极大 
a 想，则 m= (m',/(*>) ,其中 /(•!> €和>]和 e(R/m'>[>] 是不可约的.如果 R/m， 是代數 
用的. W 有某个 a 使得 m= ,x — a ). 

证明首先，命题11.64说11»' = 111(1尺是尺中的6-理想.考虑用 1 710£||11'约化系数的映射？> 1 
R[>] — •因？>是满射，理想 9(m) 是极大理想，即 9><m) = (g(x)> ,其中 g(.x) e 
(R/nOO] 是不可约的.所以 .m = (m',/Cr)) ，其中？ >(/) = g | 即7(工）= *(x). ■ 

扱大理想恒为 G- 理想， G- 理想恒为索理想.下一定义附加一个条件使得 G- 理想成为极大理 
想.根据命® 11.64, 这将迫使 R[x] 中极大理想的收缩是 R 中的极大理想. 

定义对于一个交换坏 R , 如果每个 G-« 想郝是极大 a 想，則称 R 为雅各布森©环. 

例 11.66 (丨》 毎个域都是雅各布森环. 

( II ) 根据系 11.61, —个 P1DR 是 G-* 环当且仅当它只有有限个索理想.这样的环不可能是 
雅各布森环，因为 <0> 是 G- 理想，但不是极大的 [R/{0} 兰 R 是 G- 整 环]. 另一方面，如果 R 有无 
限个索理想，则 R 不是 G- 整环且 {0} 不是 G- 理想. 现在 G- 理想是非零索理想，它必是《大的.所 
以， P1D 是雅各布森环当且仅当它有无限个索理想. 


© _«作者把这种坏 "1 做*尔*猗坏 .1951 年.克♦尔和 O.Goldn« n aa； 地用本小节中的方法发表了零点定理的证 
明. 克鲁 尔在它的论文中引人 了謓备♦轟坏 这个术 a. 
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. ( I )我们 注意. 如果 K 是雅各布森环，則任意商 R * = R / i 也是. 如果 p •是 i ?" 中的 G - 理想， 
则 R */ P * 是 G - 整环. 现在有 J ? 中的某个理想 p 使得 p * =?>"和/?/?兰0?">/(1»//>=及*/ 〆 . 
于是 P 是 R 中的 G - 理想.因是雅各布森环，所以1»是极大理想，且 J ?/ p 兰 JT / p •是域.所以 
〆 是极大理想，从而 1 T 也是雅各布森环. 

( IV )根据系 11.63, 交换环 R 中的每个根理想都是包含它的一切 G - 理想的交.所以，如果 J ? 
* 雅各布森环，则每个根理想都是极大理想的交. ■ 

例 11. 66( IV )引出下面的结果. 

命题 11.67 交換环 R 是稚各布森环当且仅当 R 中的每个素理想都是极大理想的交 • 

证明根据系 11. 63,每个根理想，因此每个索理想是包含 J 的一切 G - 理想的交.但在雅各布 
森环中，每个 G - 理想都是极大理想. 

反之，假定 K 中的每个索理想都是极大理想 的交. 我们让读者验证这个性质被商环 继承. 设 D 
是 R 中的 G - 理想，从而 K / p 是 G - 整环.了 •是 R / p 中存在“关0使得 F r ac ( R / D > = ( R />)[ iT l ] •根 
据引理 11. 59, “在 R / p 的每个非零索理想中， W 此 《1 在每个非零极大理 想中. 现在 R / p 中的每个 
索埋想都是极大理想的交，特別地， WK / D 是整环，存在极大理想 m , 使得如果所有 
这些 m a 都非零，则={0>,这是一个 矛盾. 由此可知 <0} 是极大理想.所以 R / p 是域， 
G - 理想 V 是极大的， MR 是稚各布森环. ■ 

系 11.68 交換坏 K 是雅各布森坏当且仅当对每个《想 I , JiR / I ) = nil ( K //). 特則地 ，_/( R ) = 
nil ( R ). 

证明设 r 是稚各布森环.如果/是 r 中的理想， wy / = nm . 其中 m 是包含 J 的极大理想 • 
现在 HR / I ) £• R / I 中一切极大理想的交，即 JiR ) -n Cm //) - ( Om )// = Jl / 1 . 另一方面. 
nil ( R ) 由 R " 中的一切幕？元索 组成. 但 0 = (/+7) •-尸+ / 成立当且仅当 /•€/ » 即 /&/T •为 
证明逆命理，注意条件说 K 中的每个根理想是极大理想 的交. 特别地，每个索理想是极大理想的 
交， W 此 R 是雅各布 森环. ■ 

下一结果将给出许多雅各布森环的例子. 

定》 11.69 交换环 K 是雅各布森坏当且仅当 R [* r ] 是雅各布森环. 

证明我们已知雅各布森环的每个商都是雅各布森环.因此，如果 J ?[ x ] 是雅各布森环，则 
R 兰 R [ x ]/( x ) 也 S 雅各布森环. 

反之，假设 K 是雅各布 森环. 如果 q 是 i ?[>] 中的 G - 理想，则根据习埋 11.36, 可以假定 
qfl R ={0 K 如果 vi RO ] — KO]/ q 是自然映射，則 RO ]/ q =/?[“] ,其中“= 〆 _!)_ 现在 R [ u ] 
是 f ：- 整环.这是因为 q 是 G - 理想 | 因此，如果 fC = Frac ( R [ iO > ,则存在 t / 使得 KeROIxT 1 ]. 
如果 Frac ( R ) = F ，则 

]£?[«][« '] £ K , 

因此»即 F [“] 是 G - 整环.但如果“是 F ■上的超越元素，则 FO ] 芑 F |>] 有无限个 
素理想，因此，根据系 11.61, F [“] 不是 G - 整环. 于是“是 F 上的代数元索，从而“是 R 上的代 
数元素.因 R [«] 是 G - 整环，命题 11.58 说 R 是 G - 整环. 现在 R 是稚各布森环，因此根据习题 
11.34, i ? 是域. 但如果 i ? 是域，則因 为“是 R 上的代数元素， R [ u ] 也是域.所以， R [ ii ] = K[>]/q 
是域，从而 q 是极大理想， RO ] 是雅各布森环. ■ 
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系 11.70 如果 i 是域，« ： r 胃]是雅各布森环. 

证明对用归纳法证明.关于基础步，根据习题 11.40, A |>] 是有无限个素理想的 PID , 
W 此根据例11.66(»> ,它是雅各布 森环. 关于归纳步，归纳假设给出1?=^|> 1 ,...,： 1；11 _ 1 ]是雅各布 
森环，适用定理 11.69. ■ 

定理 11.71 如果 m * ★[々，…，太,]中的极大理想，其中 * 是代教闭域，則存在 ai ，…， a ，以 

使得 

m = (xj — a t ， … ， x n ~a„). 

证明对” > 1 用归纳法证明•如果 n = 1 ,则 m = ( pU )) ,其中 pU ) e *[ x ] 是不可约的. 
因*是代数闭域，所以 p ( x ) 是线 性的. 关于归纳步，设尺：*!^,…,；—」.系 11. 70说 R 是雅各 
布森环，因此根据命题 11.64, mnR 是尺中的 G - 理想.因 K 是雅各布森环 ， mA J ? 是极大理 
想.现在应用系 11.65 得 m = ( m , ./(!„)) ,其中 /( x .) eRk ,] 和7(*_> €( R / m ')0,] 是不可约 
的.由于 * 是代数闭域且是有限生成*-代数 ， R / m ' s 4 ,从而可以假定 /( h 》 是线性的，即 
存在使得/(心）：^--“，.根据归纳假设，，其中 fll 
€走，这就完成了证明. ■ 

我们用定理 11.71 证明定理 6. 100,即弱零点 定理. 回忆第6章中只对不可数代数闭域的特殊 
情形证明了零点定理. 

定理 11. 7 2 {弱零 点定瑁1如果 _ A ( X >, ( X ) ，其中 * 是代教闭城 ， H / 

/,) 是*[太]中的真 理想* 且仅 S Var ( ^ 0 . 

证明如果/是真理想，則存在包含它的极大理想 m . 根据定理 6. 100,存在 a - ( a| 
y 使得 m = (Q — - a B ). 现在 /Cm 蘊涵 Var ( m ) C Var ( J > . 但 a 6 Var ( m ), 因此 
Var ( I ) 9^0. ■ 

我们现在可以重复 C 上零点定理的证明（定理 6. 102) 来得到任意代败闭域上的零点定理.然 
而下面的证明更容易. 

定理 11.73 (零点定理1设4是代数闭城.如果 f 是处々，…々]中的理想，则 Id ( Var (/» =^7. 
证明易知包含关系 Id ( Var(m 2^7.如果对一切 a € Var (/> ,尸 00 = 0 ,则对-切 a ,€ 
Var (/> , /( a ) - 0 , 这是因为/的值在域 A 中. 因此/ € ld ( Var ( D ) • 关于反包含，先注意根据系 
llJOdO , ，…，是雅各布森环,因此，巧 11.66 ( IV )证明 VT 是极大理想的交•设 g 6 
Id ( VarC /)) ,如果？是包含 / 的极大理想 ， M Var ( m )£ VarC /) ,从而 Id ( Var (/)) SId ( Var ( m >) • 
但 Id < Var ( nO ) = m : Id ( V a r (/)) 2v / ST = m , 这是因为 m 是极大 理想. 因此是素理想•所以正如 
所要的 ， g € Dm = yr . ■ 

习麵 


>134证明交换环 K 是域当 R 仅当 K 是雅各布森环且是 G - 整环 • 

11.35 设 £/R 是环扩张.其中 R 是域且 E 是整环. 

< I >设 6 GE 是 R 上的代败元索，证明存在等式 

6" + r m -,b m ~' + — + r,6+r 0 = 0. 
其中对一切< ,和 r 0 关 0 . 

( II )如果其中 6,. 是 R 上的代数元索，证明 E 是域. 
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11.36 设 R 是雅各布森环， 并® 定对 R |>] 中的每个 G - 理想 q , ( R / qOO ] 是*各布森环，其中 = 

证明 J ?[>] 是雅各布森环 • 

11.37 (丨 > 怔明 m _ (1*—3»,/-2>是0[*,>]中的极大理想. 

< II > 证明不存在 /( x ) € QO ] 和 《( y > € Q [ y ] 使得 m = (/( x ),*(>)). 

11.38 设 i 是域并设 m 是 AO ,, 中的极大理想.怔明 

m = </, (4：,)./ iCx , .••• , x .)). 

提示 ：用系 11. 65. 

11.39 证明，如果 R 是诺特环，» nil ( R ) 是幂零理想 • 

11.40 如果 * 是域，证明 *0] 有无限个索理想. 

11.2.3 代数整数 

我们已经提到库默尔研究了环 Z [^] ,其中 p 是奇索数且 G 是 P 次单位原根.现在进一步研 
究代数数域 E 中的整数的环.回忆定义 

Oe - <»是2上的整元>. 

我们从高斯引理的一个推论开始. 

引理 11.74 设 E 是代教数城且 [EiQ] = ” ，并设 a 是代數 整教. 《 irr( a ,Q) €Z |>] 且 
deg(irr<o,Q )) | n. 

证明根据系 6.29, irr («, Q ) € Z |>] ， 从而结果由命題 3. 117( V ) 可得. ■ 

定义二次域是指一个代数教城£且 [Ei Q ] = 2. 

命 B 11.75 每个二次城£：有 E = Q ( V ?) 的形式，其中 d 是一个无平方因教的整数 • 

证明我们知道 E = Q (< r ), 其中 a 是一个二次多项式的根，比如 《 : +6« + c = 0 ，其中 
Q . 如果 D = 6 2 — 訃，则二次公式给出 a =— 士 jyc , 从而 £= Q ( a ) = Q ( VB >. 把 D 写作既 
约形式，£> = 17/7,其中 l /, V 6 Z 且 （ t /, V > =- 1 . 现在 LT = « r * 和 V = w 2 ,其中无平方因数 f 
因为（“， t ») = l ， 从而 iw 无平方 因数. 因为 - Julv =- jtiul 7} — •/ uv/v , 所以 Q ( v / D ) = Q C ■ Ju / v't 
= Q( ■/Hu') . ■ 

我们现在描述二次域中的整数. 

命题 11.76 设 E = Q ( V ?> . 其中 d 是无平方因教的整数 （这 蘊* d 羊 0 mod 4 > • 

( I ) 如果 《/ = 2mod4 或 = 3mod4 . M Oe ™' Z [V5] • 

(II > 如果 lmod 4 , « Oe 由一切纽成，其中 《,w 是有相 《 奇供性的有理整教. 

证明如果 a €£ = , 則存在 a ,6 eQ 使得 《 = a + 我们先 《 明 o 6 C ? E 当且仅当 

2 a 6 Z 和 a *-«* 2 eZ . (3) 

如果 a € C ? E , 则引理 11.74说/>(3：) = 111( 0 ,€1)€2[>]是二次多项式.现在 Gal ( E / Q >-< ff > ， 其 
中 a 1 £ E 把 V 5 — Jd t BP 

<»( a ) = a — b ^ ld . 

因<7置换/ > U ) 的根， 〆 : c > 的另一个根是 < j ( a > » 即 

p(.x) = (,x — a)(.x — o(a )) = x 2 — 2ax + (a 2 — db 2 ). 
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因为 PU ) 6 Z [ x ], 所以 （3) 式成立 • 

反之，如果⑶式成立， maeOE , 这是因为是 Z |>] 中首一多项式/-^ + “一^的的根. 
我们现在证明 26€ Z .(3> 式中的第二个等式乘以4得 （2 a > 2 _« i (2 W 2 6 Z . 因 2 a ,我们有 
d (2 W 2 eZ . 把26写作既约形式 ，26 = » n / n , 其中 （ m ,”） = 1 .现在 dm 2 / n 2 ,从而 nMdm 2 . 但 
( n 2 . m 2 ) = 1迫使 n 2 U ; 由于 d 是无平方因数的，所以 n = 1且 2 fc = mAieZ . 

我们已经证明了^ = +“和 6 = |»,其中 u , W eZ . 把它们代人(3>中的第二个等式得 

« 2 = chi 2 mod 4. (4) 

注意，平方 mod 4 不是和0同余就是和1同余•如果 t / = 2 mod 4 ,则满足（4>式的唯一方式是 ti 2 = 
0 mod 4 和 v 2 = 0 mod 4 . 于是“和 v 部必是 偶数. 从而 a = -|-m + -|- t < v^T GZ [ v ^ . 易知 Z [,/7] C 

Oe , 所以在这种情形下 ， Oe = Z [ V 5] • 当 </= 3 mod 4 时可进行类似的论证.然而，如采 rf = 
lmod 4, 则, 因此 r 是偶数当且仅 当“是偶数；即“, v 有相同的奇偶性•如果都是 
偶数，則 a ，6€ Z 和 a € Oe -如果 m 部是奇数 ， M «* = 1 = V 2 mod 4 . 因为 lmod 4 ，从而 u 2 
= cfo 2 mod 4 . 所以（3> 式成立，因此 a 在 Oe 中. _ 

如果 E = Q (#) ,其中 《/€ Z , WZCv ^ COe . 但现在可知这个包含可以是严格的.例如， 
是代败整败（它是: t 2 - j :-6 的 根〉， 所以， ZIVDCOe ,其中 £= Q ( VT ). 

下面关于线件代数的 简短讨 论使我们能够证明整败的环 0 E 是诺特环. 

定义设 E // k 是域扩张，其中 E 是有 m 堆的•如果《 eE , 則由 r „ | ： y (- 吵給出的乘映射 
/\|£—£是4-狭射.如果*丨，•••，〜是£的基，則 r , 由元素在4中的处阵八= [ a ^] 表示；即 
r^(e ( ) = ue,= S a^tj. 

定义进 tr ( u ) = wrj 和范数 NU ) = dettr .). 定义 迹形式 M £ XE — i ? 为 
i ( u , v ) = tr ( i ») = tr ( r 明〉. 

线性变换的特征多项式不依赖于 E / A 的基的选取，因此它的任何系数也是这样，从而迹和范数 
的定义不依赖丁•基的 选取. 如果 Mr •关于 的任意一组基的矩阵是标置矩阵 u /. 因此， 
如果 u e *. tr (“ ） = [E I *] “ 和 N ( u ) = « C E， «. 

易知 tri £-* 是线性函数且 JV « £ x — P 是（乘 性〉 同态 • 

验证迹形式是对称双线性形式留给读者作为一个平淡的练习. 

例 11.77 如果 E = Q (#) 是二次域，則 E / Q 的一组基是1,尼如果“ = a + 6 vS ", W r a 
的矩阵是 

£ 6 :], 

因此 

tr ( tt ) = 2 a 和 N (“> = a 2 — = « ii , 其中 n = a — 6屈 

于是，迹和范数产生 (3) 式那样对二次域中的整数的描述. 

我们现在证明 “ = a + 是 Oe 中的单位当且仅当 / V («> =±1 • 如果《是单位，則存在 i;©!)e 

使得 l = Hftl = N ( l > = N (“ t ;> = iV («) N ( K >, 从而 Wa ) 是 Z 中的单位,即 N(«)=±l •反 
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之， 如果 N («)=± l , 则 Mb ) = N (“）=士 1，其中 a = 所以 N (诚 ） = 1 • 但 u n 6 Q ,因 

此 l = N (« n > = ( 诚) 2 •所以 “ b =±1 ,从 而“是 单位. _ 

引理 11.78 设 EA 是有限次教 n 的城妒张，并设 “6 E •如果 “ = 是 irr ( u,iO 的带有 


t 数根（在 E 的某个扩域中>,即 iir ( u ,« = ,則 

tr («) = [E I *(«)] 和 N ( a ) = ( IX «, 

注当然，如果 u 在 * 上是可分的，则 irr ( u ,« 没有重根，在公式中每个叫恰好出现一次. 
证明概》 在 * 上的一组基是… ,«-> . r . I *(«) 关于这组基的矩阵 q 是 irr (. u , k ) 

的伴随矩阵.如果1,巧，，“，1>,是£:在 Ku > 上 的基. 則表 

1 ,V\ ， … ， V,,V r lt ， … ， VrU 1 — 1 

是 e 在*上的基.子空间 《 “）和…，巧 《•—> (其中 _/>2) 的每一个都是 r ,- 不变置，因此 r , 
的矩阵关于上面给出的 E 在 A 上的基是块的直和 q ㊉ … ® c r . 事实上，读者可以舱证每个 C , •都是 
irr ( a .*> 的伴随矩阵.现在迹和范败公式可以由 trtq ® …㊉ C ；> = Dtrtq ) 和 deKq ㊉ … ㊉ C r > = 
UdeKCp 得到. _ 

如果 E / A 是域扩张和 “ ,则关于迹和范数的更确切的概念是 

tr EAt (“） 和 N e / *( u ). 

的确，在引理 11. 78的公式中呈现出对大域 E 的依賴性. 

命 BH .79 设 i ? 是整环 af = Frac ( R ) ,设 E/F 是次教 [£：: F ] = ”有限的城扩张，并设“€ 
£:是/?上的整元.如果 R 是整闭的，則 


tr («) eR 和 N ( u ) 6 R - 

证明引理 11. 78中的公式把 tr (“） 和 N (“）表示成 irr ( u , F ) 的根 《i =屮，… ， u , 的初等对称函 
数 .W “是 K 上的整元，习題 11.33 ( H ) 说 iir (“, F ) 6 R [ x ]. 所以■，和 J ]>,. 都在 R 中，因此 
tr ( u ) fa N ( u ) 在 R 中. ■ 

在例 4.35 屮，我们知道，如果 E / A 是食限可分扩张，则它的正规闭包£是4的伽罗瓦扩张. 
回忆伽罗瓦理论的基本定理（定理 4.43) 如果 G = Gal (£/*) 和 H = GaK £：/£>,则 [G < H ]- 

引理 11.80 设 E /* 是有有限次教 n =[£«*] 的可分城扩张，并设£：是£：的正规闭包.记 G = 
Gal (£/*) H = Gal ( f ：/ E ), 并设 r 是 H 在 G 中的一个陪集代表系,即存在不相交并0= \ JaH . 
( I ) 对一切 M 9 

JJ (工一 < K “)> = irr (“,*>[ E, * ( ->]. 

•€T 

(ii ) 对一切 a ， 

tr ( w ) = y ] g (»<) 和 N ( ii ) = 

«€T «€T 

证明 （i ) 记 nU - ff ( B >> 为 A ( x > ，当然， A ( x > efiO ]. 

#€T 

我们断言由 X = <»(«) * 定义的集合 X 满足对每个 r ec 有 r(；D = X . 如果脚 
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因了是左陪集代表系，有某个使得 ny&'H ;因此有某个使得 = 但因从 
而 w («) = i /7( tt ) =</(«) ,且 H 的每个元索固定 £：• 所以 《 K *0 = i /( m > 于是由 〆 
定义的函数 h 是函数 X — X . 事实上，因为 r 是同构并因此 A 丨 X 是单射，所以 h 是置换.由此， 
X = b (« i ) : a € Ti 上的每个初等对称函数被每个 r € G 固定. Wf ： A 是伽罗瓦扩张，这些初等对称 
函数的每个值都在々中.我们已经证明了 ACr ) 的一切系数都在 * 中，从而 A ( x ) €«>]• 现在比较 
A (: r ) 和 irr («， ife >. 如果则 a 置换 irr ( u ,« 的根，因此 AU ) 的每个根 Wu 〉 也是 irr ( a ， iO 的根. 
根据习题 3.86, 有某个使得 

A(x) = irr (“， 是 >_， 

因此剩下的只是计算 m . 现在 

degih) = mdeg(irr(u«^>) = * 4]. 

但 deg(h) = [G * H ] = [E * ife ], 从而 m = [E * k"]/Lk(u) * ife ] = [E * *(“>]• 

(il > 回忆早先的记号： irr («, ik ) = IJCx - ii ,). W 
<•1 

H<*-«<«)) - irr(«,*)t®'«->3 = (n<x-«,)) Ce， * t，，0 < 

它们的常数项相同 .’ 

± 狂《(“)露士 ( TT « i ) C£ '* < * >J ' 

它们倒数第二项的系败相同， 

— **—[E * 

，€T .- J 

根据引理 11.78, u ( u )=[ Ei *(“>] t « i ,* N (")= (亡叫.由此 

••I <-1 

I 

tr(ii) * [e * ^(«>] yiii,- ^ yi<j(n) 

«-l *€T 

和 

n («) - ( n «.,) CE,4U>3 = n ^«>- _ 

»"1 #€T 

定义设 E /4 是有 fll 城扩张 • 设 JE 是 E 的正规闲包，并设 T 是 GaKfi / E > 在 Gal ( fi /*) 中的一 
个左陪集代表系.如果則元素 Wii ) (其中 ( y € T ) 叫做 u 的共板. 

如果£/々是可分扩张，則“的共轭是 irKw , 幻的根》在不可分的情形中，共轭可能多重 出现. 
系 11.81 如果 £7 是是伽罗瓦扩张且 G = GaKE/ 是 ）， W 

tr («) = y ^ aiu ) 和 Niu ) = JJ < r ( u ). 

#CC 0fP 

证明因 £74 是伽罗瓦扩张， E 是它自己的正规闭包，从而0 8 |(1：/£> = 0«1(£/£> = 1,而1在 
G 中的一个陪集代表系就是 G . ■ 

上面的系表明这里的范数和希尔伯特定理 4. 90的证明中出现的范数是一致的. 

设 V 是域 t 上的向釐空间，并设 /• VXV —* 为双线性 a _ 如果^，…，〜是 V 的基，則利别式 
定义为 


D(e, ,•••,«,) = det([/(e,- ，々 )]>. 




回忆 / 非退化如果它关于一组基的判别式非零（由此，/关于 V 的任意一组基的判别式也非 零). 
引理 11.82 如果 £：/♦ 是有限可分 ㊀ 城扩张，則迹形式是非退化的. 

证明我们用引理 11.80 (它用到可 分性〉 计算判别式•设 T 是 Gal (£：/ E ) 在 

GaKfiA ) 中的一个陪集代表系，其中£是它的正规 闭包. 

D(«i *••• * e n ) = det ([ z ( e f ， 勺）] ) 

= det ([ tr ( 

= det [2^(^>>] (引理 11-80) 

= 叫巧汉， (，,)々(〜>]) 

= det ([ tf / ( e i )]) det ([^( e / )]) 

= det ([ tf ，(《 i >]> 2 . 

为证明 detd^U,〉]) 关 0 ，我们假定 相反. 如果[>〆々>]是奇异的，存在列矩阵 (：=(>"•••,〜}€ 
它"使得 [~(e,)]C = 0. 因此， 对/= 1，…， n， 

C \ a \ ( ej ) 4- ― + c H tj m ( ej ) = 0. 

由此对的每个线性组合 v ， 

ci a \ ( v ) + …+ c , fl n iv ) = 0. 

但这与特征标的无关性即命题 4. 30 矛盾. ■ 

命题 11.83 设/?是整闭的，并 & F = Frac (/?) •如果 E / F 是次教为； I 的有限可分城扩张，又 
如果 0- Oe / j ? 是尺在£中的整 闭包， 則0可以作为子模嵌入一个秩为 W 的自由/?-模. 

证明设々，•••,〜是£/尸的基•根据命题 11.46, 对每个《•存在 r , 使得如有必 

要改变记号，可假定每个 f , €0. 现在系 9. 76,它用到双线性塱的非退化性，说存在 E 的基/丨，…， 
fn 使得 “《•，/,> ■ trCe./p = dij . 

设 《 e 0. 存在 使得 a =S (：,/,• 对每个，，其中 1 <*_<«, 有 

0( 因为 A eo . 所以根据命题 11.79, tr (^ a ) €尺•但 

tr ( e , a ) = tr ( 2 c / e «/> ) 



* Ci - 

所以对一切 《•, c f 6 尺，从而《 在以/ i ，…，八 为基的自由尺- 模中. ■ 

定义如果 E 是代數數域 • 則 Oe 的一个螫基是指 Oe 中的表卢1,…， ft 满足每个 a eOE 有嘈一 
表达式 

fl = c,ft H - hc ^* 

其中对一切 i ， c , eZ . 

我们现在证明整基恒存在 • 

命题 11.84 设£：是代数數域. 


0 如果 £/4 是不可 分的， 則迹形式恒为 0. 见 Isaacs 的 (Algebra, A Graduate Course 》， 369 页 . 
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(I ) 整教的坏 0 E 有整基，因此它是在加法下有有限秩的自由阿贝 尔群. 

( II ) Oe 是诺特整坏 • 

证明 （ 丨 ） 因 Q 有特征0,域扩张 E /(3 是可分的.因此应用命题 11.83 可证明 0 e 是一个有 
有限秩的自由 Z - 棋的子模> 即 Oe 是一个有限生成自由阿贝尔群的子群.根据系 9.4, Cfe 自身是自 
由阿贝尔群.但 Oe 的作为自由阿贝尔群的基是一个整基. 

C II ) Oe 中的任 -- 理想/是有限生成自由阿贝尔群的子群，因此根据命题 9.7, /自身是有限生 
成阿贝尔群.更不必说7是有限生成0£-模 1 即/是有限生成理想. _ 

W 11.85 我们证明 0 E 未必是 UFD , 因此它未必是 PID . 设 E = Q ( v ^ T ). 因 _5 s 3 mod 4, 
命《 11.76给出0£ = 2[>/= : ^].根据例 11. 77, Oe 中的单位只有满足 NU ) =±1 的元* «• 如果 
a 2 + 5 ^ =士1 ,其中 a ,6€ Z , 則6 = 0和<1=±1 ,因此 Oe 中的单位只有士1 . 考虑 Oe 中的因数 
分解> 

2 • 3 = (1 + y ^ T>(l - v ^ T ). 

注意这些 W 败中的任两个都不相伴（只有士 1是单位），现在证明它们中的每一个都是不可约的.如果 
v 60 e 整除这四个因败中的任一个（但不是这些因数的相伴败），則 / V ( t ») 是4, 9或6在 Z 中的真因数, 
因为4, 9, 6是这些因数的范数= 6 = 然而立刻可以验证.对于形如 

的数在 Z 中除了 ±1再没有这样的 因数. 所以 0 E = Z [ y ^| 不是 UFDt ■ 

迹和范败可以用来求出其他整数的环. 

定义如果”>2,則一个分圓域是栺 E = Q ( t >) ,其 中^是 n 次单位原根. 

回忆一下，如果 P 是索数，则分困多项式 

= x p ~ l •… +： c+l 6 Z [ x ] 

是不可约的， W 此 irr ( G , Q > = 且 [ Q ( f ,)/ Q ] = p - 1 . 此外， 

Gal ( Q ( C P )/ Q ) = 

其中对 i = « Cpt — 乜 • 

我们在 E = CHfd 中做一些初等 il 算， 使得可以描述 Oe . 

引瑁丨 1.86 设/•是奇素数，并设 E ， Q ({ p , 其中 f = &是/>次单位原根. 

(I ) tr ( f ') =- 1,1 <«•</>-1. 

< ii ) trd - f *) = 

(in) />= n a ~r> = wo - p. 

f-i 

(iv) OE(i-f) n z= pz. 

( v ) 对每个 《 ec > E . tr ( ii ( i - p ) epz. 

证明 （ 丨 ） 我们有 tr ( f 〉= — l ，它对每个 户次单 位原根 f 也 成立. 由狖0=0可 

得结果. 

( II 〉因 tr ( l ) = [£ : Q ] = — 1 且 tr 是线性函数， 

tr ( 1 — f *) — tr ( l ) 一 tr ( f *) = (/»—1) — (― 1) = p , 

( B ) 因少 Cr ) = ^_ 1 + V 2 + …+工+1，有少 p ( l ) = />. 另一•方面，/>次单位原根是少 〆 : r ) 的 

根，因此 
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< t > P u ) = jx < x - r >- 

取 r = 1处的值得第一个等式.因为各个1 一 都是1一（的共轭，所以第二个等式成立 • 

( iv ) 在 （ Hi ) 中的第一个等式表明/ >€ Oe ( i-p n z , 因此 oe ( i - c > n zsaz . 如果这个包 
含关系是严格的，則因 pz 是 z 中的极大理想 nz = z . 在这种情形下 nz = 
Z ,因此 ZSOe (1 — {：) ,从而 1 € Oe (1 —{：>• 于是有 t >60 E 使得 f(l — = 1 ,即 1 — S 是 Oe 中的 
单位. 但如果 1 —( 是单位，则 M 1-?) =±1 ,与 （ ii ) 中第二个等式矛盾 • 

( v > 毎个共轭= 显然在 oe 中被 i — r •整除.但 i _ r 在中被 

1_?整除，这是因为 

i~r = ( i - p ( i + f + f 2 + … + r i_1 ). 

因此 对一切 I •，灼 ,从而 2(«( i - ro )€ c >£( i -?：). 根据系 ii .8 i , 

= tr(«(l — f )). 根据命理 11.79, tr (“( l - t )> € Z , 所以根据 （iv ) , tr(«(l - f )> € Oe <1 - C > H Z 

= pz . u 

命麵 11.87 如果/•是奇素数和 E = Q ( f p ) 是分 « 城 ， w 
Oe = Z [{: p ]. 

证明我们把 G 缩写为 {:. Z [ f ]£ OE 总是成立的，我们现在证明反包含成立.根据引理 
11.74, 每个元索《 6 C ? e 有表达式 

“ —c 0 + q t + C 2 f + …+ Cp-2 f^ -2 . 

其中 C ,_ €Q (记住 [£> Q ] = />-l ) • 我们必须证明对一切 i , f f 6 Z . 乘以 1 —( 得 
u ( l - f ) = 0 0 (1-^+^({：-5： 2 ) + -+£,_8(^- ： 

根据 （I ), 对于 1 <«•</)-2, 从而 t r ( u ( l - t >)- c 0 trtl — p , 

因为根据 （《>, W ( l_p = />, 所以 trt «( l - f » = 扣 0 .另一方面.根据 €/> Z . 
因此有某个 m eZ 使得涔 o = m /> , 从而 c 。6 Z . 现在 eOc . 因此 
(m —c 0 )f ' l = +c:t+ … + 60 e. 

刚才给出的论 uf 表明 Cl ez . 亊实上，重复这个论 a 可以证明一切 <：,. ez , 因此 ■ 
在离开这个有趣的课題之前，我们必须提起狄利克雷的一个优美 定理. 下面陈述的证明见 
Samuel 所著的 {Algebraic Theory of Numbers ) 第 4 章 _ 一个次数为 n 的代数数域 E 恰有 n 个到 C 
中的嵌人.如果 q 是象在 R 中的这种嵌人的个败，則 n — n 是偶败,比如 n —^=2^. 

定理（狄利克霄单位定 S ) 设£是次教为的代教 教城. 到 n = n +2 q (其中 n 是 E 到 R 中 
的嵌入的个教），且 0 E 中单位的栗法觯 l /(0 E > 是有*生成阿贝尔群.精璃地说， 

U (. Oe ) T , 

其中 r 是由 e 中的单位根组成的有 限擔环 鮮. 


习麵 


11.41 < I ) 如果 E= Q (/= J> ,证明中的单位只有 

± 士 ■/■(— 1 ±\/~ 3), 

( I ) 设 d 是负的无平方因数的整败且 rf 尹一1 和 rf#-3. 如果 Q(V?) ,证明中的单位只有 



± 1 . 

11.42 ( i ) ffi 明： 如果 £= Q (#> SR ， 則没有单位 uea ： 满足 1<«<1+#. 

<«) 如果 e = q ( v ?) , a 明 c ? E 有无限个单位. 

提示： 用（丨）证明 1+ A ^ ■的一切幕部是不同的. 

定义： 如果《.是代数数域£:中的整数环的一个整基，则判期式是 

MOe) = detCtKaiO,)^ 

(可以证明这个定义不依纊于轚基的选 取）. 

11.43 设 d 是无平方因败的整数，并设 E = QC */7). 

(i ) 如果 d = 2 mod 4 或 d 安 3 mod 4 ，《明是 Or 的整基，并 tt 明 Oe 的一个角别式是4</. 

( 麵 ） 如果,证明是 C > £ 的整基，并证明 C > s 的一个判別式是 
11.44 设/>是奇*数•并设 E = Q ( f ,> 是分 H 域. 

( I ) 证明 是 O * 的®基. 

( I )证明 C 7* 的一个判别式是 (- D +^-' V 1 . 

提示：见 Pollard 所著的 (The Theory of Algebraic Numbers ) 第 67 页 • 

11.45 < 丨 ） 如果 A 是一切代败数的域 . iE 明不是诺特环. 

( II ) 证明 C 7 a 中的每个非零素理想都是极大理想. 

撝示： 用系 11.53 的证明. 

112.4 戴得金环的刻画 

下面的定义涉及代数数域 E 中的 整数环 0 E 所具有的一些环论性质 • 

定义如果整环 R 是整闭的、诺特的，且它的非零素 a 想是极大 a 想，則称 r 为戴得金环. 

例 11.88 ( I ) 根据命题11.46、命题 11.84 和系 11.53, 代败数域 E 中的环 0 E 是戴 

得金环. 

<*) 每个主理想整环 R 是戴得金环. ■ 

在例 11.85 中已经证明 J ? = 是戴得金环，但它不是 UFD , 因此它不是 PID . 我们提 

醒读者，库 畎尔在 19世纪40年代研究费马最后定理时认识到这种 例子， 他附加“理想”数到整数 
环中以迫使因子分解唯一 •大约30年之后，戴得金引人现代的理想定义，并证明库默尔的理想数 
相当于戴得金的理想.在定理 11.95 中，我们将证明在戴得金环中，每个非零理想可以唯一地分解 
为索理想的积. 

我们现在刻両 DVR , 然后证明戴得金环的局部化有良好的性态. 

引理 11.89 整环 R 是 DVR . 者卫 仅当它.是诺特的、整闭的且有唪一柞零素理想. 

证明如果 R 是 Dy », ••細 它有所要求的性质（回忆是 I > ID , 因此它是整闭的> • 

逆命题要求证明 r ；4 pid , 这不是像期望的那样简单.设 p 是非零素理想，选取非零元索 “ ep . 定 
义財=/?/佐，考虑一切零化子 ann ( TO ) 的族遍历 M 的一切非零元素. WR 是诺特环，它满足 
极大条件，因此存在非零元素 eM , 它的零化子 q = ann (6+ Rfl ) 在_4中极大_我们断言 q 是 
索理想.假设 x,y eR . xy eq . € q - W 因 _ y 硭 q , y(.b+Ra) = yb+Ra 是 M 的非零元索•但 

因: ann (6+ l &) , annCjA + Rj ) aann (6+/& i ), 与 q 的极大性 矛盾. 所以 q 是素 理想. 因 I ?有唯 
一非零素理想 P , 有 



q = ann(d>+ Ra) = p. 

注意 

b/a 法 R . 

否则 ，6 + Ra = O + Rfl , 与 6 + Ra 是財=»/恥的非零元索矛盾. 

现在证明 P 是主理想，生成元为 a /6( 我们不知道 a / AeFracO ?) 是否在 R 中〉 .首先，有；>6 = 
qbCRa , 因此即 p ( fc / a ) 是 R 中的理想.如果 p (6 Ai ) S |», 则 6/ a 是 i ? 上的整元，这 
是因为 P 是 FracO ?) 的有限生成 R - 子模，正如引理 11.41 所要 求的. 由于 R 是整闭的 ，从而 b/a e 
R , 与上段末尾的注记矛盾.所以 p (6/ a ) 不是真理想，从而 p (6/ a >= i ?* p = i ?( a / W . 由此 a /6€ 
R > P 是主理想. 

记 a /6 为 t . 我们证明 R 中的非零理想只有 〆 生成的主理想，其中 n >0, 由此本引理的证明就 
得以完成.设 I 是 R 中的非零理想，考虑 Fwc ( i ?) 的子模的链： 

/c h~ l c ir 1 £ —. 

我们断言这个链是严格递 增的. 如果/广-= ft -"- 1 ,则有限生成 R - 模/广 1 满足 rWwsA -" , 
因此厂 1 =6/ fl 是 R 上的整元.和上面一样， K 整闭迫使这是一个矛盾_因 R 是诺特环， 
这个链只能含有 R 中有限个理想.于是存在”使得/广"£尺而〖厂如果.则 
ft -* -1 C R ,产生 矛盾. 所以/广" = R 且正如所要的有/=历” . ■ 

命题 11.90 如果 R 是诺特整环. JMR 是戴得金环当且仅去对每个非零索理想 p , 局部化 是 
DVR . 

注习題 U . 45 表明必須飯定 R 是诺特坏. 

证明如果 R 是戴得金环和 P 是极大理想.系 11 _ 18 ( lv ) 证明有唯一非零素理想.此外， 
i ? P 是诺特环（系 11.18( V >>、 整环（系 11. 16) 和整闭的（习埋 11.26). 增据引理 11.89, R „ 
是 DVR . 

关丁逆 命题.我们必须证明 i ? 是整闭的且它的非零素理想是扱 大的. 设 u / v 6 F « C ( R ) 是 R 上 
的 整元. 对每个非零*理想 P , 元素 u / t ; 是 i ? p 上的* 元（注意 Frac ( R „) = Frac ( R ) > .但是 
PID , 因此是整闭的，从而由此根据命题 11.20, i ?, = R . 所以 R 是整闭的. 

假设在 R 中存在非零素理想 pC <). 根据系 11.18( IV ),在 R , 这与 DVR 有唯一非零 
索理想的亊实矛盾.所以非零索理想是极大的.因此 R 是戴得金环. ■ 

设 R 是整环且尸=?1"«:(1?> ,并设/ = 办是 J ? 中的非；主 理想. 如果定义/一也^^戶’它 
是由 a _1 生成的循环 K - 子模.则易知 

u = {«»! II eitvej) = r. 

定义如果 R 是整环且 F = Fn «:( R ) . «分式理 想是栺 F 的一个有限生成非零 R - 子模.如果 J 
是非零分式理想 ，剜 

广 1 = { v 6 F ? vI ^ R ). 

= R 是恒成立的 I 称分式理想/可逆，如果 

R 中的每个有限生成理想也是一个分式 理想. 在这个背录下，当我们要把这种理想（它是通常 
I 的理想！）和更一般的分式理想比较的时候.常称这种理想为整理想. 

我们断言，如果是 R 中的非零主理想， WJ -' =Ra ' . M 然，对一切 〆 eRdmHXr ' a ) 
= r / ei ?. 因此办 id -1 . 关于反 包含. 假设 （“ A ») a € R , 其 中“, 則在中从 



而存在 r e 尺使得 =ua . 因此在 F 中有 《 =rvd~ l , 从而 u/v= {rva~ 1 ')/v= m 一 1 . 所以 R 中的每 
个非零主理想是可逆的. 

引理 11.91 如果及 是整环且尸= Frac ( R > ， 則分式理想 J 是可逆的当且仅当存在，…，6 
/ 和 w f-'rt/n 6 f 使得 

( I ) 对 * = 1, — ,^,^/ C R I 

(li) 1 - 

<-| 

证明如果 I 是可逆的， »J r 1 / = J?. 因 ler* 1 /, 存在 ai ，…, a, €尺和91,…，9, e 广 1 使得 

1 =$>#• • w 9 , er 1 , ^ qi i^R. 

为证明逆命题.假定由奶，…，仏生成的 R - 子模 J 是分式理想 . W 1 GJ / 是包含1 

的/?的 J ?- 子模 i 即 "= i ?. 要证明/是可逆的，»下的只需证明 j = 厂 1 . 显然毎个 9 ,_ er 1 , 从而 
J ^ r 1 . 关于反包含，假定《 •和 w g /?. 因1 = • 对—切|_有即,. e /?, 所以1« = 

€J - _ 

系 11.92 整环 R 中的每个可逆理想/都是有限生成的. 

证明 因 / 是珂逆的，存在引理中那样的 A ，…, a^e / 和奶，…•如果则因 6 g ; 6 R , 
所以有 b = bl = 6 /- 所以 / 由 a x , — ,a n 生成. ■ 

命题 11.93 对于整下面的条件等价. 

(I > R 是戴得金环. 

(ii ) 每个分式理想都是可逆的. 

< lii ) 一切分式理想的集合 7( R ) 在理想的乘法下形成阿 H 尔群. 

证明 （ 丨 >=>(«) .设中的分式理想. 因 R 是戴得金环，它的局部化 Kp 是 PID , 从 
而凡和每个非零主理想一样是可逆的（在定理 9.3 中，为证明有限生成无挠阿贝尔群是自由阿贝尔 
群，我们实际上证明了 PID 的分式理想是循环 棋）. 现在习 ® 11.50 给出 
a -1 /), = = Rp. 

命题11.30给出/— | _/=/?,因此 /是可 逆的. 

(■)«(«>. 如果/,_/€尸(/?),則根据系11.92,它们是有限生成的，且 
U = { > a, eifQb^J) 

是 Frec(R> 的有限生成 R- 子模. 如果 J=( ai ，…七）和/ = % ， … ,6 m ) ,則 U 由一切 a, 七生成.因 
此//是有限生成的且 /J€_F(R>. 结合性成立，幺元是 K, 分式理想 J 的逆是 J— 1 ， 这是因为 J 是 
可 逆的. 由此， (J?> 是阿贝尔群. 

反之，如果 ■FCR) 是阿贝尔群且 f 6，(/?)，则存在 J 6又(只）使得 R _我们窬要证明_/ = 
厂 1 .但 

R = •//G 厂 1 / S !?, 

因此 JJ =广 1 /.在群 _F(R> 中消去 f 得所要得_/ =广 1 . 

(iii) ， （ 丨> • 首先，因为（嫌> => (ii >表明每个非零理想/是可逆的，而且系 n.92 证明 
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I 是有限生成的，所以 R 是诺特环. 

其次，我们证明毎个非零索理想 p 是极大 理想. 设丨是理想满足 dS / (允许 f = R ). 则 p 广 1 
£ =r ,因此^厂 1 是 J ? 中的（整） 理想. 现在因为中的乘法是结合的，所以 （prbjs 
P •因 P 是素理想，命题 6 .13说 p 厂 1 或 JSp . 第二种情形不可能成立，因此 D 厂 I GP . 乘以 
1 T 1 / 得 RS J . 所以 f = R , 因此 P 是极大理想. 

第 H , 如果 a € F rac ( R ) 是 R 上的整元，则引理 11. 41给出 Frac ( R ) 的有限生成 R - 子模 J ，也 
就是一个分式理想，使得因_/是可逆的，存在奶，…,？， eFw C ( i ?> 和七，…， €■/ 使得对 
一切* '有£及且1 = •因此 a =乏 ] giOjfl •但叫和奶/ S R 给出 a =乏 eR . 所 

以/?是整闭的，因此它是戴得金环. ■ 

命題 11.94 (丨） 如果 R 是 UFD , 到 R 中的非零 * 想/是可逆的当且仅当它是主 * 想. 

( H ) 戴得金环是 UFD 畜且仅当它是 PID . 

证明 （ 丨〉我们已经知道每个非零主理想是可 逆的. 反之，如果/是可逆的，存在元索 
a i，...， a n €/和 iji ，•••，？• € Frac ( R > 使得 1 = 目■对一切 i，S R . 设丨= 6,/ c ,. ，其中 

c t eR - 因 K 是 UFD , 可以傾定 g , 是既约的，即 （&,,<■,+ ) = 1 .但 ( bjc ^ a , 说 c f | ,因此根 

据习埋 6_ 18( I >，对一切 f . j . c , I aj . 我们断言/ = Rc , 其中 <■ = lcm < f ,,-, c .}. 首先，因为 
屯 /q 和 < r-cl *= 有<:因此 RcC 7 •关 T 反包含，习埋 6. 18( i ) 证明对一切 

i . c \ aj , 从而对一切 _；• 有~ eRc . 因此 / e 佑 . 

(H ) 因戴得金环中的每个非零理想都是可逆的，由（丨），如果 R 是 UFD , 则 K 中的每个理想 
都是主理想. ■ 

定义如果 K 是戴得金环 ， M 它的类群 C ( R > 由 

C ( R ) = TCR )/ V (. R ) 

定义，其中 p (/?> 是一切非零主 a 想的子群. 

狄利克雷证明，对毎个代败数域 £：, C ( C ) E ) 的类群是有限的,阶丨 C ( R ) | 叫做 Oe 的类数.通 
常用闵可夫斯基的一个几何定理证明类败的有限性，这个定理说欧几里得空间中的充分大的平行六 
面体必包含格点（见 Samuel 所著的 《Algebraic Theory of Numbers }，57 〜 58 页）. 

L ~ Clabom 证明，对每个（未必有 限的〉 阿贝尔鮮 G ， 存在 ft 得金环 i ? 使得 C ( R > 兰 G . 

我们现在证明库默尔和戴得金的结果之间有关联的结论. 

定理 11.95 如果 r 是戴得金环， w 每个 真祚零 a 想有分解为素 a 想之积的唯_因子分解•逆 
命题 也成立 • 

证明设5是 R 中不是索理想之积的一切真非零理想 的族. 如果5=0，則 R 中的每个非零理 
想都是素理想 的积. 如果 S 关0，则因诺特环满足极大条件（命题6.38> , 有极大元索 /• 现在 I 
不可能是 R 中的极大 理想， 因为一个“索理想之积”允许这个积只有一个因子.设 m 是包含/的极 
大 理想. 因 JCm , 有 nrQCmdmsR ;即 nT 1 J 是真包含 J 的真 理想. 因为 m 和 nT 1 / 都严格地 
大于5中的极大元索7 ， 所以 m 和 nr 1 / 都不在5中，从而它们中的每一个都是素理想之积.因此 
f snKnr 1 /) (等式成立是因为 R 是戴得金环）是素理想之积，与 J 在5中矛盾.所以5=0 ,且 J ? 
中的每个真非零理想都是素理想之枳. 

假设灼…仏=屯… q , ，其中 ft 和屮都是索 理想. 我们对 max < r _,4 用归纳法证明因子分解的唯 
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—性. 基础步 r = 1 = j 显然为真.关于归纳步，注意灼 3« h …<1,，因此命埋 6. 13给出％使得 
P , 2^ • 因为索理想是极大理想，所以 p ,= q ; . 现在原始等式乘以 PT 1 再用归纳假设 即可. ■ 
系 11.96 如果 K 是戴得金环， 《_ T ( R > 是以-•切非零素理想为基的自由阿贝尔縟. 

证明 当然， （ R ) 是写成乘性的.每个分式理想都是素理想的积表明素理想的集合生成 
_ F ( R > I 因子分解的唯一性说明素理想的集合是基. ■ 

根据定理 11.95, 算术的许多常用公式可以推广到戴得金环中的理 想上. 在 Z 中，理想 （3) 包含 
理想（9〉.事实上， Zm 3 Zn 当且仅当 m 丨 it . 我们现在将看到对于理想的“包含”关系相当于“整 
除”，且 gcd 和 Icm 的通常公式（命题 1. 17) 可以推广到戴得金环上. 

命题 11.97 设/和 J 却是戴得金坏 K 中的非零 * 想，并设它们的索因子分鮮是 
I =* P ? … pV 和 J = v {' … . 

其中对一切> 0和八 > 0 . 

C I ) J 3 /当且仅当有某个理想 L 使得 f = JL. 

(B J 3 ^当且仅当对一切«, /j < e f . 

(iii ) 如果叫= min { e , ,/;> 和 M ,. = max { e ,•，/•-}, 則 

/ ru = pf *， …和 I + J = f 
特别地 ， I + J = R 当且仅*对一切 i ， minte ,,/,} = 0. 

(IV> 设 K 是戴得金环，并设/ = 片…？；；•是 R 中的非零理想 •則 
/?//*= R / p \' …兰 ( R / v \' > X ... X ( R / v € ；). 

证明 （I >如果 /GJ ,则厂 1 /£/?，且 

/(/'/) = I . 

反之，如果 J =几，则 W 几 S J/J = / • 所以/ S 厂 

( II >由 （丨〉 和非零理想作为索理想之积的唯一因子分解可得结果. 

( III ) 我们对 J + ■/证明公式•设 7 + J - 片 -V r ； 并设 A = f … . 因/ +■/和£ 7 + 
J . 有.和 〜</,. ,从而 . W 此 ASI + J . 关于反包含， AGI 和 

J . 因此根据 < 丨 ）， 有理想 /' 和 ，使得 A - 〃'和 A 所以 7+_/=/ U'+AT = A (/' + /'), 

从而 〖 + 的公式的证明留给读者. 

( IV ) 这正是孙子剩余定理，即习題 6.11( S >,因此只 Z 验证当《 •关） 时，的和0互索；即 

V\ +V'/ =R- 但这由 （ 11 ) 得到. ■ 

回忆命题 7. 58: K - 模 A 是投射的当且仅当它有投 射基： 存在元索 {«,.•_/ A 和 K - 映射< A 
■A-^R>j eJ ) 满足 

< i ) 对每个 X ,几乎一切 VjCx) = 0 , 

( ii ) 对每个 J 6 A , a ： = ^(VjXiai . 

i€J 

命鼉 11.98 (丨）整坏 K 中的非零理想 / 是可逆的当且仅当 J 是投射 R - 模. 

( II ) 整环 R 是戴得金环当且仅当 R 中的每个理想都是投射的. 

证明 （ i > 如果 f 是可逆的，存在元索屮，…， a , 以和巩，… ,9, eFrac ( R ) 使得1= +且对 
一切•定义为朽: al- 9ia (注意，因为所以如果“ €/，则 
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= ^Qi aa i = a 2®' a i = a - 

所以 f 有投射基，因此 J 是投射 K - 模. 

反之，如果/是投射的，它有投射基 { V)€_n 如果66/非零，定义 ％ eFr ac ( R ) 

为 

9 , = <Pj(.b)/b. 

这个元索不依赖于非零6的 选取： 如果 6' 非零 ， M b ' r ^ b ) = = bTj (. b '-> ,因此 A («/6 = 

^(. b '- i / b '. 为证明 ％/ SR ， 注意，如果 6 €， 非零 ， W qfi = ( f ,( W / W 6 = < P t ib ) 6 R - 根据投射基 
定义中的 （ 丨 ）， 几乎一切 Vj ( b ) = 0 ,因此只有有限个非零％ = A ( W /« 记住％不依赖于非琴 
6 6/的选 取）. 投射基定义中的 （H ) 给出，对6 6/, 

6= = 2 = *(2«> a i)- 

I > i 

消 i <> 得 i = 最后，具有满 足幻关 o 的那些指标 •/的 ~ 的集合备齐了证明丨是可逆理想的 

必需资料. 

< ii >由 （ I ) 和命埋 11.93 立得. ■ 

例 11.99 我们巳经知道 J ? = Z [>/^ T 1 为不是 HD 的戴得 金环. 任一非主理想给出不是自由 
的投射 J ?- 棋的例子. _ 

注如果一个未必交換的坏 R 的每个左 * 想都是投射 R - 模，則称 R 为左遗传的（存在不 
是右遣传的左遗传坏〉.左遣传环的一番例子中除了戴得金坏之外还有半单坏、非交糗主 

理想环和 FIR (自由*想环-切左*想都是&由 R - 模〉 . P . M . Cohnii 明城上变量不交 

換的多項式环是 F 1 R , 因此存在不是左诺特坏的左遣传坏 • 

戴得金环上的投射和内射模具有良好的性态. 

引理 11.100 左 R - 模 P (在任意环/?上> 是投射的当且仅当每个下面有内射模 E 的围能够补 
全成为一个交換图.内射模的对僞刻*也成立. 


£- ► £• - ►O 

证明如果尸是投射的，则对毎个未必是内射的模 E , 囝都能 补全. 反之.我们需要证明图 



对任意模 A 和任意满射 giA - A * ■都能补全.根据定理 8. 104,存在内射 R - 模 E 和内射 — 
E •定义^ = coker ®. = E/imoi ,并考虑行正合的交换图 
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其中 viE 4£ T # = cok er ( H 是自然映射，且根据命埋 8.93, 存在. 根据假设，存在映射 

jtiP — E 使得 wr = fc /. 我们断言 inurGinur . 对 : r g 的满射性给出 a 使得抑 =/ r . 于是 

vwr = hfx = hga - voa , 从而 xx — aa 6 ken < = \moi \ 因此有某个 a ' 使得 nx—aa = oia ’ ，从 
而 einw . 所以，如果则存在唯一的 aeA 使得 《 =irx (因为 < t 是内射，所 
以 a 是唯一 的）. 于是，存在合理定义的函数 〆 — A ,它由 〆 or = a 给出，其中 oa = wr . 读者 
可以验证 〆 是 R - 映射和 g > r ' = j . ■ 

定理 11. 101 ( 嘉当-艾伦伯格）对整，下*的条件 等价： 

(I > i ? 是戴得金环. 

(B ) 投射模的每个子《都是投射的. 

( HI ) 内射模的每个商郝是内射的. 

证明 （ 丨 > ㈡ （ H ). 如果 R 是載得金环，则可以修改定理 9.8 ( 该定理证明自由阿贝尔群的毎 
个子群也是自由阿贝尔群）的证明来证明自由 K - 模的每个子模是投射的（见习题11.47)丨特别地， 
投射 R - 模的每个子棋是投射的.反之.因 R 自身是投射 K - 模.根据假设，它的子棋也是投射的》 
即 R 的理想是投射的.现在命睡 11. 98证明 K 是戴得金环. 

(li )«( U )• 假定 （《) 成立，考虑行正合的图 

p < — P'< —0 



E - > E _ ►() 

其中 P 是投射的而 E 是内射的；注意假设给出£"是内射的.为证明 〆 的投射性，根据引理 
11.100, 只需求出 映射， — E 使得图 交换. 因 E " 是内射的，存在满足交换性的映射 P — 因 
P 是投射的，也存在满足交換性的映射 P —£. ft 合 〆 — 是所要的映射.逆命題是这个论证 

的对偶，用引理 11. 100的对偶命题即可. _ 

系 11. 102 设/?是戴得金坏. 

< I ) 对一切 R - 模 C 和对一切 n >2 有 

Extg ( CtA ) = <0> 和 TorJ ( C * A ) =*{0}. 

( » ) 设 0 —A —— 0是姐正 合列. 对每个模 C , 存在正合列 
0— Hom(C ， A’> — HomCC ， A) 一 Hom(C,A ， 

— Ext 1 ( C ， iV > — Ext 1 ( C , A ) — Ext 1 ( C , A .) — 0 
和 

0 — Torf ( C , A ’> 一 Torf ( C , A ) — Toif ( C ,，） 

— C® R A f -*C® r A — C® r A 〜 0. 

证明 （i ) 根据 定义， 如果 

d t d x 

••• — P 2 •^ P l - ► P 0 C -► 0 

是 c 的投射分解，则 

Ext ”( C ， A > = kenCn / W ;, 

此外，根据系 10.7 4 , Ext ”（ C , A > 不依赖于投射分解的选取•现在 C 是自由模 F 的齒， 因此存在正 
合列 


0 —► K —► F —► C ~ ► 0* 


(5) 
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其中 K = kere. 因 R 是戴得金环，自由尺-模 F 的子模 K 是投射的，因此 (5) 定义了 C 的一个投射分 
解，其中= F,Pi =尺且对一切”彡2， P , ={0}. 因此，对一切 ”>2 ， ken ^%】 QHomO ^ A 〉 
= {0} t 从而对一切 A 和一切 I* >2 • ExtJ(C,A) ={0} •对 Tor 可作类似的 论证. 

( II ) 分别由系 10.68 和系 10.57, 即 Ext 和 Tor 的长正合列可得 结果. ■ 

下节中要用这些结果推广命埋 10.92. 


习題 


11.46 设尺是交换环并设 M 是有限生成模. 证明： 如果对 R 中的某个理想 J= 則存在 a 使 
得 (l-a)M=<0). 

携示： 如果 M= <m,, …, m,> ,刻每个 ％ = 其中七 6/. 和引理 11.41 的证明一样用伴随 

矩阵（余子式的矩阵> • 

11.47 推广定理 9.8 的证明来证明如果 R 是左遗传环， W 自由左 R- 棋 F 的每个子模同构于理想的直和，且 
因此是投射的. 

11.48 设I?是戴将金环•并设|>是/?中的非零素理想. 

( 1>如果 € D , 证明 D 出现在的素因子分 解中. 

( II ) 如果 a 6妒和 a «，证明矿出现在 Kii 的索因子分解中，但扩“不出现在 Ra 的索因子 
分解中. 

11.49 设/ 足戴 得金 环尺中 的非岑理想. 证明： 如果 p 是素理想，则 JGp 当 R 仅当 p 出现在 f 的索因子分 
解中. 

11.50 如果 《 /是戴得金环的分式理想 • 诬明对毎个极大理想 P , (厂 = (人广. 

11.51 设/,，…，/, 是戴得金环中的理想.如果存在非零索理想 P 对一切 * •和理想 M 有/, = pL. ,則 

…+ ,• =兄 

11.52 举出一个不是自由的投射 Z[V^T]- 模的 例子. 

提示： 见例 11. 99. 

11.53 < 丨 ） 如果交换环 K 中的每个理想都是主理想，則称 尺为主 瑾想环（如果尺是整环，則尺将 ftPID). 
例如 L 就是主理想环.证明 ZXZ 是主理想环 • 

(il 〉设是交換环只中两两互素的理想.如果对每个是主理想环.证明 /?/(&, …，匕〉 
是主理想环 • 

揠示： 用孙子剩余定理，即习題 6. 11 (M). 

11.54 设 ii 是戴得金环尺中的非尊元索.证明尺中只有有限个理想/包含 a. 

提示： 如果 “€/• 则有某个理想 /e/e 使得 =/ L. 

11.2.5 戴得金环上的有限生成棋 

在第9章中我们看到关于阿贝尔群的定理可以推广为关于 PID 上的模的定理，现在要把这些定 
理进一步推广到戴得金环上的模. 

命題 U. 103设 R 是戴得金环 • 

( I ) 如果 / Gi? 是非零理想，則 K/J 中的每个理想都是主理想. 

(ii ) 每个分式理想•/都可由两个元素 生成. 更精确地说，对任一非零 ae */， 存在使得 
J =Ra + Rb . 
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证明 （ 丨 > 设 I =片…是 J 的素因子 分解. 因理想片是两两互素的，根据习题 
11.53 ( li >, 只需证明对每个 i , /?/<‘是主理想环.现在的正合性表明 （ R / 於〉, f 兰 
因 J ? P | 是 P 1 D (它甚至是 DVR >, 它的任意商环都是主理想环 • 

(8) 先假定 J 是整理想.选取非零 fl6J . 根据 （I ), R / J ? a 中的理想 J / Ka 是主理想 I 比如 
J / J ? a 由6 +办生成，其中66厂由此 ， J = i?a + J ? A . 

关于一般情形，存在非零使得 c/SR (如果 J 是由叫/!^,…,〜/%生成的，取^= >• 

J 

因 cj 是整理想，给定任一非零《2 , 存枉 cb & C ] 使得 cj = Rtfl + f &6. 因此 J = Ra + R6 . ■ 

下一个系表明可以迫使非零理想互索. 

系 11. 104 如果 J 和 J 都是戴得金环 R 上的分式埋想， M 存在 a ,6€ Frac ( R 〉 使得 
at + bJ = R . 

证明选取非零 aer 1 . 现在 = R ,因此<1// _1 £厂 1 .根据命题11.103(||),存在 

b er l 使得 

厂 1 = alJ -'+ Rb . 

因 b €/-'. 有 bj SR , 从而 

R = JJ~ l = J ( aIJ~ l + Rb ) =aI + RbJ = al + bj . ■ 

我们现在研究 R - 模的结构. 

引理 11. 105 设 R 是一个整环. 

( I ) 如果 0 — M " —— 0是 R - 模的《正合列，« 

rank ( Af ) = rank ( M ^) + rank ( M *). 

(N ) 一个 R - 模是挠的当且仅当 rank ( M ) = 0. 

(B ) 如果 M 是有限生成无 ftR - 獯，且則 rank ( M ) = l 当且仅 S M 用构于一个非零 

埋想. 

证明 （i ) 根据系 8. 103,分式域 F 是平坦 R - 模.所以0- F ® R M '■* F •® R M — F ® B M *- 
o 是 f ■上的向量空间的短正合列， 由此.本结果是线性代数中的常规结果 （习题 3. 74> • 

( II ) 如果 M 是挠的，則 根据命 《8.95 的一个 明显的推广， F ® R M ={0> ( 可除的 ® 挠的 ={0} > . 

因此 • ranl ^ M ) =0 .反之，如果 rank ( M ) = 0 ， W F 0 R M ={0}. 根据命题 11. 25,如果 S = R - 
{0> 和 ; ! M 是局部化映射， J « kerA M = { m6M . 有某个 € R — <0 > 使得 om = 0}. 于是 

M = kerh M ,因此 M 是挠的. 

(1) 如果 M 兰 J , 其中 f 是理想，則 rank ( M ) = rank (/> ,且存在正合列 0— J — F . 因 F 是 
平坦 R - 模，序列 0 — — 正合的.但■兰 F 的锥数是1,因此 rank ( J >< l . 

由于/ 关 <0> (因为分式理想非零），因此有 rank (7) = 1. 

反之，假定 rank ( JVf ) = 1 ;即 F ® R M ^ F . 选取非零元索 u . 如果 u , t ; 是线性无关 

的，則 〈“， 《> = <“〉©<»>.但 0 — 的正合性给出 0 — F ® r <«>© f ® r <»>-* F® r M 
的正合性（再一次用到了 F 的平坦 性). 这是一个矛盾，因为丨-维空间不可能有2-维子空间.选取 
非零元素: c € M _ 如果由上面的讨论可知存在非零使得= n . 读者可以修改定 
理 9.3 的证明用以证明由 mh * rA 给出的函数 M — f •是 M 和 f •的一个子模 S 的合理定义的 （因为 
M 是无 挠的〉同构. 由于 M 是有限生成的，所以 S 是分式 理想. 
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_下要证明每个分式理想 J ，•••,〜/&> = F 同构于一个整理想.如果6= 取,•，则 

对一切: cej,&r 这是因为乘6只不过是淸除 分母. 因此由 or — te 给出的映射 K 是 K - 映 

射；因为域没有零因子，所以它是单射. _ 

命通 11. 106如果1?是戴得金环且 M 是有限生成无挠 J ?- 摸，« 

M 三 A ㊉ … ㊉ L ， 

其中 A 是 R 中的理想. 

证明对 rank ( M )>0 用归纳法证明.如果 rank ( M ) = 0，根据引理1〗.105< II ) , M 是挠的.因 M 
是无挠的，所以 M ={0>. 现在假定 rank ( M ) = ” + 1. 选取非零 m eM ,从而 rank ( J & n ) = 1 •序列 
0 -*■ Rm -» M —► M* -► 0 

是正合的，其中是自然 映射.注意. 根据引理 11. 105( 丨 ). rank ( M *) = n . 现在是 
JW 有限生成的蓬涵 AT 也是有限生 成的. 如果 T 是 W 的挠子模，则 JVT / T 是有限生成的无 

挠 R - 棋，且 rank ( M 7 T ) = rank ( AT > = ”，这是因为 rank ( T ) = 0 • 根据归纳假设， JVT / T 是理想 
的直和，因此是投射的.定义 

M " = iT 1 (T) = <m €：M I rm ^Rm ，对某个 r ^ 0} ^ M . 
存在正合列0-从 < -时_从77'-*0 | 该序列分裂是因为 M */ 丁是投射的 i 即 M 兰 M '®( M 7 T ). 
因此 

rank ( A ^) * rank ( M ) — rank ( M "/ T ) = 1. 

因 i ? 是诺特环.所以有限生成 R - 模的毎个子模本身也都是有限生成的》因此 〆 是有限生成的.所 
以根据引理 11.105(11),1^ 同构于一个理想.证明完成. _ 

系 11.107 如果 /? 是戴得金环且 M 是有限生成无 模 ，則 M 是投射的. 

证明回忆一下，根据命 ® 11.98, 戴 得金环中的每个理想都是投 射的. 现在根据命题 
11.106, M 是理想的直和，因此它是投射的. 

也可以用局部化证明这个 结果. 对每个极大理想 m , /?„ - 模 是有限生成无挠的.然而，因 
R m 是 P 1 D (甚至是 DVR 〉， 所以是自 由模. 因此它是投射的•现在从系 11. 39可得 结果. ■ 
系 11. 108如果 M 是有限生成 R - 糢，其中 R 是戴得金环， 《 ft 子模是 M 的直 和項. 

证明商模是有限生成无挠模，因此根据系 11. 107,它是投射的.所以根据系 7. 55, 
*对是从的直和项. _ 

系 11. 109 如果 R 是戴得金环，則每个无挽 J ?- 模 A 是平坦的. 

证明根据引理8.97,只需证明 A 的每个有限生成子模是平坦的.但这样的子模是无挠的， 
因此是投射的，根据引理 8. 98,投射棋恒为平 坦模. ■ 

可以证明在任意整环 R 上，每个平坦模都是无挠的（见 Rotman 所著的 《 An Introduction to 
Homological Algebra ). 129 页） • 

用同调代败可以去摔是有限生成的假设而推广系 11.108. 

系 11. 110 设 R 是戴得金坏 JLF = FracOJK 

(i ) 如果 C 是无挠 J ?- 模且 T 是挠模満足 ann ( T ) 关{0 >， JW Ext ^( C . T ) ={0}. 

( II ) 设 M 是 R - 模. 如果 ann ( tM ) 关 {0} , 其中是 M 的挠子模， 《 是 M 的 i 和項. 
证明 （ 丨 ） 我们推广命晒 10.92 的证明•因 C 是无挠的，根据系 11. 109,它是平坦的，因此 



向量空间 V ， 即7=尸® 〆 ：.运用反变函子 Hom〆 . D 到 V — V / C —0 上得正合列 
ExtJf ( V , T ) — Extjf ( C ， T > — Ext 2 ( V / C , D . 

现在根据系 11.102, 最后一项是{0}，而根据例 10. 70 (它的一个简单推广）， ExtJe ( V , T ) 是（无挠） 
可除的，因此 Extfc ( C , T ) 是可 除的. 因 ann ( T ) 关{0>，习埋 10. 41给出 Extjf ( C , T ) =彳0} • 

( « ) 要证明扩张 M — M/dVf — 0 分裂 • 只需证明 Extfc ( MAAUM ) = {0}. 因 M^M 
是无挠的，由 （ 丨 >和系 10. 90可得该结论. _ 

下一结果推广了命题 7.73. 

命題 11. 111对整环尺，下列陈述 等价. 

(I ) 尺是戴得金坏 • 

(!) 尺-模£是内射的当且仅当它是可除的. 

证明（丨） =>(«). 设尺是 戴得金环并设£是可除尺-模•根据白尔判别法，即定理 7. 68,只 
需完成图 

0 -►/- ►* 

其中 I 是理想且 i «丨"* R 是包含 映射. 当然，可以假定丨非零，因此丨是可 逆的： 存在元索 
6/和元素 W - W - ef 使得和1 = -因£是可除的，存在元素使得 

/( a ,) = a ^,. 注意，对每个6 6/, 

/( 6 ) -= f(^2q i afi)=^(q i b)f(.a,'> =^{q i b)a i e, = b'^{q i a i )ei. 

因此，如果定义《=^( 免 a ,.)*,. , W f 且对■-切6 €/ , /(*) = be . 定义 E 为 g ( r > = re 

表明图可以完成， R 此 E 是内射的.引理 7. 72中证明了每个内射 K - 模是可除的. 

(li ) => ( I ) -设 E 是内射 R - 模. 如果£"是£的商，则亡是可除的，因此根据假设它是内射 
的. 内射棋的每个商都是内射的，从而根据定理 11.101, RS 戴得金环. ■ 

考察了无挠模后，现在我们来看挠模. 

命屬丨 1.112 设?)是戴得金环中的非零素《想•如果 M 是 K - 榣，且有某个《>0使得 ann ( M ) = 
p * ,則局部化映射是同构（因此可把 M 看作-模） • 

证明只需证明如果非零且满足 J 任 P , 则根据命题 11.97 有 
扩+尺5 = /?， 

因此存在矿和 r ei ? 使得1 = “ + r » ,从而 

m = um 十 rsm = rsm. 

如果 1 = « + A , 其中 6P 和 〆 €R , 则 s(r-r')m = 0 , 从而 
*( r — r ) 6 ann ( m ) = Tff . 

因所以矿（佑的索因子分解不包含扩,如果 R ( r _ 〆 ） 的索因子分解不包含扩，则 
佑 （》" — 〆 > 的素因子分解也不包含扩 > . 因此 ， mi = 〆 》« • 定义 rim = nn . 定义 / 

为 /( r / j ， m > = 〆 》»»， 其中厂 inn 已在前段定义.容易验证/是 J ?- 双线性的，因此存在 i ?- 映射 
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/:心 ® Ai—M 使得 /( rA ® = s~ x rm . 特别地， /(I ®»») = ot ,因此/是满射.另一方面， 

易知由 A m C m ) = l ® m 定义的局部化映射心 ® R M 是/" 的逆. ■ 

定义设！>是戴得金冧 R 中的非零素 理想. 如果_个 K - 模 M ■满足对每个 m 有《 >0使得 
ann ( m ) = ^ ,則称 M 为 p - 准索的 • 

定理 11. 113 ( 准素 分解） 设 R 是戴得金坏，并设了是有限生成挠 K - 模•如果 J = ann ( T > = 
■，則 

T = T [ j >,] ㊉…㊉ TO .] • 

其中 

T [ 1V ] = {»» 6 T « ann ( m ) 是扒的幂 }• 

Ttv ,] 叫做 T 的 P , -准素分置 • 

证明易知仍-准素分量 r [ j ),] 是了的子模.现在验证命埋 7. 19中的条件.如果是由 
的一切 t [ 朽]生成的 t 的？模，我们需要证明 tcp ,] n w , = { o > . 设：色叮灼 ] n . 如果 

U - v \' •••>? 

则 P , ■和 I ,互索：朽+ /, = R . 因此存在 i ,. € P , 和 G 使得1 = a,.+rv ,从而 x a ,.* + . 但 

因 I € T [ p ,], 因此 a ; x = 0 , 又因 I 6 W ■，+ 且 L = annOV .), 因此 r〆 ■ 0. 所以 i = 0 . 

根据习駆 11.51, 有 

Ji + … + /. = /?. 

于是，存在私6[使得軻+…+ \ = 1 • 如果則 f =和* +…+ 6 〆 • 但如果£； Gpf , cfii 
6^/( = I = ann (7^, 从而 W >=0. 因此 j^Gann ( Aj /), 于是有某个 e > 0 使得 ann (知 ）= pj 1 . 
所以6 〆 GTtft ], 因此 

T = T [ p ,] + —+ T [ p ,,]. 

现在由命® 7. 19 可得 结果. ■ 

定理 11. 114 设 R 是戴得金环 • 

< I ) 两个有限生成挽 R -糢 T 和 T'W 构当且仅当对一切 f , T [ p ,] ^ TTft ] - 
(ii ) 每个有限生成 P - 准者 K - 禊7•部 是猶坏 K - 模的1和，且每个类《的直和項个數是 T 的不变量. 
证明 （ 丨 ） 只* 看到如果 /« T — r 是同构，则对 一切* eT 有 ann (0 = ann (/( t )) 就可得 
到结果. 

( B > 准索分解表明 T 是它的准索分置 r [ Pi ] 的直和.根据命题 11.112, 71灼]是 - 模.但 
是 PID (甚至是 DVR >. 因此基定理和基本定理 成立： 每个 TCp ,] 是循环棋的直和，且 k 环直和 
项的同构的类 S 个数是唯一确 定的. ■ 

我们现在知道每个有限生成 K - 模 M 都是循环模和理想的 直和. 这种分解有怎样的唯一性？因 
挠子模是 -- 个完全不变的直和项，我们可以专注于无挠模. 

回忆命题 11.3: 螫环 J ? 中的两个理想/和同构当且仅当存在 a eFracO ?) 使得 _/' = . 

引理 11. 115设 M 是有限生成无挠 R - 螇，其中 R 是戴得金环，因此 Ms h ㊉…㊉ ， 其中 
/,是理想 • W 

M ^ R "- 1 ©/, 

其中•/= 

注称 R " 一 1 ㊉ JAM 的施泰尼茨正 规型. 在定理 11.117 中将讧明不计同构_/是唯一的. 
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其中 — I ?， a 21 <R — _/ —R — 亊实上，理想之间的映射就是乘以 F = FracO ?) 
的一个元索，从而可以把 A 看作 GL (2, F > 中的矩阵.现在和 ， 因此，如果 d = 
det ( A ) , glj 

dl = (an <>22 — <*12^12 ) / £ J - 

类似地，沒 tf 1 确定一个 2 X 2 矩阵 B = A — 1 . 

d~ l J = det ( B)JC I . 

因此 •/£««. 由此可知 J =*« ，从而 J 兰 J . ■ 

我们用外代数概要证明如果 R 是戴得金环且都是分式理想，則/兰 J ? ㊉ J 蕴涵/竺 J • 
原始证明中运用2 X 2行列式的亊实说明二次外幕可能有用.根据定理 9. 143, 

八 ( R ㊉ J ) 名 （R ® A ⑺) ㊉ （ A ⑻ ®« 八 1 ⑺) ㊉㈧ ⑻ J ). 

现在根据系 9.138,/ f ( R )-{0> ，/\( ( R ) ® R /\' U )^ R® r I ^ I ■ 我们现在证明对每个极大理想 m , 
(/^(/)„ =<0>) . 根据习题 11.24， 

(八⑺)■名八(1„). 

伹从而/„是主理想，因此根据系 9. 138, ^ U m ) ={0> . 所以 / f ( R ㊉ />主 f . 类似 
地，八 （ R ㊉ 丙此 

定理 11. 117 1施泰尼茨1 设 R 是戴得金环，并设 M ㊉ … ㊉ f , 和广 ㊉…㊉ 
都是有限生成无挠 /?- 模，则 M ^ lvt 当且仅当” = f 且匕…。兰 . 

证明引理 1]. 105( I ) 表明对一切 i , rank ( f f ) = 1 ,引理 11.105( i ) 表明 rank ( M ) = n »类似 
地， rank ( M , ) = t ■ 因 M 兰 Af * ,有 F® R M = F ® K M ', 从而 rank ( M ) = rank ( A ^) 和 n = €. 根据 
引理 11.115, 只需证明如果 R ”©/ 兰 K "® J •则 I ^ J . 但重复运用引理 11.116 立刻得到此 
结果. ■ 

设 R 是交换环，并设(：是 /{ \1«1的子 范畴. 回忆两个 R - 模 A 和 B 称为在 C 中穂定同构， 如果存 
在棋 C 6 obj ( C ) 使得 A ㊉ C 3 B ㊉ C . 

系 n . 118 设 i ? 是戴得金环，并设 C 是一切有限生成无挠 K - 模的 范畴. 則 M , ATeC 在 C 中穂定 
同构当且仅当它们同构. 

证明同构模恒稳定同构.为证明逆命題，假定存在有限生成无挠 R - 棋 X 使得 
MSXgAT ㊉ 兄 

存在理想/,_/，[使得 ㊉ / , 兰 R- 1 ㊉ J 和 X 兰 R"—i ㊉ £■ ,其中” = rank ( M ) = 
rank ( A ^). 因此， 

M ㊉ X 兰 R-- 1 ㊉7㊉ R™— 1 ㊉ L 兰 R-+--1 ® 1L. 

类似地， 

〆㊉X 兰俨+― 1 ㊉ 几. 

根据定理 11.117, iL ^ 几，从而根据引理 11. 3,存在非零 a eFrac ( R ) 使得<»比 = JL ■ 乘以 1 T 1 
得 a / , 因此所以， 

㊉ /兰 l ?， _1 ㊉ •/兰 _ 

回忆一下，如果范畴 C 有有限积，則格罗膝迪克蜉 KdC ) 是这样的阿贝尔群，它的生成元为 
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obj ( C )( 的同构 类）， 关系为对一切 A , B € obj ( C )， A®B = A + Bi 即 K 0 ( C ) = ： F ( C)/n ， 其中 
■ F ( C ) 是以 obj < C > 为基的自由阿贝尔群，尺是由一切 A@B — A-B 生成的子群.如果以 [ A ] 表示 
K 0 < C ) 中的元素 A+TC ,其中 A 6 obKC >, 则根据命题 7 . 77,在 K 0 ( C > 中 [ A ] = [ B ] 当且仅当它 
们在 C 中稳定同构. 

记号如果 Pr ( R ) 是交換环 R 上一切有限生成投射 R - 模的范畴，则记 
K 0 ( R ) = K 0 ( Pr ( J ?». 

在结束本节的时候，我们展示戴得金环 R 的类群 C ( K ) 和它的格罗滕迪克群 K 0 ( R ) 之间的关系 • 
如果/是戴得金环 R 中的非零理想，则记 C ( J ?) 中对应的元索为 cls ( JT ). 

定理 n. 119如果 R 是戴得金环，《 

K 0 ( R ) 兰 C ( R) ㊉ Z , 

其中 C ( R ) 是 R 的类鮮. 

证明如果 P 是有限生成投射模，根据引理 11. 115,有非零理想/使得 P 兰 J ?”— 1 ®/ 丨此 
外，根据定理11.117， J 的同构类是由 P 唯一确 定的. 如果 P 兰圯 则存在 aeFrac ( R > 使 
W=al ,从而在 CCR ) 中有 cls (/) = els (/). 所以由 

WCP ]) - ( cls (/), rank ( P » 

给出的函数¥>•%(/?> — C ( R > ㊉ Z 是合理定 义的. 注意，我们把第一个直和项 CO ?〉 写作乘性的， 
而把第二个直和项 Z 写作加 性的. 为证明¥>在尺 0 (/«) =_ F ( Pr ( R )>/ 兄上是合理定义的，只需证明 
它保持兄中的关系> 即 

炉 ([P ㊉ Q ]) - 9>([ P ]) - ?> C [ Q ]) = 0. 

设 Q = R 1 " -1 ㊉ J ,其中_/是非零理想.則 P ㊉ Q 兰 ㊉ U ,且 
㊉ Q ]) = ( cls (/ J),n + m ) 

= ( cls ( /) cls ( J ) ftt + m ) 

■ (cls(I) fit) + (cls(/) »m). 

Wrank < P ㊉ Q ) = rank ( P ) + rank ( Q ), 从而 9> 是合理定义的同态. 

现在因为 （ C 1 S (J )，》0, 且 C(R> ㊉ Z 是由一切这样的元素生成的，所以？是满射. 
为证明炉是单射，回忆命埋 7 . 77 表明 K 0 ( K> 的典逭元素形如 [P]-[Q]. 如果 9>([i>]-[Q]) = 0 , 
则？ >([P]) = ?>([Q ]). 因此命题 7.77 表明 P 和 Q 稳定同构.系 11.118 表明 P ^ Q , 从而 
[?]-[<?] = 0 .所以？> ft 同构. _ 

注在这个背景中还有另外的格罗滕迪 克鮮. 一个 R- 樓 A 叫做可逆的，如果它是有限生 
成的，且々0 )? ^|0111 |? (义，尺）主《.根据命題8.83和9.97, —切可逆 R- 模的范畴在张量积 
下是一个★-范畴，因此它有格罗滕迪克群，这个群叫做皮卡群，记为 PicOO . 由此得 
出每个可逆模和一个理想同构.于是， Pic(R) 是贝尔群（写作乘性的），它的生成元 
是 i? 中的一切可逆理想， 关系是= fj . 当 J? 是戴得金环时， Pic(i?〉 三 CCR). 


习题 

1155 设 R 是戴得金环，并设是非零理想.证明存在理想 JEJ ? 使得/ + / = /?且"是主 理想. 
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提示： 设 / = ,并选取 r.etf —.用孙子剩余定理求出元索使得和於+ 1 , 

并考虑佐的索因子分解 • 

11.56 ( I ) 如果尺是交换环，证明 IT 兰 / T 蕴涵 n = m . 

提示： 如果 m 是 J ? 中的极大理想，则 （ K / m >- 向置空间•和 （尺 / mr 同构. 

(H ) 如果及是任意交 换环， fiE 明 Z 是 K 0 ( R ) 的直和项. 

11.57 如果/?是 PID , 证明 / Cod ?) 兰 Z . 

11.58 如果/是戴得金环/?中的分式理想，证明 
提示： 用 J 的可逆性. 

11.59 如果 K 是局部环，证明尺。（《>兰 Z . 

11.60 如果 K 是交 換环， 证明秩定义了一个满同态我们通常称这个映射的核为约化格罗滕迪克 
群，并记为反。(/0.因此 • 



11.61 如果 (:是 R Mod 的子 范畸， W 在492页上我们定义了格罗滕迪克«的一个 变种： i ^ O ：〉 是 W 贝尔群，它 
的生成元是 obj ( C >, 关系是 B = 如果存在（不必 分裂〉 正合列0 一 A —B —C —0. 

< I ) 如果是戴得金环，证明命題 7 .82的同态£: IC 0 ( I ?> — K '( C ) 的限«是同构究 ( D . 

(H ) 如果是戴得金环，证明 K \0 ^ C(R ). 

11 . 3 整体维数 


有几个类58的环，对它们的有限生成模已经作了 分类： 半单环 I PID , 戴得金环.这些环中的 
每一个都能用它的投射模来刻 M : 环 K 是半单的当且仅当每个 /?- 模是投 射的； 螫环 R 是戴得金环 
当且仅当每个理想是投 射的. 整体维败的槪念使得我们可以对任意环进行分类. 

本节中的环不必是交换的. 

定义设 R 是环并设 A 是左模.如果存在有限投射分解 

0 — P w - 心 - P 0 - A - 0， 

«记为 Af ( A><n .如果 if 彡0是使得的最小整數，則我们说 A 有投射维数” • 如果不 
存在 A 的有限投射分解 ， M pdiA ) = oo . 

例 11. 120 (丨 > 棋 A 是投射的当且仅当 /^( A > = 0. 于是可以把 〆 ( A > 看作 A 离开投射的 
程度的测度. 

(») 如果尺是戴得金环，則对每个尺-模>\，岸00<1.根据定理 11. 101,自由 i ?- 棋的每个 
子模都是投射的. W 此，如果 F 是自由 /?- 模且 e | F — A 是满射，则 


0 一 kerc FA 一 0 

是 A 的投射分解.这个论证可以推广到左遗传 环上. _ 

定义设 P . =州—^/^-^-心二八-^是棋八的投柑分解.如果 ”>0,則； I 次合 
冲是相 


0,( A , P .) = ( 


kerc 如果 n = 0 
I kert ^ 如果 n > 1. 

命题 11. 121 对每个，对一切左模 A 和 B 以及 B 的每个投射分解 P .. 

ExtJ + 1 (A,B)^ Exti(n w -i ( A ， P . ),B). 


存在同构 
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证明对 n >1用归纳法 证明. 投射分解 

dt dx c 

P . = — — P 2 —— - Pj —— - Po — A —*0 


的正合性给出 


dl 

…— p 2 — ►Pj -^no(A,p. ) — 0 
的正合性，它是 a ( A ， p .) 的投射分解 Pt . 详细地说，定义 


~ P»+l 和4 = d n +i. 

W Ext 1 不依赖于第一个变量的投射分解的选取，所以 


Ex ， l ,( a ,( A , P .,, B ) = ^2； 
归纳步用同样的方法证明，注意 


ke r (< f 3 ) • 
im ( d 2 ) * 


= ExtR < A , B ). 


…— P.+2 — - P.+t — n,(A.p.) —o 

是亿（4上 ） 的投射分解. ■ 

系 11. 122对一切左 /?- 模 A 和 B , 对一切”>0及 A 的任意投射分解 P . 和 P : ,存在 W 构 
Exti ( fl ,,( A , P . ). B ) ^ ExijfC / J . tA . P ： ), B ). 

证明根据命 ® 11. 121,两者都同构于 . _ 

如果对两个模和 fl ' 存在投射模 P 和 〆 使坩12 ㊉ />兰 ， 则称和 fl ' 是 投射等 价的. 
习埋 11. 62证明模 A 的任意两个”次合冲是投射等 价的. 我们常泛用记号并说一个棋的 n 次合冲， 
并写作来代螯 fl „( A , P .). 

合冲有助于投射维败的计算. 

引理 11. 123对左 R - 模 A 下列条件 等价： 

< i ) pd ( A )< n . 

( II ) 对一切模 B 和一切4 ^ 71 + 1 , Ext ^( A , B ) ={0}. 

(ill ) 对 一切模 B , ExtR +1 ( A , B ) =(0>. 

UV ) 对 A 的每个投射分解 P . ,(»—1> 次合；是投射的. 

( V ) 存在 A 的投射分解 P . 使得 flpJA . P .) 是投射的. 

证明 （ 丨 >=>(«) • 根据假设，存在 A 的投射分解 P . 使得对一切灸>”+1 , & ={0}.对 
*>«+!. 必然有 一 切映射4 > P * — P * ,都 是零. 因此 


Ext^CA.B) = keK f ={0}. 

< li) => (iii ). 显然成立. 

( III ) 冷 （ lv > • 如果 p . =••• — i % —— P 丨 _ P 0 — A - 0 是泌的投射分解，则根 
据命题但根据假设，最后一个群是 {0 }，从而根 
据系 10. 86 ( A ) 是投射的. 

(IV) => (V) . 显然 成立. 

(V) => ( i ) . 如果 


是 A 的投射分解，則 


… — P ” — P n -l - - - P \ - ► P 0 -** A -*• 0 
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0 — O h -i (A) -► P„_1 • P! - ► P 0 A 0 

是正 合列. 因是投射的，上面的序列是 A 的投射分解，因此 

例 11. 124设 G 是有限循环群且 | G |>1 •如果把 Z 看作平凡 ZG - 模，则 fid ( Z ) 

因为系 10. 108对一切奇数 n 给出 

H " CG , Z ) = ExtfcCZ . Z ) ^<0>. 

下面的定义立刻可以简化 • 

定义如果 R 是坏， 剌 它的左投射整体维数定义为 

IpD ( R ) = sup { pd ( A ) *A 6 obj (^ Mod ) >- 
命题 11. 125 对任意坏尺， 

IfiD ( R ) < n 当且仅当对一切左只-模 A 和 B 有 ExtJ +1 ( A , B ) ={0}. 

证明从引理 11. 123中 （丨） 和 （ iii 〉 的等价性立即可得 • 

例 11. 126 ( I ) 环 R 是半单的当且仅当 Z /» DCR > = 0. 于是， 整 体维数测量了一个环离开半 

单性的程度. 

( H 〉环尺是左遗传的当且仅当 IpD(R) < 1 . 特别地，整环尺是戴得金环当且仅当 pD(R) <1. _ 

用内射分解可以给出类似的讨论 • 

定义设 R 是环并设 B 是左 /?- 糢.如果存在内射分解 

0 — B — £° -•* f ： 1 -- - E " — 0, 

則记以 •如果 n >0 是使得以的最小整教 • 《我们说有内射维 数”； 如果不存在 
B 的有限内射分解，則 W ( B ) = oo . 

例 11. 127 ( I ) 棋 B 是内射的当且仅当 W ( B ) =0. 于是可以认为 W ( B ) 测貴了 B 离开内射 

性的程度. 

(H ) 模 A 的内射和投射维数可以不同.例如阿贝尔群 A = Z 有岸 ( A ) =0和 id(A) = 1. 

(1»>如果尺是戴得金环，則定理 11. 101说内射 i ?- 模的每个商模是内射的.因此，如果 
是 R - 模 B 到内射 /?- 模£的嵌人，则 

0 B ^ E -^ coker 7—0 

是 B 的内射分解. 由此以 ■ 

定义设肛‘ -0 — 81£°-^£： 1 -^£ 2 "^"是換/3的内射分解.如果,则 n 次上合 
冲是指 

coker 7 如果 w = 0 
cokerJ " -1 如果 n > 1. 

命题 11. 128 对每个,对一切左尺-模 A 和 B 以及 A 的每个内射分解 E * ,存在同构 
ExtJ +1 ( A , B ) ^ ExtJjCA . a ^ CB . E * )). 

证明命题 11. 121证明的对偶. ■ 

系 11. 〗29 对一切左 /?- 模 A 和 B ， 对一切/1>0 ,以及对 B 的任意内射分解肛，和 E '， ，存在 

同构 

Ext{f(A,y-(B,E B ))^Extfc(A,tT(B,E f -)). 

证明系 11. 122证明的对偶. ■ 
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如果对两个模 U 和 U ' 存在内射模£:和 £：' 使得 U ㊉ E 三 f ㊉ t ,则称 U 和 t ；' 内射等价.习 
S 11. 63证明模 B 的任意两个 n 次上合冲内射 等价. 我们常泛用记号并说一个模的; t 次上合冲，写 
作 U"(B ) 代替 ). 

上合冲有助于内射维数的计算. 

引理 11. 130对左 i ?- 模 B 下列条件等价 • 

(i ) id ( B )< n . 

(I ) 对一切模 A 和一切* 彡 n +1 , Ext ^( A . B ) ={0> . 

(ill ) 对一切模 A , ExtR +1 ( A . B ) ={0}. 

( IV ) 对 B 的每个内射分解 E . ，(»-1)次上合冲 W -' CB . E -) 是内射的 • 

( V ) 存在 B 的内射分觯使得 a "-'( B , E * ) 是内射的 • 

证明引理 11. 123证明的对偶，用习题 10.49. _ 

定义 如果尺 是环，則左内射螫体堆数定义为 

UDCR) = sup { irf ( B ) >B 6 obj ( R Mod )}. 

命题 n _ i 3 i 对任意环 r , 

tfD ( R ) < n 当且仅当对一切左 R - 襆 A 和 B 有 ExtJ fl ( A , B ) ={0). 

证明从引理 11.130 中的 （丨） 和（_|)等价立得. ■ 

定理 11. 132 对每个坏 R , 

lpD(.R) = UD{R). 

证明从命® 11. 125和命 Bill . 131立得，因为这两个数都等于这样 的数： 对一切左模 A 
和 B 满足 ExtJ +1 ( A , B ) ={0> 的最小 it . _ 

定义环及的左螫体縧数是《左投射整体維教和左内射整体維数的公 共值： 

ID(,R) = IpD(R) = UD(R). 

如果 R 是交换坏，則记它的整体維教为 D ( J ?>. 

还有环 R 的右 II 体维数 rD ( R ) = /0(心>.如果 R 是交换的，则 / D ( J ?) ~ rD ( R ) ,并记为 
D ( K ). 根据系 8 . 57,因左半单环也是右半单环，从而有 IDiR) = 0当且仅当 rD(R) = 0. 另一方 
面.有环的例子，其中两个维败不闻 • 

现在证明 ID(R) 可以用循环左 i ?- 模来计算 • 

引理 11. 133左 R- 糗 B 是内射的当且仅当对每个左理想/, Extfc ={0}. 

证明如果 B 是内射棋，则对每个右 /?- 模 A , ExtfcCAiB ) 为零. 反之，假定对每个左理想 
Ext { j ( J ?//, B ) ={0}. 运用 Hom R ( , B ) 到正合列 0— f — R -► R / J -► 0上得 
Hotn/f(R,B) -*■ Homj ；(/ l B ) —*■ Extg ( R //, B ) = 0. 

的正合性.即每个映射/: 可以扩张为 R - 映射 R — B (见命題 7.63). 但这正是白尔判別 

法，即定理 7. 68，因此 B 是内射的. ■ 

下一结果说明 ®( R ) 可以用有限生成模 M 的办 f ( itf ) 来计算；事实上，甚至可以用循 
环模 M 的/ ^( M ) 来计算. 

定理 11. 134 ( 奧斯兰徳）对任意坏 J ?， 

« KR > = sup {^( R //) ：/ 是 左躞想 h 

证明 （ Matlls ) 如果$叩{户 4 /(及/7)} = 00 ,证明已经完成•所以可以假定存在整数使 
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得对每个左理想(尺 /I)<n. 根据引理 11. 130, 对每个左模 B,ExtJ +1 (i?/J,B) ={0} •但 
根据定理 11. 132, /pD(R> =“D(K> ,从而只需证明对_个丑，设 E •是 B 的一个内射 
分解，有（ „- 1 ) 次上合冲 . 根据系 11.128, {0}= Exti +l (R/I,B) ^ Ext^Ci?//, 

现在引理 11. 133 给出 CT—i(B> 是内射的，从而引理 11. 130 给出所要的以 

■ 

这个定理解释了为什么戴得金环中的每个理想都是投射的. 

正如 Ext 定义了环尺的整体维数一样，可以用 Tor 来定义环尺的 联维數 （或 Tor- 维 数）. 

定义设尺是环并设 A 是右模 . A 的一个平坦分解是指一个正合列 
… — F „ ― F , — F 0 -** A -^0, 

其中每个都是平坦右 /?- 樸. 

如栗存在有限平坦分解 

0 -•* F 爾 - •> ••• — F 0 -*-A^0t 

則记 / y ( A > •如果;1>0是使得 yy ( A )< n 的最小整數，則我们说 A 有平坦维数如果不存 

在 A 的有限平坦分解 ， M fdiA) = oo. 

例 11.135 ( I ) 模 A 是平坦的当且仅当 = 0. 我们可以认为允 ( A ) 测最了/V离开平 
坦性的程度. 

( H ) 因投射模是乎坦的， A 的每个投射分解都是平坦 分解. 由此，如果 K 是任意环，则对每 
个 R - 模 A ，/</( A )< a /( A ). 

(«) 如果尺是戴得金环 ftA 是尺-模，则根据 ( B ),/J(A)<A/(A)<l. 系 11. 109 说每个无 
挠尺-模是平坦的（逆命題也 真）. 因此片 ( A ) _ 1 当&仅当 A 不是无挠的. ■ 

定义设 F . = 一 — /^-^»尸 | -^-&二八-0是模/\的平坦分解.如果 ”>0,則次轭 

是指 


y .( A , F .) = j 
术语板 （ yoke ) 并不标准，它是希膳宇 <» w 


kere 如果 n = 0 
kerA 如果 n > 1. 
f (； y «a ( syzygy ) 的翻译. 


命題 11. 136 对每个/1>1，对一切右 R - 模 A 和左模 J 3, 以及对 A 的每个平坦分解 F . , 


存在同构 


Torj ? + l ( A , B ) ^ TorfCA . V .- jCB . F .)). 

证明命題 11. 121证明的对偶. ■ 

系 11. 137 对每个右 K - 模 A 和左-模 B , 对一切以及 B 的任意平坦分解 F •和 F ： ，存 
在同构 


ToifCA . Y . CB . F . ))^ Torf )). 

证明系 11. 122证明的对偶. ■ 

引理〗 1. 138对右尺-模 A 下列条件 等价： 

( I ) fd(A)^n. 

(il ) 对一切和一切左 /?- 模 B , Torf ( A ， B ) ={0}. 

(III ) 对一切左及-模 B ， Tor? +l ( A , B ) ={0} • 

CIV ) 对 A 的每个平坦分 ， （11—1〉次 ) 是平坦的. 
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( V )存在 A 的平坦分解 F * 使得 ( ti -1) 次扼 ) 是平 坦的. 

证明和引理 11. 123的证明 相同. ■ 

定义 环 的右弱维数 定义为 

rwD ( R ) = suplfd ( A ) * A ^ obj ( Mod R ) >. 

命题 11.139 对任意环及， rwDCR ) <” 当且仅当对每个左尺-模 B ， Tor ? +1 ( A , B ) ={0}. 

证明从引理 11 . 138立即可得. _ 

可以用明显的方式定义左 R - 模的平坦维数. 

定义 环 R 的左弱维数 定义为 

hvDCR ) = sup {/ y ( B ) : B ^ objC ^ Mod ) >. 

定理 U . 140对任意环 R ， 

nvDiR ) - hvDCR ). 

证明如果两个维数都是有限的，则左或右弱维数都是对一切右 /?- 模 A 和一切左 /?- 模 B 满足 
TorJ fl ( A . B ) = {0} 的 ft 小 n >0. ■ 

定义 坏尺的 弱维数是«^1)(及> 和 / u ； D (/?) 的公共值，记为 u ^ D (/?). 

我们早先注明存在这样的（非交换的）环，它的左整体维数和右整体维数不同.与之相比，弱 
维数没有左右的区别，因为张童和 Toi •同时涉及左和右两个模. 

例 11. 141环/?有 u ； D (/?> == 0当且仅当每个模都是平坦的.这些环原来是《 • 诺伊曼 正则： 
对每个存在及使得这种环的例子是布尔环（对一切尺满足的环 
和 EndJV ), 其中 V 是域是上的向量空间（可以是无限维的）.见 Rotman 所著的 《An Introduc ¬ 
tion to Homological Algebra 》，119 〜 120 页. _ 

下一命 題解释 为什么叫做弱维数. 

命題〗 1. 142 对任意环尺， 

wDCR ) ^ min { lDCR ), rD (. R )}. 

证明只*证明对任意右 /?- 模 A ， 允 ( A >< a /( A ). 如果 A /(>\) = oo ,则不需要再证明了 j 
如果知 ( A )</»， 存在投射分解 

0 — 1% — - - P 0 A 0. 

因每个投射模都是平坦的，这是一个平坦分解，表明 W 此， < r £ K /?). 类似的 
论证可证明_ 
系143假设对一切左 jR - 模/\和 B , Ext ^( A . B ) ={0 } ,則对一切右模 C ： 和一切左 R - 褀 
D ， Tor ?( C . D ) ={0} • 

证明如果对一切 A , B , Extjf ( A , B ) ={0} • 则 /£)(/?) 如果有某个 

Torf ( C ， D ) 关 {0} ，则 • 这与命 K 11. 142 矛盾： 

IDCR ) < n - 1 < n < wD ( R ). 

引理 11. 144 左 R - 模 B 是平坦的当且仅当对每个右理想 /, Torf ( J ?//, B ) ={0}. 

证明的正合性给出 

0 = TorfTorf (/?//, B ) — I ® R B ，<g)I > R® r B 
的正 合性. 所以 <®1 是单射当且仅当 Toif (/?/ J ， B > = {0>. 另一方面，根据系 8. 108, B 是平坦的 


C , D 使得 

■ 
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当且仅当《‘@1对每个右理想 J 是单射. ■ 

和整体维数一样，弱维数也可以用循环模来计算. 

系 11. M 5 对每个环及， 

ivd(R) = sxiplfd(.R/I) : J 是 R 的右理想> 

- sup{fd{R/J') « J 是尺 的左理想>. 

证明和定理 11. 134的证明类似，用引理 11. 144替换引理 1 L 133. ■ 

定理 H . 146 设只 是左诺特环. 

C I ) 如果 A 是有限生成左 J ?- 模，則 

pd(A) = fd(.A). 

(ii) 

wD(R) = IDiR). 

特别地，如果 /? 是交換诺特环 ，則 

wDiR) = D(R). 

证明 （ i 〉因为每个投射分解都是一个平坦分解， 所以你 ( a >< a /( a ) 恒 成立. 关于反过来 
的不等式，只要证明如果 yy ( A )<”， 则~(八><»就够了.根据引理 11.37, 存在 A 的投射 
分解， 

… —P. — — — P 0 — A —0. 

其中每个 c 都是有限生成的.现在这也是一个平坦分解，从而根据引理 11.138,/«/( A >< n 蕴涵 
A = 是平坦的.但根据系 8. 111 (因为 K 是左诺特环），每个有限生成平坦左 

R -模缸 是投射的，从而 

0 — y.-i P --1 — - — Po — A — 0 

是投射分解.所以 

(H ) 根据定理 11. 134, / D ( R ) 是循环左 K - 模的投射维数的最小上界.根据系 11. 145, wd(R) 
是循环左 R - 模的平坦维数的*小 上界. 但（丨）给出对每个有限生成右 R - 模 A ,/ t /< A ) = /^( A ). 这 
就足以证明所要的 结果. ■ 

我们现在计算域上的多项式环的 S 体雉败 D (*[ j ,,-, x .]) (这个结果叫做合冲上的希尔伯特 
定 理）. 

引理 11. 147如果 0 —— A — 0是《 正合列 ，則 

pd{A f ) < l + max(Ai(A) ， A/(A , )>. 

证明我们可以假定右抽是有限的，否則就不需要证明了；设和 pd ( A ')< n . 运用 
Hom (， BH 其中 B 是任意模）到短正合列得长正合列 

...— Ext - +1 < A ’， B ) — Exf +2 ( A *, B ) — Exr +2 ( A ， B )—.... 

根据引理 11. 123( B >, 两端外面的项都是{0>,从而正合性迫使对一切 B , Exf +2 ( A *, B > ={0} •同 
-引理给出如 + ■ 

自此以后，我们将只考虑交 换环. 我们希望比较 i ? 和 /?[>] 的整体维数，因此考虑由模 iW 
形成的 J ? Dr ]- 模在第9章中，我们称这个模为 M ]>]. 

定义如果 M 是交轔坏 J ? 上的 J ?- 模 ，定义 

M [>] = 

•>0 
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其中对一切 i ， M , •兰 M . 如采定义 

x(^2x i m i )= 2 x，+lm ** 

W 只-模 M [ x ] 是一个 R [ x ] -模 • 

在引理 9.55 中，我们证明了如果 V 是交换环1?上的自由模， WVO ] 是自由 /?[ x ]- 棋•下 
—结果把它从 pdiV) = 0推广到更高维数. 

引理 11. 148 对每个 /?- 糉 M , 其中 R 是交糗环， 
pd R (,M) 

钲明只需证明如果其中一个的维数有限且最多是 n , 則另一个也是如此. 

如果则存在 iH 8 射分解 

0 — P 0 -♦ M — 0. 

因及1>]是自由尺-模，它是平坦模，从而存在对>]-模的正合列 

0 4 l ?[ x ] /?[>] ® rPo 尺[>] ® rM 0. 

但切>](8^%三和 /?0]® R p n 是投射 RO ]- 棋（因为投射模是自由模的直和 项）. 所以 
PdRi^iMLx]) < n. 

如果則存在尺0]-投射分解 

0 Q ” — … — Q > — M [ x ] -► 0. 

作为一个尺-模， MO ] 会 名 K ， 其中对一切”， M •空 根据习埋 11.69, pd R ( M [ x ]) = 
pd R ( M ). 每个投射 RO ]- 棋 Q , 都是自由1?1>；1-模尸，的則>]-直和项》更不必说 Q , 是 F , 的 R - 直 
和项. 但^ >] 是自由 /?- 模，从而 F , 也是自由 /?- 模.所以作为模，0,是投射的，因此 

< 〆 《!>] ■ 

系 11.149 如果 R 是交換环且 D ( K ) = oo , Mi D(R[xJ) = oo. 

证明如果 OCR) = oo , 则对每个整数 n, 存在 /?- 模％„使得 71 < pd(M n ). 根据引理， 
n < [: r]> , W 此 D(R[x]) = oo • ■ 

命题 11. 150 对每个交換坏 R , 

D ( R [>]>< D ( i ?> 屮 1. 

证明回忆定理 9. 56的特征 序列： 如果 M 是模且 M 是映射，则存在 /?[>] -模的 
正合列 

0 Mfx ] -* M [ x ] -♦ M r -^ 0, 

其中 M 1 * 是对>]-模 M , 它的标量乘法由 or ' msarOw 〉 给出.如果 M 已经是成 x ]- 模而 T • M 一 M 是 
尺_映射 m 卜加 ，則 W = M . 根据引理 11. 147, 

< 1 + pd R ^ ( M [ x ]> 

= l-\-pd R (M) 

<1 + D ( R ). ■ 

我们证明反过来的不等式. 

定义设 iVf 是 R - 模，其中 R 是交換环，如果由 / wH - ctw 蛤出的映射 M — M 是单射，則称元 
素 c 6 R 在 M 上是正則的（或是 M - 正則的）•否則，称 c 为 M 上的零因子；即存在某个非零 m€M 
使得 cm = 0 . 
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开始下一定理之前，我们对记号作一个解释.假设 R 是交换环， c € R , R * = K / i &. 如果 M 是 
一个 R - 模，則 M / f M 是一个 （ R / Rc )- 模；即 M / cM 是一个 -模. 另一方面，每个 iT -模 A •也 
可以看作一个 K - 模. 如果 ■»: (R/Rc)XA- - A ' 是给定的标量乘法，又如果 wR — R / Rc 是自然 
映射，則 t ( kX 1 v hKxyr 是标 M 乘法. 用更实在的语言来说，如果一 =r + Rt ,则 

r * a = ra . 

如果用这种方法把 A •看作一个 R - 模，就把 A * 记为炉.习埋 11. 72要求证明 AT ^(R/cR)® r M 
和 A k 兰 Hom R ( R / d ?, A * ) ,从而这种构造涉及函子的伴随对. 

命题 11. 151 (里斯引 S 1 设 R 是交換环，设 c eR 既不是单位也不是零因子，并设 》•= 
R/Rc . 如果 c 在一个 K - 模 JW 上是正則的， W 存在自然同构，对每个 R ，- 模 A ■和一切 ”>0， 
ExtJ . ( A * ,M/cM) ^ ExtJ +1 ( A k , Af ), 

其中 A * •是看作 R - 糢的 R •-橫 A * . 

证明回忆定理 10.45, 即子的公理刻画.给定反变函子 G -« R _ Mod -» Ab 的一个序列， 
其中, 满足： 

( I >对 f -模的每个短正合列 - B - - C * -0 ,存在具有自然连接同态的长正合列 
•••—C(C* ) )-*G"(A' ) — G" +, (C* ) — •••» 

( 獅 ） 有某个 / T - 模 C 使得 G ° 和 Hom〆 （ ，^内然等价^ 

( iil ) 对一切投射 K •-模 /*• 和一切 1， G " (厂 )- 0 , 

则对一切》«>0,0"和 ( , L * ) 自然等价. 

定义反变函子 G " Mod ^ Ab 为 G " = ExtfUlM ). 于 ft , 对一切 R •-模 A ' , 

G .( A . > = ExtJ +, ( A k . Af ). 

因公理 （ 丨 ） 对函子 Ext - 成立，它对函子 G - 也 成立.我们证 明公理 （ II > . 定义为 ml - on 的映射 

托 iM - M 是单射，这是因为 c 是 M - 止则的，从而序列 M/cM — 0是正合的•考虑 
长正合列的一部分，其中 A •是 R •- 模： 

Hom R ( A k , M ) - Hom K ( A k . M / c M )^- ExtJ f ( A k , M )-^-* Extl i ( A > , JVf ). 

我们断言3是 同构. 如果 <2€ A b . 则 W A •是 R •-模，从 Wo > =0( 记住 K _= l?/cR > . 因此，如果/ 
6 Hom R ( A k -, M ) ,则 c /( a ) = /( ax ) =/(0) = 0 • 因 //«■ WVf — M 是单射，对一切 a 6 A k ，/(<0 = 0. 
于是， / = 0 ， ker 3= Hom R ( A k , M ) ={0} , 3 是 单射. 根据例 10. 60, 映射 — 
ExtliMO . JVf ) 是乘 c 的映射.另一方面，例10.70表明如果 ) 《>八 > —渺是乘^的映射，则 Ext 上的诱 
导映射（ 〆 ,）•也是乘 c 的映射. 但因为 / T 是 （ RArR )- 模，所以=0 ,从而（义） •=()• 因此， 
(供） • =(//,>• =0. 所以 im 3 = kerC ；^) . = , 从而 3 是 满射. 由此 

3 * Hom R ( A k , M / cM ) — Extfc ( A k , Af ) 

是同构，因为它是连接同态，所以是自 然的. 根据习埋 11. 70,存在自然同构 
Horn〆 （ A * , M / cM ) -► Hom R ( A k . M / cM ). 

复合 

Horn *. ( A * , M / dVf ) — Hora „ CA fc . M / cM ) -« Ext ^( A k , M ) = G °( A *> 

是自然 同构； 因此它的逆定义了一个自然等价 
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G 0 -*- Ho » wr *( » M / cM ) • 

令 L * = M / cM 就完成了公理 （ji ) 的验证. 

剩下要验证公理 （ B ): 只要 P •是投射 iT - 模且 《彡1 ,就有 G " W ) ={0}.事实上，因 G ” 
是加性函子且因每个投射棋是一个自由模的直和项，我们可以假定 P •是自由 iT - 模，它的基比如 
说是 £. 如果是以 E 为基的自由尺-模，則存在尺-模的正合列 

tee 

0-* Q ^ Q — P * —0. (6) 

因为 c 不是 R 中的零因子，所以第一个箭头是 单射； 最后一个箭头是满射，这是因为 
QJcQ = (!»/(!>*) 

兰 2<R/Rc)e= ER'e=P'. 

由 （6) 形成的长正合列是 

...—ExtJ ( Q , M ) — ExtJ +1 — ExtJ +1 ( Q , M )—.... 

W Q 是 R - 自由的且 》»3 sl , 所以外面的项都是 { 0 ), 且正合性给出 G -( i ^> = ExtJ + l ( f *, M )-{0}. 
所以， 

ExtJ +, ( A k , M ) = G "( A * ) ^ ExtJ - ( A • , M / cM ). ■ 

定理 11. 152 对每个交換坏 K , 

D (*[ x ]) = D (*) + l . 

证明我们在命朗 11.150 中已经证明 DUO ]>< D (« + l , 从而只需证明反过来的不等式 • 

• 在里斯引理即命理 11.151 的记号中令 R = >|>], C = x,ir =4.设/\是有/^04> = ”的*_棋. 
根据习题 11.65, 存在自由4-模 F 使得 Ej ^( A , F > 关 {0} 丨当然， 乘； r 的映射是单射 F — F •和里 
斯引理的证明一样.存在 A 由4(>]-模0= 使得 QAtQ 兰厂里斯引理给出 

Ext ^+'^ A . Q ) ^ Ext !( A , Q / jQ ) ^ Ext ：( A , F ) ^ <0> 

(把 A 肴作经由 *[1]一 * 的 *[>] -模> . 所以 a /* o ]( A >>”+1 ，因此 D (*0]>> n +1 =£)(*)+ 1. 

■ 

系 11. 153 ( 合冲上的希尔伯特定理）如果 * 是城，則 

D(*Cj*i .••• tx.]) = n. 

证明因对每个域 A , D (>> =0和 D (4[ x ]> = 1 ,由定理 11. 152对用归纳法可得结果 • 

■ 

合冲上的希尔伯特定理蕴涵如果 xj ，其中 it 是域.則每个有限生成 K - 棋 M 有 

分解 

0 Pm-l - - ► P。M -► 0 , 

其中对一切 《•<” ， P ,. 是 f ! 由的且是投射的.我们说在任意交换环 R 上的一个 R - 模 M (必须是 
有限生成的）有 FFR (有限自由分 解）， 如果它有这样的一个分解，其中每个(包括最后一个 
Pn >都是有限生成自由模.合冲上的希尔伯特定理可以改进为如下的定理：如果4是域，則每个 
有限生成4[之1， …， ■!»]- 模都有 FFR (见 Kaplansky 所著的 {Commutative Rings 》， 134页）•（当 
然，这个结果也可以从更难的奎伦-苏斯林定理得到，该定理说每个投射*[々，•••,％]-模都是自由 
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的，其中是是域 .） 


习題 


11.62 ( 丨 > 如果 A — 是正合列，又如果 X 是任意模，证明存在正合列 

/®ljr 


A - B © X - 


► C ® X — D . 


P . 


…一込 i Pi J ^ P 。 二 A 一 


和 


11.63 设 

和 


〆 - P't- 1 - • P'tr* A -♦ 0 

都是左尺-模 A 的投射分解. 证明： 对一切 n >0, 存在投射棋 ft 和 (3 〔使得 

n„(A,p. >®a 名 a(A，K >®oi. 

提示： 对 n >0 用归纳法，并用 Schamid 引理，即命題 7. 60. 

0 -♦ B ••• 


都是左棋的内射 分解.证明： 对一切”多0,存在内射模 /. 和疒使得 
tr(fi,E .>©/■ 衾 ct(b,e ，. >®C 
提示： 这个证明是习 * 11. 62的对佴. 

11.64 证明存在平坦分解 

0 WQ-Q/Z — 0 
和 

0-^ K -» F -* Q / Z -^0* 

其中 F 是自由阿贝尔群，但 Z © F 关 Q ®/ C . 

11.65 如果 A 是有 prf ( A > » n 的/?-模，证明存在自由 /?- 棋 F 使得 Ext ： iM , F >^{0>. 

提示： 每个模都是自由模的商. 

11.66 如果 G 是阶不等于1的有限循环群，证明 

IDC2G) =oo- rD(ZG). 

提示： 用定理 10.107. 

11.67 (奥斯兰徳）如 果尺既 是左诺特环又是右诺特环，证明 

IDCR) = rD(R). 

提示： 用弱维败. 

11.68 证明冯《诺伊曼正则诺特环是半单环 • 

提示： 见例 11.141. 

11. 69如果 *« 6 A > 是左模的族，证明 

( 2 m - ) = 3 Up {/» rf ( M # )}. 
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11.70 如果 f W — 是环同态且 A _ ‘都是 IT - 模，证明存在自然同构 
Horn*. (A* ,B* ) — Hon^dB^, 

其中 A b 是看作 /?- 棋的 A ' 

11.71 ( i > 如果0 — A ' — A — — 0是正合列， iE 明 

pdiA') ^ max{pd(.A f ) 9pd(.A 0 )}. 

(ii > 如果 （丨〉 中的序列不分裂，又如果 pdCA^ = pd(A 0 )-bl ,证明 
pd(A) = max{pd(A f ) t pd(.A 9 ')). 

11. 72 设々是交换环， c 6 A , 并设 

(I ) 如果 JVf 是4-模，定义 AT = AfAM . 证明 AT ^ ik/ck) ®*M . 

(■ >如果是模 A 、 定义为看作 K - 棋的 A ' 证明空 Ho « n , UM,>T > • 由此推出 Af 卜 
M- 和 A * 形成函子的伴随对. 

11.73 设 9* A — A •是环同态. 

( I ) 证明★•是 （f 双模. 

( II >证明每个模 A •都可看作一个 A - 棋，记为 Ah 且 /T 给出正合函子 (；v Mod - 4 Mod . 
( W > 证明： 如果 F = Honu ( iT , )*. Mod -* 4 . Mod . 期 0/, F ) 和 （ F , U > 是函子的伴 « 对. （这种函子 
叫做环的替换函子 .> 由此推出 U 和 F 保持一切正向极限和-切反向极限. 

11.74 设 R 是有 FFR 的交换环•证明每个有限生成投射 /?- 模 F 都有自 由补： 即存在有限生成自由 R - 棋 F 
使得 P ㊉ F 是自由 /?- 棋. 

11.4 正则局部环 

我们现在要关注（交换）诺特局部环，主要结果是这种环有有限整体维数当且仅当它是正则局 
部环（正则局部环是在代败几何中十分自然地形成的），而且它们都是 UFD . 我们从一个局部化结 
果开始. 

命题 11. 154设尺是交換诺特坏. 

( I ) 如果 A 是有限生成 R - 糢，則 

pdiA) = sup ^( A m ) « 

其中 m 遍历 K 的一切极大理想. 

⑴ 

D(.R) = supD(R m )^ 

其中 m 遍历 R 的一切极大理想. 

证明（丨）我们先对每个极大理想 m 证明 pd(A) > pd(A n ). 如果 pdiA) = oo ,则没有什 
么可证明的，因此可以假定= h < oo . 于是存在投射分解 

0 -*■ P w — P。A -► 0. 

因 i ? m 是平坦模，根据定理 11. 28， 

0 — 匙③匕― - A m -0 
是的投射分解，从而每04„)<”.（这个推断不需要假设 R 是诺特环或 A 是有限生成的 •> 

•关于反过来的不等式，只需假定 sup ^/^ CA ^) = n < oo 就 够了. 因 R 是诺特环，定理 11.146(1) 
说 /«/( A )=/ ti ( A >. 现在根据引理11.138,如(八„)<”当且仅当对一切及„-模3„ , Torf . T ( A m , B m ) 



={0}. 然而命题 11.35给出同构丁01*(八„，6 10 )兰（1'(^,(4,月)） 111 . 所以根据命題 11.31 ( i >， 
TorJ,(A,B) ={0}. 由此可知 n 彡〆 (A). 

<li> 从（丨> 立得，因为根据定理11.134,0(/0 = 81^{/^(為）},其中 A 遍历一切有限生成 
(甚至是循环） R- 模. ■ 

我们现在设置本节以后要用到的记号. 

记号我们记交換诺特局部环为 R, (K,m) 或 （K,m,« ,其中 m 是它唯一的极大理想而是是它 
的»余域4 = R/m. 

定理 11. 134使我们可以计算整体维数，并把它作为循环模的投射维数的最小上界.当/?是局 
部环时，有一个惊人的改进> 整体维数由一个循环模的投射维数 确定： 它就是剩余域 4. 

引理 11. 155设 （R,m> 是有 剩余域 A 的局部环.如果 A 是有限生成禊，則 
pd(.A) < ” 当且仅当 Torf., (A,*) ={0}. 

证明胺定 pdiA) < n. 根据例 11. 135 ( li ) 有 fd(.A) < pd(,A) ,从而对毎个 R- 模 B, 
Toif,(A.B) =<0} • 特别地， Torf,(A,*) ={0}. 

我们对 ” > 0用归纳法证明逆命睡 • 关于基础步 n =0 ,需要证明 Torf(A,*) ={0> 蕴涵 A/(A> = 0 | 
即 A 是投射的 （W 为 R 是局部环. W 此是自由的〉.设彳七，…，〜）是 A 的生成元的极小集（即没有 
真子集能够生成 A>, 设 F 是以 {q ，…, e,> 为基的自由 K- 模，并设 f iF-A 是满足？>(~) = a ，的 
映射.存在正合列 

0— N 二 — 0, 

其中 JV= keM 且 i 是包含映射 > 和命思 ill. 23的证明一样， 

mF. 

因 Torf(A,*) - {0} ,序列 

0 -» N ―—~ ► F ® r ^ — — A ®itk -•* 0 

是正合的.用 N 对0 — 111--尺-*«-0作张徵积> 右正合性给出自然同构 
r N * N/mN| 

如果 n eN 和6 e* ,则 r N mN• 存在交换阉 

0~~► A»«* — »• F.k 



其中 7 i ; i + mNh -” + mF . 因 i ® l 是 单射. 从而 T 也是 单射. 伹说明映射 7 是零映射.所 
以 N/mN={0} ,从而 N=mA/. 根据 Nakayama 引理，即系 8. 32, N =<0} ,因此 yif—A 是同构, 
即 A 是自由的. 

关于归纳步，我们需要证明如果 Torf , C 4,« ={0> ,则 / u /( A ) <7 i+l • 取 A 的投射分解 P ., 


并设 fl n ( A , P . >是它的 n 次合冲•因 P . 必定也是 A 的平坦分解，有 Y ,( A , P . > =n” < A ， P .). 根 


据命题 11. 136, Torf , M ,« S Torf ( y .( A , P . ),*). 基础步证明 V . Oi . P . ) = ) 是自由 


的，由此根据引理 11. 123得 


■ 


系 11.156 设 （ R , nO 是有《余城★的局部环•如果 A 是有限生成 R - 核，則 
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pd ( A ) = sup { i •: Torf ( A ， 是 > # {0}}. 

证明设 《 = sup <* * Torf ( A , A > 关 {OH ， 则 pd { A ) < 1 , 但 pd { A ) < 即 pd (, A ) = ti . 

■ 

定理 n . 157 设只是有 剩余域 a 的局部 环 • 

< I ) 

D ( R ) < n 当且仅当 ={0}. 

( II ) 

D ( R ) = pd ( k ). 

证明 ⑴如果則用引理 11. 155立刻得到 Tor ^( U ) ={()}• 反之，如果 Torf , (是, 
k ) ={0},同一引理给出根据引理 11. 138,对每个 R - 模 A 有 Tor 2,( A ， 幻 H 0>. 特別地， 
如果 A 是有限生成的，則引理 11.155 给出 pd ( A ) < w . 最后，定理 11.134 证明 DO ?) = 
sup A { pd ( A )} ,其中 A 遍历一切有限生成（甚至是循环的） i ?- 模.所以 

( II >从 （ 丨 > 立即可得. ■ 

定义交換环/?中长度为 n 的一 个索键 是指素攻想的一个严格降镞 

Po2Pi 9… 

一个素理想 P 的离度 ht ( p ) 是指有 p = Po 的最长素链的长度.于是， ht ( p ) < c ». 

例 11. 158 (丨> 如果 D 是索理想， Wht ( p )=0 当且仅当 p 是极小索理想.如果 R 是整环，则 

ht ( p ) =0当且仅当 p ={ 0 }. 

( II ) 如果尺是戴得金环且 p 是 R 中的非零素理想，则 ht ( p )== l . 

( Hi ) 设务是域并设 R = 是有无限个变量 ； f = { x ! , x 29 -} 的多项 式环. 如果灼= ( x ,., 

而则 P , 是索理想 （尺 / p •兰 ▲(> 丨，…, X -丨] 是整环）且对每个;*>1, 

P ! 3 ^>2 3 ••• 2 P „+1 

是长度为 n 的 索链. 由此 ht (| h 〉= oo . ■ 

定义如果 i ? 是交換坏，則它的克魯尔维数是 

dim ( R ) = sup { ht ( p ) : p 6 Spec ( J ?)> » 

即 dim ( i ?) 是 R 中最长素鏠的长度. 

如果 R 是戴得金环， Wdim ( R ) = l , 这是因为每个非零素理想都是极大理想.如果 R 是整环， 
则 dim ( R ) =0当且仅当/? 是域. 下一命題刻画了克鲁尔维数为0的诺特环. 

命« 11.159 如果 R 是诺特环，則 dim ( K ) = 0 $且仅当每个有限生成 K - 模 JW 都有合成列. 
证明假定 i ? 是克鲁尔维数为0的诺 特环. 因 R 是诺特环，系 6. 120(111〉说只有有限个极小素理 
想.因 dim ( R > = 0, 每个素理想都是极小索理想（也是极大索理想） • 由此可知 R 只有有限个索理 


想，比如扒 ，…， p „ .现在根据习題〗1.39,汕(/?)=|^仍是幂零的 ； 比如 （ niK/?)) w ={0> . 定义 
N = 扒… p ” dh ( V - 0 P „ = nil ( R ), 


从而 

设 M 是有限生成 /?- 模，考虑链 


N 1 " = (Pi —P,) m ={0). 

M 2 巧 Af 2 灼 ％ M 2…3 NM. 
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因子模 IVPi-iM/HiM 是 （R/ft)- 模；即它是域 R/|>, •上的向量空间（因为 p, •是极大理想）. 
因 M 是有限生成的，因子模的维数有限，从而链可以加细使得一切因子模都是 单的. 最后，对链 
N>M 2 p, N j M 3 P 1 P 2 3… ^N i+l M 
重复这个 论证. 因 N"={0>, 所以我们已经构造了 M 的一个合成列 • 

反之，如果每个有限生成 R- 模都有合成列，则循环 K- 模 K 有合成列 | 比如长度为 A 由此，任 
一理想的升链的长度最多是因此是诺特的.为证明 dim(/?)=0 ， 我们®要证明/?不包含任何素 
理想 p2q. 可以转到商环 R/q 并重述假设， J? 是有一个非零素理想和合成列 R 3乙2 ••• 2 # <0} 

的 整环. 最后一个理想 L 是极小 理想； 选取一个非零元素I €/</ . 当然，: r/rf S L 1因 R 是整环， 
xlj 56 {0 } ,从而 L 的极小性给出= /因此存在 yet 使得 = x » 即从而 
I d = R. 由此可知 R 是域.与它 有非零 索理想 矛盾. ■ 

我们将证明克螯尔的一个定理， 即主® 想定理，它蕴涵诺特环中的每个索理想都有有限高度. 
我们的证明是 Kaplansky 对里斯证明的修改.下面从一个技术性引理开始. 

引理 11. 160 设 a 和 b 是整坏 R 中的非零 元素. 如果存在满足 rd 2 6(W ff 涵 oz e(W , 則 
列 （a,6> 3 (a> 2 U 2 > 和 ( a 2 ,b) 3 (a 2 .a6) 2 Ca*) 有同构的因子模 

证明因为乘的映射把送到 （ a 2 ,afr) 上和把 （a> 送到 （《*> 上，所以 （a,W 八 a> S (a*, 
a6)/(a 2 ). 

棋 G«V(a 2 ) 是有零化子 （a> 的循环棋；即 （a)/(a *) 主因为生成元 a 2 在 （a 2 ,06) 中，所以 
棋 （a 2 ,6)/(a 2 ,a6) 也是循环模.现在 A = ann((a 2 ,<*)) 包含 （a> ,从而只需证明 A = (<i> •即 

如果 c6 = iia 2 +t«6 ,則<•€(“〉•这个等式给出 -J 2 ;从而假设给出某个使得 《a = r *. 代 

人得 cfc = raft + miA ，消去6得 c = ra+iu 芒(“）•所以 （a>/(a*> 主 （《j*，W/(a 2 ，a6) . ■ 

回忆索理想 P 在理想 / 上极小，如果且没有*理想 q 满足丨 eqCp. 

定瑁 11. 161 (主理想定3> 设 （a〉 是诺特环 K 中的其理想， 并设 D 是在 （ a > 上极小 的素理 

想 ，则 ht ( p ) < 1 . 

证明如果相反， ht(p>>2, 則存在素链 

apz- 

我们用两种方法把问题规 范化. 首先把 i? 换成 R/pj »其次在 p/p 2 上局 部化. 现在根据此修改假 
设： K 是局部整环，它的极大理想 m 在一个真主理想（_1：)上极小，且存在素理想 q 使得 

m2 q5(0). 

选取非零元素6 定义 

/( = ((6) 1 X*) = {c 6R •ex' 6(W>. 

存在升链 h e Gg …， 因为 r 是诺特环，它必有 终止： 比如= = .... 由此，如果 c e/ 2it , 

则 c > 即如果 cr*" ecw . m ex- 6(«. 如果令 a =y ■，則 m 2 €(« 里涵 ca e(«. 

如果則因恰有一个素理想，所以 dim(R*> = 0. 根据命题1】.159, /? ■-模 
<a，《/(a 2 ) (和每个有限生成 R •-模一样）有有限长度《 (它的合成列的长度）.但引理 11. 160蕴 
涵 (a,6) 和它的子模 (a 2 ,b) 有相同的长度若尔当-赫尔 徳定理 说只有 (a 2 ,6) = (a,6) 时才有可 
能，这就迫使 ae(a 2 ，W: 存在 s，teR 使得 a = M *+rt _ 因元素 1 — sa 是单位（因为 （R, 

© 我们关于理想的记号不是一致的.由_个元索 a 生成的主理想有时记为 （0) , 有时记为》! . 
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m ) 是局部环〉.因此， _ a(l — sa 〉= r 6 6( W 给出 a €(6) £ q . 但 a = ar " 给出 • rGn , 与 m 是在 （ x > 
上极小的索理想矛盾. ■ 

我们现在把主理想定理推广到有限生成理想上. 

•定理 11. 162 ( 广义主 a 想定理1 设 7=( ai ，…， a ,) 是诺特坏 R 中的其理想，并设 p 是在 J 上 

极小的索理想，則 ht ( p >< n . 

证明在 P 上局部化命题的假设仍然成立，因此可以假定 R 是以 p 作为它的极大理想的局部环 • 
对用归纳法证明，基础步是主理想定理 •设 /= ( ai ，…, a » +l > ,用导致矛盾的方法，假 
定 ht ( p ) > n+l ：存在索链 

p = 办9… 

可以假定没有索理想严格地在，和灼之间，这是因为棋 p / Pl 有 ACC * 现在 7 SEP ! ，这是因为 P 是 
f 上的极小索理想.如有必要对 f 的生成元重新标号， 有 a t 任 V , • W 此 . 我们断言 P 
是包含 （ A ，巧）的唯索理想,不能有素理想 〆 使得 （ ai • pPep ' Ep (第二个包含关系成立是因为 
是 R 中唯一的极大理想），这是因为没有索理想严格地介于^和灼之间.所以在环中， 
P 的象是唯一的非零索理想.如此，它必定是诣零根，且因此根据习埋 11.39, 它是幂零的.存在 
整数 m 使得 ？ >" 1 £(« 1 ， | ) | >,因此有等式 

a ? = r , a , + b it r , eRyb t 6 Pi . i >2. (7) 

定义 •/= 现在 , 而根据归纳 假设，扒 不可能是在 _/ 上极小的素 

理想，因此存在索理想在 J 上 极小： 

J C qCp ,. 

现在对一切《•，根据（ 7 > 式， #€(〜,<*). 于是包含 （〜，<}> 的任一索理想 〆 必包含一切因此包 
含一切 a ,.， 且因此包含/•由于 p 是唯一的极大理想，因此 / Ep ' Gp •伹 p 是在 J 上极小的素理想， 
从而 P ' = P . 所以 P 是包含（叫， q > 的唯一索理想.如果 R * = R / q , 則 〆 = p / q 是在主理想 （ a | + q ) 
上极小的索理想.另一方面，因为 =2 ur 2{0 丨是索链.其中 W = p ,/ q , 从而 ht ( p *>>2 •这与 
主理想定理矛盾，证明 完成. ■ 

系 11. 163如果 J ? 是诺特坏，則每个索理想的高度有限，且因此 Spec ( R > 有 DCC . 

证明因为 R 是诺特环，每个索理想 p 都是有限生成的》比如 p = ( ai 但？)是在它自 
身上极小的索理想，因此定理 11. 162给出 ！《(?>>< it . ■ 

一个诺特环可能有无限克鲁尔维数，因为索链的长度可齙没有一致上界.我们将看到这种情况 
对局部环是不可能发生的. 

广义主理想定理限制了在一个理想上极小的索理想的 高度； 下一结果限制了仅仅包含一个理想 
的索理想的高度. 

系11_〗64设 R 是谋特环，设/=(叫，…， a «> 是 R 中的 * 想，并设 p 是 R 中包含/的素理想. 
如果 ht ( p / J ) 表示 P // 在中的高度，《 

ht ( p ) < ” + ht ( p ">. 

证明 SA = ht ( i »/ f )>0 用归纳法证明.如果 A = 0, 則习题 11. 76说 p 在 J 上是极小的，从 
而基础步是广义主理想定理.关于归纳步 A >0, p 在 f 上不是极 小的. 根据系 6. 120 中 

只有有限个极小素理想，从而习題 11. 76说只有有限个索理想在 J 上极小》比如 qi ，…, q ,. 因卩在 
了上不是极小的，对任意 i , 因此命题 6. 14说… Ud , ,从而存在 : y 满足对任意 


* 有 : y 磋 cii •定义 J = (7，： y >. 

我们现在证明在 K / J 中，•设 

是及 / J 中的 素链. 因存在满射环映射 R/J — K / J •把这个索链提升为 i ?/ J 中的 素链： 

现在 h J , J = U , y ) 不包含任一 q f . 但根据习理 11.76, 理想％"是/?/1中的极小索理想， 

从而久不是 R 中的极小索理想.所以存在以 D 起首、长度为 r +1 的索链.由此可知 r + l < A ，从 

因/ = ( f ，： y ) = ( fli ，…， 是由 n + 1 个元素生成的，归纳假设给出 
ht ( p )<» i + l + ht ( p //) 

= < n + l ) + < A - l )- n +/ i = if + ht ( p //). ■ 

在下一命题中，当我们说到一个理想/的生成集 X 为极小的时候，是指没有 X 的真子集能够生成 J . 
如果 （ R , m ， ife ) 是局部环，则 m / m 2 是 模； 即它是 A 上的向量 空间. 

命题 11. 165设 （ R ， m ,4) 是诺特局部环. 

( I ) 元索工丨 ，…， 形成关于 m 的极小生成集当且仅当 tt •集: r，-Xi + m 2 形成 m / m 2 的基 • 

(ii ) m 的任意两个极小生成集有相同的元素个教 • 

证明 （i ) 如果 a ，… ，々是关于 m 的极小生成集， 則 ； T ，- , x ； 张成向量空间 m / m 2 . 

如果 X . 是线性相关的，則有某个 < =乏>>/ ,其中 / j ^ k . 把这个等式提升到 m , 有 

x , 6 + m 2 • 于是，如果 13 = < 0 ^ * j ^ i > » 則 B + m 2 = m • 因此， 

/!*« 

m ( m / B ) = (B + m 2 )/B = m / B . 

根据 Nakayama 引理， m / B =<0), 从而 m = fJ •这与力 ，…，々是 极小生成集 矛盾. 所以 X •是线性 
无关的，因此它是 m / m 2 的基. 

反之，假定力 •，… ，: 《 rj 是 m / m 2 的基，其中彳- X ,- + m 2 . 如果定义 A = x rf 〉 ，则 

Ac m . 如果; y € m , 則: y * = 2 〆〆 ， ， 其中 〆 AUSoyeA + m * . 因此 m = A + m 2 , 且和 
上段一样， Nakayama 引理给出 m = A I 即 ，…， :《:«/生成 m . 如果;》;丨， …， 的一个真子集生成 m , 
则向量空间 m / m 2 可以由少于《/个元素生成，与 dim 4 ( m / m 2 > = «/矛盾. 

( II ) 任一极小生成集中元索的个数是 dim *( m / m 2 ). ■ 

定义如果 （ R ， m , t > 是诺特局部环，« m / m z 是《上有限維向量空间•记 
/ <( m ) = dim *( m / m *). 

命题 11. 165证明 m 的一切极小生成集有相同的元索个数，就是 〆 m >. 

系 11. 166 如果 （ R ， m > 是诺特局部环，« ht ( m > <声( 110 ，且 
dim ( R ) ^ p ( m ). 

证明如果 〆 m )= d , 则 m =(〜， …, 々） . 因 m 显然是在它自身上的极小索理想，定理 
11.162, 即广义主理想定理给出 hKmXJt〆 !!!）. 

如果 P 关 m 是 R 中的素理想，则任意索链 p = Po 2 Pl 2 …2 色 可以加长为长度是 A + 1 的索链 
9 … Q 所以 A ,从而 dim ( R ) = ht ( m > < j »( m ) • ■ 

定义正則局部环是相一个诺特局部环 （ R , m > 满足 
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显然每个域都是维数为 0 的正則局部环，每个 DVR 是维数为1的正則局部环.从定义并不清 
楚是否还有其他的例子.即将引人的正《序列的槪念使我们能够更好地了解正则局 部环. 回忆如果 
M 是 R - 模，则元素尺称为在 M 上正则 如果由 m — on 给出的映射 Af — Af 是单射，即 ow = 0蕴 

涵 m = 0 . 

定义设々，…，:^是交換坏及中的一个序列，如果 Q 在 M 上是正则的， x 2 在 M / CrpM 上是 
正則的， o : 3 在 M /( xp ： c 2 ) M 上是正 則的， •••，〜 在 M / Up …，4_丨）从上是正則的，則称序列 
x , ，… ，〜 为 Af - 正则序列.如果 M = R • «也称 x l 9 - 9 x m 为一个 /?- 序列. 

例如，如果尺=轧〜 ，…, x ,] 是域々上的多项式环，则易知〜， …, 是一个尺-序列. 

习题 11. 75给出一个序列的置换不是 /?- 序列的例子.然而，如果 R 是局部的，则一个序 
列的每个置换也是 /?- 序列（见 Bruns - Herzog 所著的 《 Cohen~Macaulay Rings 》， 5页） • 

广义主理想定理给出了素理想的高度的 上界； 下一引理给出一个下界. 

引理 11. 167设是交換坏. 

( I >如果 x 6尺不是零因子， 則 x 不在极小素理想中. 

(11>如果 P 是 K 中的素理想而 x 6 p 不是零因子，則 

ht ( p /( x » + l < ht ( p).e 

( ill ) 如果尺中的一个素理想 P 包含一个序列 X|, …， Xrf ，則 
d < ht ( p ). 

证明 （I ) 假定相反， P 是包含: r 的非零极小素理想.现在是环，它只有一个非零素理 
想，就是它必是诣零根.于是: r / l * p p 中的每个元素一样是幂零的.如果在心中，/1 = 0, 
则存在 P (从而使得 (jar =0，与 * r 不是零 W 子矛盾. 

( II >如果= hKp / U 〉）• 别存在 R / U ) 中的 素链： 

p /( x ) 5 p */( x ). 

把它提升回到 尺， 有素链|>2灼2 …; 且办 2( x ). 因 * r 不是零因子， （ 丨） 说以不是极小索理 
想. 所以存在索理想外 41 真包含在九中，这表明 ht ( p>>A + l . 

( Ml > 对用归纳法证明 • 关于基础步 d=l ,假设相反， ht (妁=0»則？)是极小素理想，与 
( I ) 矛盾. 关于归纳步， （ J ) 给出！《(!>/(々）> + l < ht ( p ). 现在根据习题11.79(||),?)/( <2 ： 1 )包 
含一个序列: r 2 + ( xi> •…, Xrf + CrP ，从而归纳假设给出 d — lghUp / h )〉. 所以 （ II > 
给出 </< ht ( p ). ■ 

命题 H . 168设是诺特局 部环. 如果 m 可以由一个 i ?- 序列工丨，•••，々生成，則尺是正 
則局部环且 

d = dim ( i ?) = p ( m ). 

注我们立刻要证明它 的逆： 在正則局部坏中，板大理想可由一个 R - 序列生成. 

证明考虑不等式 

d < ht ( m ) ^ d . 

第一个不等式成立是根据引理 11. 167,第二个是根据系 11. 166，第三个是根据命题 11.165. 由此， 


© 实际上有等式 


ht(p/(x)) + 1 = ht(p). 
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所有的不等式事实上群是等式，因为 dim ( R ) = ht ( m ) ，从而得到本命题. _ 

例 11. 169设6是域并设，…，: rj ] 是 r 个变童 q ，…， x r 的形式幂级数环.回忆元素 
/€尺是序列 

/= (/ o ，/ l ，, 2 ，•••，,!•，•••>， 

其中人 是礼七，••••；]中全次数为 n 的齐次多项式，乘法定义为 

(/ o ，/ l ，/2，•••）（《()，器 1，度2，."> = (^0*^1 ，办2,…〉， 

其中 A » = f /, 名广 我们断言 R 是有极大理想 m = ( 心 ，…，: t r ) 和剩余域 * 的局 部环. 首先， K/mS 
k ,从而 mjk 极大 理想. 为证明 m 是唯一的极大理想，只需 证明： 如果且 /€ m , 则/是单 
位•现在/€ m 当且仅当/ 0 ^0,我们现在证明/是单位当且仅当/ 0 关 0. 如果众=1 ,则 
/ogo = l • 从而 / o 关反之，如果 / o ^ O , 則可以由（/ 0 ,/ 2 , •••>(««),&, * 2 , •••) = 1 递归地 
解出 《„， 如果定义 g = (.go tgi •git —). 则有 fe = l - 

习题 11.83 证明环 R 是诺特环.但 R /( A , …,: Ci - P 同构于*[0,...,之,]] . 所以它是整环， 
从而 Z , 是》/(々 ，… ，: e — O 上的正则元素.由于: r !,"* ,1,是一个 R - 序列，因此命理 11. 168证明 
jtJ ] 是正则局 部环. ■ 

下一引理为归纳法做准备. 

引理 11. 170 设 （ R , m ,«) 是诺特局部环. ^ itxem - m 2 . 

( I >如果+ ( x ) ，…， or , + ( 是 m / xm 的极小生成集 ， W j ： i ，…， ： r , 是 m 的极小生成集 • 

( II ) 

/ i ( nt / xtn ) ™ ^( m ) — 1. 

证明 （I ) 记 R = R /( x ) , in = m/xm , 对一切 r , r — r +( x ). 如果々 t — tx , 生成 m , 
设 y em • 则；- SrM ,, 其中 〆 , e * • 提升到 j ? 得 y — Sm . €( x ). 其中 〆, = ri + m • 所以 
存在 r 6 R 使得 ; y = rr + S > f : r f . 

为证明极小性，命题 11. 165说只 S 证明陪集 i •=：«：+ m 2 . z/Hi + m 2 形成 m / m 2 的基. 因为 
x , 々 a :, 生成 m , 所以这些元素张成 m / m 2 . 为证明线性无关，假定 a ' x * + 2 a ' jX ： =0 ,其中 
a ', a ', €*. 提升到 R , 有 

ax + £ a , x , 6 m 2 , (8) 

我们需要证明 a , d , (因为在 * = K / m 中必有 a ',<=0> . 在《 =似(文> 中，这个关系变成 

em 2 . 

由于 L ，•••，；?，是 IH / iH 2 的基，对一切 i 有 a 〗=0» 即对一切 6 rn . 由(8> 式 ，ar em 2 . 因 _ r 任 
m 2 , 所以正如所要的 a em . 

(i ) 从 （丨） 立即可得. ■ 

引理 11. 171设 （ R , m ) 是正則局部坏.如果 ： em - m 2 , « 是正則的且 di m ( R /( j ：)> = 

dim (/?) — 1 . 

证明因尺是正则的，有 dim ( i ?)= 〆 !!!）•先注意 dim ( J ?> = ht ( m ). 我们需要证明 ht ( m •) = 
其中 m * = m /( x ). 根据系 11. 164, ht ( m ) < ht ( m * )4-1. 因此， 
ht ( m)-l < ht ( m *) 



^ /iCm* ) 

= 〆 m > — 1 
=ht(m) — 1. 

倒数第二个等式是引理 11.170; 最后一个等式成立是因为 R 是正則的.所以 dim ( J?M = ht ( m *) = 
从而 R *= J ?/(: r ) 是正则的且 dim ( R /(: c >> = dim ( R )- l . ■ 

我们现在要证明 正則局 部环是整环，然后用它证明命题 11. 168的逆. 

命题 11. 〗72每个正《局部环都是整坏. 

证明对 = dim ( R ) 用归纳法证明.如果4 = 0,則根据习題 11.78, R 是域. 如果 d >0, 设 
Pm •••，?>,是 K 中的极小索理想（根据系 6* 120,只有有限个这样的索理 想〉. 如果 U “_ UP ,, 则 
命题 6. 14给出 me p ,+ • 因为 d = ht ( m )>0, 这是不可能出现的•所以存在 x € m - m 2 满足对一切 
«• -r « Pi - 根据引理 11. 171, R /(_ r ) 是维数为 d -. l 的正 則环. 归纳假设给出 R / ix ) 是整环， 因此 
(: c ) 是素 理想. 由此 Cr ) 包含一个极小索 理想； 比如 !>,. e (: r >. 

如果灼= 0 ,则 {0} 是素理想且 J ? 是 整环. 因此可以假定 p , •关彳 0} • 对每个非零 : y ，存在 

r 使得 y = rx . W j ： € P , • 有 r 6 Pi ，从而 y 6 xp ,. 于是 ，趴 S G mp , ••由于反包含 mj >,' G 
P . 恒成立，有 Pi = mp ,. 现在运用 Nakayama 引理得 p ,=<0> , 产生矛盾. ■ 

命題 11. 173诺特局部环 ( R . m . k ) 是正則的当且仅电 m 是由一个 R - 序列，…,生成的. 
此外，在这种情形下， 

d = ^( m ). 

证明在命 Bill. 168 中，我们已经证明了充 分性. 如果 J? 是正剿的，則对 《/>丨 用归纳法证明 
所要的结果.其中 d = dim(R) . 基础步成立是因为 R 是整环，从而 j ： 是正则 元索, 即 I 不是零因 
子. 关于归纳步，根据引理 11.171, 环 R/U) 是维敫为 rf_l 的正 则环. 所以它的极大理想由 
<R/<;r)) - 序列; rf ,•••,：«：』 ] 生成.根据引理 11. 170, m 的一个极小生成集是 ，…, 最后， 
因为 z 不是零因子，所以根据习題 11.79 ( I ) 这是一个 /?- 序列. _ 

我们现在用整体维数来刻 W 正則局部环. 

引理 11. 174设 （ R , m 4) 是局部环.如果 A 是 K - 模且 /^( A ) _ 又如果： cCm 是 A - 正則 

的 ， JW pd (, A / xA ) = n + 1 . 

证明因: r 是 A - 正則的，存在正合列 

0 -* A A -► A/xA -*■ 0, 

其中卜迎.根据引理 11.147, 有 A /( A /; rA > < n+l . 

考虑用*作张置积形成的长正合列的一 部分： 

0 = Tor * +1 ( A ,*) — Torf +1 CA / o : A ,*) ^- Tor *( A ,*) ~ ■ Torf ( A ,*). 

现在根据引理11.155,/^(八><"当且仅当1'«»? +1 (為,《 =<0},从而第一项是 <0}.诱导映射（叫）， 
是乘芯然而，如果 〆 x 丨4 — A 是乘 I ， 则蕴涵 //i =0 ,所以 （ ft 山 ， (//*)• =0. 现在正 
合性给出3: 是 同构 . W pd ( A ) = n , 有 Torf ( A ，《 关{0} ，从而 
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证明因 K 是正則的，命题 11.173 说 m 可以由 R - 序列:^，…， x < i 生成. 对模 R,R/UO, 
R/(.xi ,x 2 },••• ,R/(.xi , — , x rf ) = R/m = 4 运用引理 11.174 可知 〆 ( A > = 根据命題 11. 168, d = 

//( m ) = dim ( R ). 另一方面，定理 11.157 < H ) 给出 d =pd(.k) = D ( J ?) • _ 

证明命题 11.175 的逆，即有有限整体维数的诺特局部环是正則的比较困难. 

引理 11.176 设是有有整体单教的诺特局部环.如果 〆 m >< D ( R ) 且 D ( R)<d ， 
其中 d 是 m 中最长序列的长度，是正则局部坏. 

证明根据系 _11.16 6 , dim < R > <声(110 _根据假设 〆 m ) < ZXR ) < ,而引理 11. 16 7 给出 

ht ( m > = dim ( i ?> . 所以 dim ( K > = 〆 !■!), 因此 R 是局部正 則环. ■ 

设 R 是诺特环，设 M 是有限生成 R - 模，并设 I 是满足 Mi # M 的 理想. 根据习题 11.82, 7 包 
含一个最长 M - 序列（这样的序列常叫做 / 中的极大 M - 序 列）. 我们要证明，给定一个理想 J 和一 
个有限生成 R - 模 M , / 中的一切极大序列的长度相等. 

定义 如果 R 是交 換坏， 則非零 R - 模8的一个相伴索理想是指形如 ann (« 的素《想，其中 
*6 B 是非零元素_ 

引理〗 1.177 设 B 是诺特坏 K 上的非零有限生成模 . 

(I ) T (. B ) = { ann (6) 且 6 关 0} 中的板大元素是 B 的相伴索理想. 

( II ) 存在 B 的有限个相伟素理想，比如 Pl ，-, p , ,使得 
Z(B) = PiU … U P , ， 

其中 2( B > = [ r ^ Ri 有某个非零 6 使得 r 6 = 0}. 

证明 （i ) 因为 R 是诺特环，所以理想的集合 _ F ( B ) 有极大元索.设 ann ( 6 ) 是这样的极大元 
索. 假设 n € ann < 6 > ,其中'“ 6 »而》" € ann ( fr ) •现在 ann ( WGann ( r6 > ,这是因为如果 uft = 0 , 
則 u ( rb ) = 0 , 由极大件， ann ( 6 ) = ann ( r6 ). 因此 ， i 6ann ( rA ) 蕴涵 5 6ann ( 6 ) , 从而 ann(W 是索 
理想. 

( IO 对毎个 r 6 Z ( B > , 存在非零使得 4 = 0 , 即 Z ( B >» y ann (6> •如果记分 ( B ) 
中的极大元索的集合为坝.则 Z ( B )= lJl >, 这是 W 为每个 ann (6> 67( B ) 包含在一个极大元 
索中. 

只需证明诹是有限的_定义 B ' = <6 iarni («€3 n >. 现在 B ' 是有限生成的，这是因为 R 是诺特环 
蕴涵有限生成 R - 模的每个子模是有限生成的 t 设 B ' = Gp ...,*,〉 ， 并记《»1(匕）为趴 . 假定存在 q 
= . 其中对《_ = 1 •…， ”為关 6,.. 由于％ 6 B ', 存在 GR 使得6 0 = 丸. 由此，如 
果广€ f ) P , ,则沁 0 = 0，即门 Pi £ ann (6 0 ) = P - Hq 是索理想，命题 6 . I 3 给出某个，•使得 p ; 
SO - 由于 P , •是 ，( B ) 中的极大元素，因此正如所要 Wq = Pi . ■ 

注 一个 模 B 的一切相伴索埋想的集合 Ass ( B ) 在更深入的讨论中很畫要[坝可能是 
Ass ( B ) 的真子集].例如，它和准素分解有关（见 Matsumura 所著的 《Commutative Ring 
Theory 》， 39〜42 頁）. 

下一引理推广了如下的 事实： 如果 （ m ，《) = 1 ， 则 Hom z ( H ) =<0). 

引理 11. 178设是交換坏，并设 A 和 B 是 R - 模. 

( I ) 如果 ann ( A ) 包含一个 B -正埘 元素，则 Hom ^( A f B ) ={0} . 
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(ii ) 反之，设 R 是诺特环，并设 A 和 B 都是有限生成尺-模.如果 Ho m /? ( A ， B ) ={0} ,則 
ann ( A ) 包含一个 B - 正財元素. 

证明 （ I >如果 r € arm ( A ) ,则对一切 a 6 A , ra = 0. 因此对一切/ € Hom / A . B ) ，有 
0 =/( m ) = •另一方面，如果 r 是 B - 正則元素，则 r / U > = 0蕴涵 / U )=0, 因此 /=()• 

(il ) 假定相反， ann ( A > 不包含正则 元素； 即 ami ( A > Q 2( B ) • 根据引理 11. 177,存在 B 的 
有限个相伴素理想，比如 Pi ，•"，？，，使得 ann ( A ) GZ ( B ) = Pi U … UP , ，因此命题 6. 14说存在 
某个 P = 使得 ann ( A ) C p . 

假设 A p =<0}. 如果 A = ，…,化〉 • 则根据命题 11.25, 存在 d , g P 使得内化= 0.因 p 是 

素理想，<7 = … a n 任 p •但 6 annA — / C p ,这是-•个矛盾.所以 ^{0}. 

我们证明 Honv ^/^ B ) 关⑼.根据引理 11.32, 只箱证明三 Hom ^ ( A p , B p ) 乒⑹.于 
是可以假定 CR.p.k) 是有极大理想 p 和剩余域 ▲ 的局 部环. 现在存在元素6 使得 ann ⑻= p ,从而 
<6> ^ R/p =々•因此存在非零映射屮•是 —B (取1 »-6> • W 、尹 {0} , Nakayama 引理给出 
A / pA ^{0}. 伹 A / pA 是 A 上的非零向量空 N , 从而存在非零映射 A / pA - fc . 把这个映射和映射史 
复合得非零映射 A — B ，因此 Hom R (A 9 B) #{0} . _ 

引理 H . 179设 R 是交換环，设 A 和 B 都是只-模，并设工 | ,〜，0： || 是抓11(八>中的月-序列.如 
果 f = (A ，••••!：,〉，則 

Hom R ( A , B / IB ) ^ Ext ^( A . B ). 

证明对 n >0 用归纳法证明.在 n = 0 的情形我们定义 f ={0 h 从而基础步成立.现在假定 
x x • ••• »x w+ i flr ann(A) 中的 序列， /■ (x! •… ， 心 + 丨 ） t J ■■ ( x \ »••• 9 x m ). 先注意存在正合列 0 —B 
, 这是《为々娃 B 上的正则 元素. 考虑长正合列的一部分，其中：是乘 

Extj ^( A « B ) —'—► ExtJ ^(>\« B ) Extjf ( A 9 B / xiB ) Extft +, ( A * B ) ― ExtJ +1 ( A * B ). 

因 A 6 arm ( A ) ，诱导映射々•是零映射，且存在短正合列 

0 — ExtS ( A , B ) — ExtJ ( A , B / x , B ) ^- ExtJ 4 l ( A , B ) — 0. 

根据归纳法， Hom R ( A . B // B ) ^ Ex 戌 ( A 』〉 •乘 x . + , 的映射 B/JB - B / JB 是单射，这是因为 
是止蝌的，又 Hom R < A ,) 的左正合性 ff . 明（1, +1 > ,是单射出1^(八，3/川> — 
Hom R ( A , B / JB ). 另一方面， ( x ,, +1 ). M 零映射，这是因为 jv „ 6 ann ( A ). 丙此， Hom R iA , B / JB )= 
<0> , ExtJ ( A , B ) = {0). 所以 3«£«备（/\,3/々8)—£义戌 +1 (八，8)是同构. 根据归纳法，如果 B ' = 
B / x\B , Jlj HoniR ( A ， BV ( a ： 2 ， …， iii+i ) = Extj (( AfB / j ： iB ) . (B 

B 7( a - 2 ,-, x ll +1 ) B , ^ ( B / x , B )/(/ B / x , B ) ^ B / IB . 

因此 Hom ^ CA . B / ZB ) ^ ExtJ ( A , B/xi B ). 由此正如所要的有 Hom R ( A 9 B / IB ) ^ ExtJ +1 M ， B ) • 

■ 

下面的结果属于里斯. 

命题 11. 180 设/?是交換诺特坏， B 是有限生成 i ?- 模， J 是满足的理想.則 J 中的一 
切极大 B - 序列有相同的长度，比如 g ， 其中 

g = min{i * Extj ? CR //, B ) { 0 }}. 

证明设 a ： i ，•”，^是 f 中的极大 B - 序列•对一切 i = 1，2,…， g ，定义 f , = ( o : 丨= 
{0}). 现在是正則元素，因为 ann ( i ?/ J > = J , • 因此由引理 11. 179, 
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ExtJT 1 CK //. B ) ^ Hora R (/?//, B // f B ) ={0}. 

另一方面，因心 ，…， :^是 J 中的极大序列，理想 f 不包含正则元索.于是引理 11. 178 
给出 

Ext |( R //, J 3) ^ Hom R ( R /^{0}. ■ 

定义如果 K 是诺特环， B 是有限生成尺-«, /是满足 B 的理想，則 B 在/中的等级 

是指 

GU 9 B) = I 中极大 B - 序列的长度. 

如果 （ K , m ) 是诺特局部环，則称 G ( m , B ) 为 B 的 深度： 

depth ( B ) = G ( m * B ). 

引理11.176中的数3是€^办(尺>. 

命題 H . 181 (奧斯兰徳-布麟斯包 Ml 设是诺特局部环，并设 B 是有限生成 
模且 pd(B) = n<oo ， 則 

A ^ CB ) + depth ( B ) = depth ( R ). 

证明对" =/«/( B )>0 用 O 纳法 证明. 如果 n = 0, 则 B 是有限生成投射 K - 棋，从而根据命 
@11.23, B 是自由的.因此 B 兰 其中 从而对一切 Ex $( i , B)S 

R) • 由此，正如所要的 dcpth ( B ) = depth ( R ) • 

关于归纳步，存在正合列 

0 —B-*0, 

其中 F 是有限生成自由 K - 模.长正合列是 

Extfe (*, F ) — Ext' R (k,B) -* Extfe " (k,0) — Extj * +, (*, F ). 
根据引理11.178,£*喵(*,/0 = Hom , e (*. F ) ={0} , WFilfi 由的，对一切 f > 0 , ExtjjU ， F > ■ 
{0}. 所以对•-切 fSO . Extjja . B ) 兰 由此 

depth ( A ) = depth ( B ) + 1. 

因所以 B 不是投射的，从而/ ^03) = ” 一丨.根据归 纳法， M (0)+ d e pth ( fl > = 
depth ( R ). 所以， • 

depth ( R ) = pd(.(l) + depth ( fl > 

= pd(Q) + 1 + depth ( fl ) — 1 

- pd(.B) + depth ( B ). ■ 

系 11.182 如果 （ R , m ) 是诺特局部环且有有限整体维数，則 
D(R) < depth (/7). 

证明根据命 011.181, 对每个有限生成《-模妨，/*/(/1«< 1 1叩》1>(尺）.但根据定理11.134, 
O(R) = sup{pd(M) : M 是有限生成的 } ,因此 D ( l ?) < depthCK ). ■ 

为完成正则局部环的 同澜刻 赒下的是建立引理 11.176 中的第二个不等 式： 〆 m ) < DCR ). 
回忆定理 11. 157表明 D ( R ) = 〆 (《).如果记 s = ； u ( m >， 我们通过对4的科斯居尔 （ Koszul ) 复形 
和 A 的板小分解进行比较来证明 s . 我们所展示的只是 Serre 在《 Alg 6 b re Locale ： 

Multiplicity 》112-116 页中所做的 M 述的一个更详尽的形式 • 

如果 /iA — B 是 R - 模的映射，设 7=/® l * >A@ K k^B0gk. 回忆用 A 对短正合列 0 —m 



K — A 0 作张量积，易知 A = A/*nA • 在这个等同下，/ :a + mA 卜 /( a ) + mB . 

引理 11. 183设（尺, m ， 幻是诺特局 部环， 设 /:A — B 是有限生成尺-模的映射，并设 
(I >了是满射当且仅当/是满射. 

(II ) 如果附加 A 和 B 都是自由 i ?- 模，則7是单射蘊涵/是（分裂）单射. 

证明（丨）如果7是满射，用々对正合列 A — coker /— 0作张撤积得正合列 

A ®Rk B ®Rk -*• (coker/) ®rA — 0. 

因 / 是满射， ( coker /)® K k ={01 但 （ coker /)= coker // mcoker / , 从而 coker / = mcoker /. 现 
在因为 B 是有限生成的，所以 coker / 是有限生成的，从而 Nakayama 引理给出 cok er /={0 h 8卩/是 
满射. 

反之，因 ® R A 是右正合的，/是满射瘙涵7是满射. 

(B) 假定7是单射.设々，•••,&是 A 的基，并对 i= 1, …, t 设 6,. =/(々）•因7是单射，元 
素 5; = 6 ,. + mB 在 B/mB 中线性无关，因此它们可以扩张为一 个基： 存在 c, ，…, c, 使得呙，…， 
，C| ，••• ，c, 是 B/mB 的基.如同命® 11. 23的证明那样，应用 Nakayama 引理可以证明6 丨，…， 6,, 
fi， …， f, 是 B 的基•如果我们定义 A: B-A 为•和/ >( C; > =0 ,可知 A /=1 a , 因此/是 
单射. ■ 

定义 设 （ J ?, m ,« 是送特 局部环•如果 R - 模的块射 /: A-*B 满足 ker /£ m / l , 則称/ 为极小 
的 • 

于是引理说，如果是极小的，其中 A 和 B 都是秩有限的自由 R - 棋，则 — B 是 
单射 ffi 涵/是单射. 

定义设 （ R , m ,4) 是诺特局部环，并设 A 是有限生成 K - 模•如果一个自由分解 
d, d, d„ 

..._► l z - »L, - ► - - A-*0 

对一切 ”>0 满足 L , 都是 有限生 成的丑 kerAG ml ^ ，即一切之都是极小的，則称该&由分解为 
极小分解. 

命 SS U . 184设 （ R , m ,« 是诺特扃部》 • 每个有限生成 R - 模 A 都有极小 分解. 

证明因 A 是有限生成的，它有极小生成集，比如 ，…, aj •设 L D 是以 < ei ，…， ej 为基的 
自由模，并定义禹《4— A 为对一切 i , «/«»(*,• > =<«,•• 在命埋 11.23 的证明中我们知道£ 
l " L 0 ,因此禹是极 小的. 因 K 是诺特环， ker 木是有限生成的，从而这个构造可以 迭代. 于是，用 
归纳法可证明存在 A 的极小分解. _ 

命麵 11. 185设 （ R , m , t ) 是诺特局部环，设 A 是有限生成 R - 模，并设 
dj d x d 0 

…一 L 2 - ► Lj - ► Lo - - A 0 

是极小分解. M 对 一切: >0, 

Torf ( A , ife ) 

所以， 

rank(Torf ( A , A )) = rank ( L f ). 

证明从极小分解中删去 A 得复形 1^; 用 A 对1^作张量积得复形 
-- 一 3, _ 3, _ 

l a --- **^1 - *• L 0 — 0. 



现在对 每个“ inW (+1 = ker ^ ^ mL , S 涵忒 = 0 ， 因此对一切 i^O 9 H f ( L A ) ^ L t . 另一方面， L A = 
L a ® R k , 因此 Tor 的定义给出 H ,( L a ® M ) = Toif ( A ，々> • 所以 Toif ( A ,« ^1, ^ VmL ,. _ 

我们作一个初步 考察. 如果是诺特局部环而 M 是尺-模，则我们已经知道 M/mM 兰 
M® R k I 记 M / mM 为 M . 映射炉： Af — ]^诱导出映射歹：硕为 
歹：《+ + mA^j 

如果 f 满足附加条件 in^dniVf ,脚存在第二个诱导映射旁： M / mM — mJW / m 2 Af ， 它由 
乡 ( m + mM ) =炉 ( M ) + m 2 ^ 

给出 • 

引理 11. 186设是局部环，设 A 是有限生成 R - 模，并设 
d t d t d 0 

— -♦ L 2 - ► L ] - ► /- 0 - ► A -*■ 0 


是 A 的极小分解.如果 ••• — 


-A — 0是复形*足 


-* 是单射 t 

W 对一切 > O . rank ( Mp ) < rank ( L ^) = rank ( TorJ ( A .*)). 

证明我们要证明每个同构于的一个直 和项. 根据定理 10.46, 即比较定理，存在映射 
/p 使得下围 交换： 


► M, -^*-A - 

► /.. -^A - 


所以 只需找到满射仏 I 因仏是自由的，从而是投射的，于是就和的一个直和项 
同构.我们断言如果：^|沿 #1 --1： >1 是单射，耶么就存在这样$映射现在和都是 A 上的 
向量 空间， 因此 子空间 的直 和项； 即存^ (必 然是）满射 yir , 一 使得 
yf f =1*5,- 设 jt 1 %— 和 " E p 是自然映射（认为沿,= A^/mMp 和 r , = i ^/ mjL p ), 并 

考虑图 



因4是自由的，存在心使得》«> =泎；即 1 = 7*. 因此匕是满射，从而根据引理 11. 183, 是满射 • 
剩下的是对 X>>0 用归纳法证明陈述中列出的条件蕴涵每个7；都是单射.关于基础步 ，禹 八= 
e 蘊涵不 J。 =〗•根据假设， Z 和忑都是单射.然而引理 11. 183( I ) 证明两者都是同构，这是因为 e 
和禹都是满射.由此 A 是单射（亊实上，它甚至是同构〉. 

关于归纳步，考虑下面的交换图. 





4 

因 L . 是复形，有 inu ^ £ ker ^-, » 因 L . 是极小分解，有 ker ^^, c mL f ^i s 因此映射七有定 
义.根据归纳假设 ，^- i 是单射；因此是单射，这是因为根据假设是单射. 所 aaj P 
是单射，这蘊涵&是 单射. ■ 

我们将看到下面的复形 M . 满足引理 11. 186中的条件. 

定义设力 ，… ，: r , 是交换环 R 中元索的 序列. 定义科斯居尔复形 MU , ，… ， i ,>, 如下, 

M(jj = /\ P (F), 

其中 f 是以为基的自由 R - 模. 定义微分 D p I y \^( F ) —八卜 hF 〉 为 
°i ( S f i e - ) = 2 C i X ' » 

* a | 

其中对一切 I , q € 只（从而 D ,(^) « a ：,), 并对/ »>1 , 

D〆 ％ A … A 〜〉 = 容 (一1广 1 x^i t A … Aii , 

如果 A 是 R -模，定义科■居尔复形 MQp …，： r ,, A ). 为 

M(jt! , — ,x,,A) . = A ， ―, x,).. 

我们把 Dp-i D ^ = 0 的简单计算留给读者，它和引理 10. 114的证明 类似. 于是科斯居尔复形确 
实是一个复形. 

注意 / V ( F > = 況和 inu ^ =/,其中 7=(6 •…, j ：,). —般来说，科斯居尔复形不是无圈的 t 即 
它不是一个 it 合列.然而，如果 A , •••,;«:, 是 R - 序列.则增加 S 然映射 e | - R / J 给出 K/f 

的自由分解（见 Bruns-Herzog 所著的 < Cohen-Macaulay Rings }, 49页> , 

考察•，: r ,，4). 的第 p 项，根据定义它是 Wf ■是自由的且秩为 s , 从定理 
9.140, 即二项式定理可知八 " F ) 是自由的且秩为因此八 " F ) 是*上的(^)维向量空 
间.于*.如果我们如同引理丨 1.186 那样记八〃 （ F ) 为 • WU ® R 八〃是死 . 

如果 々，… ，: r , 是 m 的极小生成集，则命 S 11.165 说 a •，… ，: r ,* 是 m / m 2 的基，其中 r ,.* = 
x , + m 2 . 如果 M 是 R - 模，则存在同构,它由 

给出，其中巧 eM ' •如果 pi M — 有 imps mM , 的性质，則 VKu ) =, 其中•把 
V ' M/mM — mM 7 m 2 M , 和上面的同构结合起来使得我们可以认为 f > M / mM -* ( m / m 2 ) ® R M ', 

V '« + + m 2 ^ = 2 x i t,， i + ® v]. 

引理 11. 187 设 （ R ， m ，4> 是诺特局部坏，并设 j ：| 是 m 的极小生成集，則科斯居尔复形 

，…，工,>.滿足引理 1 L 186中的 条件. 





证明首先，科斯居尔复形的每个项 A ^=~( F ) 是有限生成自由 R - 模. 其次，定义 ♦为 
自然映射.因 k « e = m , 根据引理 11. 183,映射 i 是单射.关于第三个条件，回忆关于 D p 
/ V _1 ( F ) 的公式（其中 F 是以 n ，••• 〆 ，为基的自由 /?- 棋）： 

八 … A —A« ir A —Ae,,- 

r-l 

因子 A 的出现迫使每个项，从而整个和进人 . 

最后，如果=八〃（们和=八卜 VF ) ,我们证明由 

D p (.u + mMp ) = D 声(“）+ m 2 Mp -, 

给出的 SpiAVmJV ^^ mAfb / n ^ AVi 是单射.回忆如果 q 心是自由模 F 的基，则 

的一个基是一切 q 的集合，其中1=“ <〜< i P 是递增表且 q = qA _» A«, v •如果“= 

S «<«； -我们可以假定幻对每个递增表丨都有定义（某些 0 |可能是 0). 现在对指标的每个沪元 

组心 ，…， b (不必递增，且指标可以重复）定义町 •如果 某个指标是重复的，令幻= 0;如果 /' 是 

对《/中的两个指标得到的，则令 q =- a ,-. 用这个记号，我们可以重写 D , 的 公式： 

D p (“） = D a (2« i «/) 

/ 

其中,是递增户一1<^表，丛 =),4 ，…, V !.注意叩.或者是0,或者是±<«,,其 

中/是重推） L 得到的递增表.现在假定“ = ^ a , e , i mM „ i 即在 Mp / mM , 中， u + mM p 关 0 .因 

/ 

各个的基，必有某 个町任 m ; 即 q 是 R 中的 单位. 如果 J =6< m < i p , 定义）= «、* 
L = ‘2 < …< ip • e L 的系数<»从 =* a / 不在 m 中， 因此在中^ ° (因为各个 q 形成 
Mp-i 的基〉.在同构 mM p ^,/ m 2 Mp _ 1 ★ ( m / m 2 > 下， 

o P (u) = 2 :/ ® E^Lf 

i-t I - 

其中 a ：/ = x ; + m . Wx ,' ，… , or , •是 m / m 2 的基，一个元索乏>/ ® V> =0当且仅当每个巧= 0 •所 
以，如 果“任 mM p ,则 + ,因此6,是 单射. _ 

命 IS 11. 188如果 （ R , m ,4) 是整体维数 D ( R ) 有限的诺特局部环，則 
/ i ( m ) < D(.R). 

证明设* = 〆 !《>.并设是 m 的极小生成集.则根据引理 11. 186, 
rank ( M ( xi » —» x ,)^) ^ rank ( TorJ ( m >. 

现在 M ( x , ，…, =八 " F >, 其中 F 是以 t ” …， t , 为基的自由 R - 模，因此 rankCMCx ,,-,^^) = 
rank ( 八， ( f ))=(;) 和 

( rank ( TorJ ( ife * ife )). 

、 b f 
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所以 1 < rank ( Torf (*,*)) ,从而 Torf (*,*) ^ <0}. 但引理 11. 155给出 
pd(.k) = max <p ' TorJ ( i . i ) ^ {0}}, 

因此根据系 11.156, = D ( R ). ■ 

定理 11. 189 { 塞尔）诺特局部环 i ? 是正 《 的当且仅当 D ( R > 有限. 

证明引理 11.176 中这个定理简化为验证两个不等式.这两个不等式在系 11.182 和命题 
11. 188中已经 证明. _ 

系 11. 190 如果是正則局部冧，又如果 p 是 R 中的素理想，則 Kp 也是正則局部环. 

证明因 P 是素理想 ，局部 化]? , 是局部环：因为 i ? 是诺特环，它也是诺特环•在命题 11.154 
中，我们知道•所以根据塞尔定理正则局部环. ■ 

我们现在证明每个正則局部环都是 UFD , 先从儿个初等引理开始. 

引理 11. 191如果 K 是诺特整环，則 R 是 UFD 当且仅当高度为1的每个素 a 想都是主理想. 
证明设 R 是 UFD , 并设 D 是高度为1的素 理想. 如果 a 非零，则。=/>?… />：；■ ,其中 A 
是不可约的且 *<>1. Wp 是索的，必有一个因子， 比如巧 当然》匕£?.但根据命题6.17, 
Rpj 是素理想，因为 ht ( p ) = 1 , 所以 Rpj = p. 

反之，是诺特环，引理 6. 18表明 J ? 中的每个非零非单位元索都是不可约元索的积，从而 
命题 6. 17说这巳足以证明对每个不可约元索》6».佐是索理想.选取在 ftr 上极小的素理 想？) •根 
据主理想定理，即定理 11. 161,有 ht < p ) = l . W 此命题假设给出对某个 a eR 有？>=你•所以有某 
个 “6 R 使得 》 r = 如. 因 tt 是不可约的，“必是单位，因此，正如所要的枷 =Ra = p . ■ 

引理 11. 192设 R 是诺特整坏，设是非零元素且 Ki •是索理想，记 S -1 R 为其中 
S = U " in > 0} •則 R 是 UFD S 且仅当 & 是 UFD . 

证明必要性的证明留给读者作为练习.关于充分性，假定 Ri 是 UFD . 设 p 是 R 中高度为1 
的索 理想. 如果： ep , »J Rr c p ,又因 ht ( p ) = 1 ,必有 Rr =p (因为 i ? x 是索理想），所以在这 
种情形下 D 是主理想_我们现在可以假定 P * 即 SO P = 0. 由此 . 是中高度为1的索 
理想， W 此根据假设它是主理 fe . 因为 _ r 是 Ri 中的单位，存在某个和使得 pR , = 
R x ( aAr ») = R ia . 我们可以假定 a $ Rr . 如果<« = < 2 1 :和 < 1 | 任 Kr ,则闪 Rp = R , a ( ,可 以用屮 
替换 a . 如果…=“2文和 〜 «Rr ,则，可以用 々替换 如果这个过程不终止，则 
对一切 ， 存在等式 = a „ + l j ：, 这就形成一个递增序列 S Ra s =因 R 是诺特环， 
有某个 m 使得 Ra m — Ra m+i . W 此有某个 r 色尺使得 a ^ + 丨 = m m 和〜= a m+i x = ra m x .因 R 是 
整环，丨 = rx i 于是; r 是单位，与 Rr 是素理想（因此是真 理想〉 矛盾.显然办£ p 丨我们断言 
Ra = p . 如果6 61 > ,则在&中6 = < r /： r">a ,其中/"€尺和 因此在 R 中= nj . 选取 m 
极小. 如果 / n >0, 則 ra = j ：”6^2 r ; 因 Rr 是索理想.或者 r € Rr 或者 a 6 Rr •但因 S fl P = 0， 
所以 a 硭 Rx , 从而 r = or ' 由于 R 是整环，这给出 f' a = x " _1 6 , 与 m 的极小性矛盾.由此可知 
m = 0 . 因此 p = 是主 理想. 现在引理 11. 191证明 R 是 UFD . ■ 

下面的初等引理当局部化理想是素理想时为真，然而我们只用到理想是极大的情形 • 

引理丨 1. 193设 R 是整环，并设 /是 R 中的非零投射 a 想. 如果 m 是 K 中的极大理想，則 
/- = Rm- 

证明因 J 是投射 J ?- 模，是投射-模.然而，由于是局部环，是自由 J ?„ - 模•但 
是整环只„中的理想，因此它必是主理想，即兰 R „. ■ 
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定理 11. 194 (奥斯兰德- 布赫斯 包姍）每个正 H 局部环 R 都是 UFD . 

证明（卡普兰斯基1 对克鲁尔维数 dim ( R > 用 归纳法 证明 ， n = 0( i ? 是域）和； t = l < R 是 DVR ) 
的情形是显然的（见系 11.78) • 关于归纳步，选取: ren - m 2 . 根据引理 11. 171, 是正則局部 

环且 dim ( J ?/ Rz )< dim ( i ?) | 根据命睡 11.172, J ?/ Rr 是整环，从而 Rr 是素理想.根据引理 11. 192, 
只需证明心是 UFD (其中 =S ' i ?, S = {y < n ^0» •设爭是圮中高度为 1 的索理想；我们瀋 
要证明屯是主理想.定义 D = 坩门及（因 R 是整环， RiEFrac ( J ?> ，因此这个交有意 义〉. 因 R 是正 
则局部环， D ( R ) < oo ,从而 K - 模 p 有长度有限的自由 分解： 

0 F . -► F ._| F 0 -* p 0. 

用作张最积，是一 个平垣 R - 模（定理 11. 28), 得到卑 的自由-分解（因 为爭 =&!>): 

0 -» F 7 ,-*- ― -*• SJ -» 0» (9) 

其中广 =& ® r F ,. 

我们断言屯是投 射的. 根据命題 11. 154,只痛证明每个局部化是投射的，其中职是 I ?， 中 
的极大理想.现在（況/羽是尺的局部化，因此根据系 11. 190,它是正則局部环,它的维数比 DO ?> 
小，所以根据归纳假设它是 UFD . 现在在 UFD 中高度为1的索理想％ j 是主理想.但整环 

中的主理想是自由的， W 此是投射的，从而是投 射的. 所以爭是投射的. 

正合列 （9) 可“因子分解”为分裂短正 合列. 因爭是投射的，有④ flo ，其中 A > ■ 
keKFi- 屯）.于是 flo 是投射的，它是自由模的直和项，因此 F； 兰卬㊉ ft , 其中认= keKF '!- 
Fi ). —般地.对一切1 , C 在 fli ㊉ flu. 因此， 

（采 ㊉ flo ) ④ （卬 © flo )®-. 

因局部环上的投射模是自由的，可知存在有限生成自由 R z - 棋 Q 和 Q ' 使得 

<3三珥 © Q ，. 

回忆 rank ( Q ) = dim K ( K 0 R , Q ) ，其中 K = FractR ,). 现在 tank (沿）=1 ,又比如 ranked ) = r ，因 
此 rank ( Q ) = r + 1 . 

我们仍然需要证明屯是主理想.现在 

A r+1 (Q) 三八 r+1 ( 爭 ©Q'>. 

因 Q 是自由的， 秩为 r + i ， 定理 9. 140,即二项式定理给出/兰 Rp 另一方面.定理 9. 143 
给出 

八…（屯 ㊉ 泛）三 (八 •( 职 ® R /\ r + i ~'( Qf )). (10) 

我们断言对一切 i > 1， A '<?) =«»• 根据引理 11.193, 对&中的每个极大理想 2 W 有屯3»三 
( Rx ) m - 现在习题 11.24 给出，对一切极大理想3«和一切 i , 

(八， (职）明兰 A ，( % i > = A ，( < R x )®,)- 

但对一切 i>l ，八(由二项式定理，或更简单地由系 9. 138), 因此命題 11.31 对一 
切《_> 1 给出 / V (? P ) ={0}. 

我们已经知道 （10) 中的大多数项都是{0}，残存的是 

A r +, (屯 ㊉ Q *) 兰 (八。(职⑧札 A r+1 (泛> ) ㊉ （八】(职 ® R , 八⑽ )). 
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但八- +1 (泛）=<0>和△『(£/)兰 R_r ,这是因为立是自由的，秩为 n 所以八 f+1 ( 爭㊉<^)兰汨.因 
爭 S/V+ 1 (爭㊉ Q'>S 八 1 ' +1 (Q) 兰見，有 萆兰見 是主 理想. 于是 i? x ,且因此 R 是 UFD. ■ 
我们已经研究了局部化.现在简短地转到整体化，并且只描述它的设置.对于给定的交换诺特 
环尺，我们巳经把它和一族局部环 Rp 联系起来，对每个索理想 P 有一个 R,. 局部环比一般的环简 
单；例如，如果 K 是戴得金环，它的局部化是一切主理想整环.整体化是问如何利用 一切局 部化来 
收集信息.考虑不相交并 

ECR) = y R v . 

我们称 R p 为 R 在 P 上的茎，并定义投射; r:E(K) —Spec(R) 为 如果* •€& ,则 《•(«> = p ,即开把 
D 上的茎中的每个点送到 P 中. 6 每个元岽 a 6R 定义了一个函数 h * Spec(R) — E(R) 为 

VP 卜 € R P - 

注意 jn a = lsp„<R> •我们断言不同的元素给出不同的函数：即如果 4 a =5 i ， 则 a =6 .设 
1 = R (. a - b ). 如果对每个素理想在 R p 中 (a - 6)/1 = 0 . Ml! 对每个 p, ={0}. 运用命题 
11. 31可证明 a = 6( 亊实上，这个命«只要求对一切极大理想>!1有={0> ) • 于是可以把任意交 
换环 R 的元索驊作 SpecCK) 上取值 T E ( R ) 的 S 败. 

考虑这样的 问題： 给定/€«»和足6/?,,是否存在使得 /= a/l eR p Wg = a /1 即 
是否存在 a 使得 s a ( D > =/和 Ja ( q > ■= 霣？_个 “好” 的答案或 许是： 如果 p * q 是互“闭”的， 
則存在这样的元索 《 eR . 由此考虑 X = Spec ( R ) 上的一个拓扑或许是重5的,，而扎里斯*拓扑是 
一个好的候选者（子集 FSSpec ( R > 是闭的如果它满足下面的 条件： 如果 qeF , 則只要 P 是索3! 
想且 OGp , 就有 peF > • 当然，一旦对 Spec (/?) 确定了•-个拓扑，则希 ®£( R ) 也被拓扑化，而 
且这些重要的函败应该是连 续的. 

扎里斯*拓扑和欧几里得空间上的拓扑有很大的不同，它不仅不是一个度 fl 空间（即没有定义 
两点之间的距离）， 而&单 点子集未必是 闭集； 例如， {D 丨是闭的当且仅当 p 是极大 理想. 尽管如 
此，一个函数 /IX—y 的连 a 性仍可定义，/是连续的，如果对每个开子集 vsy，/- 】 （v) 是 x 上 
的并 +集.等价地，/是连续的当且仅当对 y 中的每个闭子集 c, 子集 /—(c) 是 x 的闭子集.类 
似地，可以对任意拓扑空间定义*■性的概念（如果 Gen 是一族闭子集，則存在它们之中的有 

限个闭子集，比如 厂，，…，， 使得> 和连通性 的橛念 （不是两个非空不相交闭子 
•61 J -1 1 

集的 并）. 

我们提一下一个初等的粘合结果.假设； f 和 Y 都是拓扑空间， <[；,. if€/> 是X的一族开子集， 
是一族连续函数.如果这些函数在重叠部分一致，即如果对一 切；， _/e/, 乂丨 （u, 门 
Uy) = fi I O/. n U>). 則有唯一的连续函数 / > U I/, — y 使得对一切, • 有 / 丨 R = / f • 这使你想 
起了正向极限吗？ 

㊀ 有可餹产生灌淆，因为对 p 有两种 看法： 看作家理想 - R 的一个子集 I 看作 Spec ( R > 中的一 个点.为区别 这两种 
看法，当 把；) 看作 XsSpccOO 的一个点的时候，常写作 I . 于是， 投射*定义为对一切 *(«?> = 
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从这个观点出发，可以给出层的正式定义，还有一个运用（第7章引人的）預屉的等价形式， 
我们在后面描述. 

定义如果 E 和 X 都是拓扑空间，设，《£— X 是连续 鴻射. 如果 f = ( E , X , ir ) 满足 
(i >> r 是局部 同胚： 对 每个* 存在包含 e 的开集 1 / 使得； r ( U ) 是 X 的开子 集且) r|U 是从 

I ；到 nW ) 的同胚 .e 

(H > 对 x . E 的子集 _Tr = >r _1 (x> 叫做夕的茎，且每个都是阿贝尔群 • 

( II ) 如果 E + E 是 EX £ 的子集，它由满足 irU > = jt (6> 的一切 （ a ,6> 组成，則由 （ a ,« 卜 ■« + & 
和（<»,«卜<2-6给出的映射£ + £—£都是连续的. 

則称 _F= (E,X,>r) 是一个阿贝尔群层 . 

忽略茎上的代数结构，读者可以认为它是覆盖空间中出现的基本成分. 

回忆上面提到的函数 : Spec(K) — E(R) , 下曲的概念是重要的. 

定义如果， =(£, 欠 ,>0 是阿 B 尔群层，又如果 U 是 A ■ 的开子集， «1 ；上的一个截面是栺一 
个连续函数 s E 满足 JTS = l u . 我们记 

= {— 切截面 s >U E}. 

整体截面是栺 nx.n 中的我面 . 

容易验证 r ( u , 是阿贝 尔群. 如果 vet ; 是 x 的开子集，则存在限制映射 

它由 shlV 纷出.此外，函数$是同态 • 

对固定的 x 6 X ,设 

/(x) = 彳包含 0 ： 的开集 U£X}. 

易知 /(： E ) 在反包含下是偏 序集： 

V 意味着 1/2V. 

事实上， JCr > 是一个有向指标集，如果给定,則 L/n V 6 /(d ,un 和 l/fl vev f 

即 i /< unv 和 vsunv . 我们可以从截面得 到茎. 设， = ( e , x ,； t ) 是阿贝尔 群层. 对每个 ■ xex , 
Ti = limra/j〉. 

如采X是拓扑空间，則它的开集族（以子集的包含映射作为态射）是一个范畴.记为 
Open(X). 现在可以定义阿贝尔群的 《* . 事实上，存在取值于任意范畴中的预层，比如交换环的 
模，而不只是 Ab. 

定义如果 X 是拓扑空间而 C 是范畴，《 X 上取值于 C 的預层是 栺一个 反变 * 子 /^OpaKJO—C. 
如果进一步假定上面提到的粘合结果的一个形式，则层可以由它的截面的预层来构造. 

给定一个交换环 J?, 模的层定义为它的茎是模，其中 p6Spec(RK 这些层形成有足够的 
单射的阿贝尔范畴，即每个层可以作为子层嵌人一个内 射层. 此外，整体截面 r ( x ,) 是一个左正 
合函子，层的上同调定义为 r ( x ,) 的导函子•这些上同调群提供了整体化最重要的方法.关于一 
个清晰的讨论，我们推荐 J_-P. Serre 的论文， Faisceaux Algebriques Coh^rents, Annals of Math. 
(61) 1955, 197 〜 278 页. 

© 同 R 是双射 / iX-y , 其中 X 和 y 霉 ft 拓扑空间， 瀵足 /和/^»是连续的. 
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习题 


11. 75设及= klx t y , z ^ ，其中*是域. 

( I ) 证明 xoKl — j：>，*(l — ： r ) 是一个 I ?-序列. 

<11 ) 证明: y ( l —: r>,*(l 一不是 R - 序列. 

11.76 设/?是交 換环. 证明 R 中的索理想 D 在理想 f 上极小当且仅当在 R /7 中有 ht ( p/D = 0. 

11.77 如果是*特局部环，又如果 B 是有限生成 i ?- 模，证明 

depth ( B ) = min {< > Ex ( Ji ( A « B ) ^ {0}}. 

11.78 设是正则局 部环. 

( I ) 证明 R 是域当且仅当 dim(JO *0. 

( II ) 证明是 DVR 当且仅当 dim ( J ?) = 1 . 

11.79 ( I ) 设 （ R , ni > 是诺特 M 部环 • 并设 : r €/? 是正颺 元索 ， W x 不是零因子•如果 _ r , + ( x > ，…， x , + Cr > 
是 （ R / U ))- 序列， 证明 I ,々，•••, 愁是尺-序列. 

( B > 设只是交 换环. 如果々••••,々■/?-»«•证明陪集： r : +■(&>,•••,a + CO 形成（/?/(々>)-序 
列. 

11.80 设 R 是诺特 （交 换）环，且有雅各布森根 《/■/(/?>• 如果是有限生成只-模，证明 

f)J m B -<0}. 

■>i 

由此推出.如果 （ R , m ) 是诺特 W 部环， ={()}• 

提示： 设 D ■ 门 J-B ,考察 JD ■£) ,并用 Nakayama 引理. 

11.81 用里斯引理证明命« 11. 175的较弱 形式： 如采（尺, m ) 是正 M 局部环，则 
提示： 如果 ExtJ (^, l ?) 关 {0} ,則 D (们〉 d—l » 即 DCR )^ d . 

设 m = < x ,, ••••々），其中々，…•工^是/?-序列，則 

Extja , j ?> 岂 Ext ^ i ^ a . R / cx ,)) 

= Exd v U ，及 / Or , ,1：,》 名… 

{ 0 }. 

11.82 设 /? 是交换环，设 M 是有限生成 K - 模，并设/是满足的理想. 

< I >如果 or , •々，_•••&是包含在 f 中的序列，证明 

(X| ) C(X| •■!*:> G … Q(x, 

(11)如果尺是诺特环，证明存在包含在 J 中的最长从-序列 • 

11.83 如果々是域，证明是诺 特环. 

提示： 定义非零形式幂级数 /»(/«»,/: ，/,, …〉 的吩 〆 /) 为满足 /■ 尹0的最小寻找类似于希尔伯特 
基定理的证明.（见 Zariski-Samuel 所著的 f Commutative Algebra II 》，138页 • > 

11.84 如果々是域，证明形式幂级数的环是 UFD . 



附录选择公理和佐恩引理 


今曰大多数数学家接受属于 E * Zermelo 和 A . Fraenkel 的集合论的 ZFC 公理化；宇母 C 是选择 
( choice ) 的 缩写. 运用这个公理化的结果，可以证明选择公理、良序原则和佐恩引理的等价性.我 
们先回忆第6章中的一些定义. 

定义如果 A 是集合， 令 P 表示它的一切非空子集 的族. 选择公理陈 述为： 如果 A 是非空集 

合，則存在函数 fKA )* - A 使得对 A 的每个非空子集 S ，/3( S ) € &这样的*教戶叫做选择函数. 

非正式地说，选择公理看起来是一个无害的陈述> 它说可以从一个集合的每个非空子集中同时 
选取一个元索.现在证明选择公理等价于一个我们不思意它是伪的陈述. 

命题 A . 1选择公理成立当且仅当非空集合的 S 卡儿积 JJx ,. 祚空 .e 

I 

证明假定选择公理 成立. 回忆 Tlx , 的元索是/元组现在 
/元组实际 上是一 个函数 

/.i-A = yx,, 

1T1 

其中对一切 ；€/•/ ⑺ 定义 PI - WA ) 11 为 f ⑴ =&• 如果 — A 是选择函 
数，则复合 / =化9 a 满足 /(«•) ，识 9> u » =/« x ,> ex,. 因此它是 n ^. 的元索.所以笛卡 
儿积非空. 

反之，设 A 是非空集合.定义 / = P ( A )* ,考虑 ns 根据假设，这个积非空，因此它包含 

sci 

—个元索/3,其中对一切 se ,fi(S) e s, 即#是关于 A 的选择 函数. 所以选择公理成立 • 

■ 

选择公理有应用起来更方便的各种不同的等价形式，其中最»遍的是良序原則和 佐*? ia , 在 
给出以下预备定义之后我们再对它们进行 陈述. 大多败数学家接受选择公理（和我们一样），所以 
他们也接受那些等价形式. 

回忆集合 x 是偏序集，如果存在定义在 x 上的自反的、反对称的和传递的关系如果有 
必要注明序关系.我们可以说 （ x , <) 是一个偏序集 • 

定义设 X 是僞序集，如果；（的每个非空子集 S 包含一个最小元索；即存在印 € S 使得 
对一切 s ^StSo 

則称 X 为良序的.如果偏序集 X 中的任意两个元素都可比较 ； 即对一切 i ,： y € X ， 或者: rrly ， 或者 
y 则称 X 为链. 

0根据定义，一个集合 X 丰空，如果存在元索 x 6 X - 如果 X 〗关0和,則存在 x l eX 1 *: c 2 6 X 2 . H“（xp 

x 2 > 6 X | XX *, 即关 0 •-觳来说，我们可以用归纳法证明，如果集合 J = U ,2,“.,》 i } 是有限的，則 XIX , 

«€/ 

= X , X … XX •关 0. 于 ft , 只有当指标集 J 无限时，选掸公理才是重 要的. 
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例 A .2 ( i ) 第1章中的最小整数公理说自然数 N 是良 序集. 一般地， N ” 配置以第6聿中 

定义的单项序是良序集. 

(«)空集0是良序集；否则，0将包含一个（没有最小元索的）非空子集，这是一个矛盾. 

( ill ) 整数 Z 不是良序集，因为没有最小整数. 

( IV ) 定义 Q 的子集 X 为 

<1— 丄 LM 2 — 丄 

n n 

则 X 是良序集.注意1 = 2 — +有无限个前导. 

( V ) 设 X 是良 序集. 称元索 r € X 是顶元索，如果不存在满足 r < a . 如果不是 X 
的顶元索 （必 须存在），則 = 印€久《<»</»}关0,从而它有最小元索 0 ',叫做 0 的后继.后继 0 ' 
是《之后的“下一个” 元素： 正式地说，且没有尹能够满足 0 <沒< 0 ' ( 如果存在这样的 
P ， 则•从而如果元索兵不是一个后继,即不存在使得 )?=«/, 则称/?是一个 

极限. X 的最小元素是一个极限，在（ IV )中，我们看到久= {1 一丄 U <2— 丄 是良 

n n 

序集，显然1 = 2-^ ■是 X 中的一个 极限. 于是， X 中的每个元索或者是后继，或者是 极限. ■ 
下面是良序集的几个基本性质. 

命題 A .3 ( 丨 > 良序集； f 的每个子集 y 也是良序集. 

( li ) 设 X 是良 序集. 如果則：或 

( iil ) 如果 x 是良序集，《 x 中的每个严格遂咸序列;^ > …是有限的. 

( IV )假定选择公 a 成立， （ w > 的逆 为真. 如果 x 是鏈， 其中每个遂戒序列…都是 
有限的，則 x 是良序集. 

证明 （丨） 如果 s 是 y 的非空子集.則它也是； f 的子集，并且和 x 的任意非空子集样， 
它包含最小元索.所以 y 是良序集. 

UI ) 子集 s = u ，; y } 有最小元素，它或者是 J ：, 或者是 > 在第一种情形 ，X < ; y , 在第二种情 
形 ， y S I . 

<1>如果X是良序集，則 S*« {x! ，々，•••}有最小元索，比如即对一切 n> 1,4 t j：, ■.特 
别地，如果” = «• + 1，脚: S a ,与 a > x,. +1 矛盾. 

(IV〉假定存在X的非空子集 S, 它没有最小元索.选取 Sd 因邱不是最小的，所以对-切 
ses，v^i 不真.于是，不是存在〜 €s 使得就是有 ses 使得 s 。和 j 不可比较；后一种情况 
不可能发生，因为X是链.类似地，存在& es 使得 Sl > i2 . 由归纳法，对一切 n >0, 存在元索〜 
弓 S 使得…我们要集中这无限个选取，对每个”选取一个，形成一个递减序 
列©;即要有一个函数 /:N—S 使得 /(”〉= J(I _ 下面是正式 做法. 设7是来自一切初始段 <0,1，...， 
«>—S 的一切函数 g 的族，并设兵是7上的选择 函数： 即对每个非空子集沒 (T)eT. 我们用 
芦来构造所要的 序列. 

选取一个元素勿 es , 这是可能的，因为 S #0. 定义 F 0 = 彳定义域 （ g )={0} 且 g (0)= s<> } 

© 在命 B 6. 38中证明 ACC 蕴 B 极大条件时我 f) 己经这样做了，没有加以注鞾.事实上， * 个证明 R 用了选掸公理的 
一个较 S 的形式， B 卩推标集是可数的. 
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(在风中只有一个函数 g), 并定义®)=辦巧).对》>0,由归纳法可知 F, +1 尹0,其中 
F m + i={g -»X 'g I {0,— ,n> = g m 且 g (”〉 >g(n+1)}. 

所以，可以定义震 》 +1 =^(F, +1 ). 最后，定义 f 为 g a 的并 t 即对一切”，容 •（”）=&(”)• 函数 f 
是 S 中的严格递减序列，与假设 S 中的每个严格递减序列是有限的矛盾. ■ 

良序厣则每个集合X都有它的元素的某个良序. 

如果； f 正好是一个偏序集，則良序原则断言必存在一个良序，而这个良序可能与原来的偏序 
无关. 例如， Z 可这样良 序化： 

0 < 1 1 < 2 2 g .... 

N 是良序的，这正是陈述败学归纳法的另一种方法.于是良序原則提出了一种广义归纳法的可 
行性，它应用于以良序集加标的一族陈述，该良序集可以有任意（可以不可数）基数.事实上，这 
样的推广确实是存在的，叫做超穷归納法.设 {S( a ) ia6J> 是以良序集/加标的一族陈述.如采 ore 
是 J 中的最小指标，则基珀步是 S(«o> 为真的 陈述. 归纳步是如下的 陈述： 如果芦是一个指标，且 
对一切 《<^S(a> 为真. 則 S(p) 为真.超穷归纳法说，如果基础步和归纳步成立.则一切陈述 
S( a ) 都真. （通常，归纳步的 i£ 明分作两种情形，这依赖于/9是一个后_还是一个极 限）. 这里有 
一个应用超穷归纳法的令人惊奇的 结果： 存在平面的子集 <3,它和每条直线恰好交于两个点.证明 
的思想是用平面中一切直线的良序集来构造 Q, 要求每条直线只有可败个前导.现在从每条直线上 
依次审惧地选出最多两个点放进 Q 中. 

在下面的定义之后我们就能够陈述佐恩引理. 

定义 设 X 是该序集. X 的子集 S 的一个上界是《元素 z ex, 不必在 S 中，鴻足 
对一切 j GS ,* <, x . 

如果对于元余 m 6 X . 波有 x 漢足 m < x « 即如果 i 且 m S ； r ， 則 m = x , 則称 / n 为一个极大 
元索. 

一个偏序集可以没有极大 元素： 例如 R 在通常序下是一个链，它没有极大元索.一个偏序集也 
可以有很多极大 元索， 例如，如果X是集合1/的一切真子集构成的偏序集，明子集 S 是极大元索 
当且仅当有某个《 6 1/使得 S = U — {«}, 即 S 是一个点的补集. 

佐恩引理是保证极大元素存在的准則. 

佐* 引理如果 X 是非空僱序集.其中每个鍵郝有一个上界，則 X 有极大元索. 

定理 A .4 下 列味述等价： 

(i ) 佐思引理. 

⑴良序厚則. 

(iii ) 选择公 理. 

我们把定理 A. 4分裂为三个 定理. 下面先从一个定义和一个引理开始. 

定义如果 X 是良序集且 c 則开* 段 Seg (< r > 是栺子集 
Seg ( c ) = { x 6 X ： x < c }. 

下面的结果补充了命睡九 3. 

引理 A .5 链 X 是良序的当 I 仅当； f 的每个开前段是良序的. 

证明必要性是显然的，因为良序集的每个子集是良序的.反之，设 S 是X的非空子集.当 
然，如果 S 是单元索集，则它包含最小元索，因此可以假定 S 至少包含两个元素， 比如〆 .因 



选择公理和佐恩引理 


723 


X 是链，可以假定 c '< Cc . 因此 Seg ( cr ) 门 S 关由于良序集的每个非空子集是良序的，在 Seg ( c > 门 
S 中存在最小元索，比如现在 z 也是 S 中的最小元素，这是因为如果有 / es 使得則 
Seg ( r ) n S ， 与 z 是 Seg ( c > fl S 中的最小元素矛盾.所以 X 是良 序的. ■ 

一般来说，一个偏序集的良序子集的递增的并未必是良序的.例如，易知对每个正整数 

子集 

S„ = {m 6 Z *m n} 

是 Z 的良序子集，但 U Sg = Z 不是良序的. - 

添加一个额外的假设，我们可以迫使良序子集的并也是良序的. 

记号如果 B 和 C 都是褊序集 X 的子集，則用 

B<C 

表示 B =(：或8是 C 的一个开前段； 即存在 cec 使得 B = Seg ( c ). 

引理 A.6 设 （ X,：^) 是儡序集，并设 {S f 是以集合 J 加标的 X 的一族良序子集•如果对 

每个不是 s,.<s y 就是 s, •彡 s f , « y S, •是 X 的灸序子集. 

证明设 l/=lj &•.根据引理 A .5, 只*证明任意开前段 Seg ( c > 是良序的，其中现在 

有某个 | 使得 f 因5,是良序的，从而它的任意子集也是良 序的； 于是只 需证明 Seg ( C )_ U 6 

;即如果 “々， 我们需要证明“ es ,- 现在有某个 _；• 使得“ es ,. 如果 < s , •，則《 es ,. , 
结果已经 得到. 如果 s ,_ ，則况£ s ,. ,从而 <■ es ; I 此外，因 s ,. 是5> 是开前段，《 < cfa [涵《 , 

正如所求. ■ 

定义如果良序集（ X , <) 的子集 A * 足 A ^0, 且:其中 xex 和 a € A ，《 
称子集 A 在 X 中是 闭的. （于是，如果 A 是闭的和 a eA , « A 包含每个比 a 小的元索 .） 

给定一个良序集；^和^ ex , 显然“闭前段” 

A = {x ex ■ X <c} 

是闭子集.如果 cfix 的顶元索（应该存 在〉， 则 A = X , 如果 C 不是顶元索，则它有后继 C ', 且 
A = Seg ( 〆 〉. 于是，闭前段是闭子集，但不是什么新东西 ■ 

引理 A .7 如果 （ X , g > 是良序集，则 A 在； f 中是闭的当且仅当 A <；^ 即不是 A = X 就是有某 
个 c €X 使得 A = Seg ( c ). 

证明 M 然开前段是闭的，从而只有必要性霱要证明. 

假定 A 是闭的> 我们*要证明如果 A 尹 X ,则 A 是一个开前段.因 X 是良序的，有最小元索 c 
eX-A, 我们断言為= 5 明 (<：).如果有某个 aeA 使得<:<<«,則 WA 是闭的，必有 r eA, 与矛 
盾.所以对一切我们用了良序集是链的亊实 h 即 c 是 A 的上界，因此 A £ Seg ( c ). 关于 
反包含，假设： r € Scg ( c ) 丨即 ar < c •如果 I 任 A , 則； ceX — A , 从而 c ；^ e ， 产生矛盾. ■ 

下面是定理九4的第一步. 

定理 A .8 如果佐思引 a 成立，《良序原« 成立： 每个集合 X 都可良序化. 

证明因0是良序的，可以假定 X 关 0. 设£是 X 的一切良序子集的族,精确地说，£的元索 
是一个有序对 <5, E ), 它由 X 的子集 S 和它的某个良序 E 组成. 于是， AT 的子集可以在£中出现几 
次，配置以不同的 良序. 我们现在把£做成一个偏序集.定义 
CS . E ) < ( S 7 ,^) 
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表示或者 （I '或者（》)5^5'，在5上序一致（即如果 < z ,&6 S , 則 aE 6 成立当 

且仅当 aE '6 成立），且 S 是少的开前段. 

我们现在证明/：满足佐恩引理的假设.注意因任意 1- 点子集是良序集，从而给出/：的一个元索， 
所以£乒0.设匚= 是£中的一个链 ； 即对每个或者 （ s ,.,& x ( Sp &>, 或 
者 < S y ,&) < 定义 U= U 并定义^上的偏序 E 如下. 如果则存在指标》‘和_/ 

使得 “ eSi 和 r ； eSy 可以假定.从而如果 tt&T；, 我们定义 “Eu. 这个 
定义不依赖于指标的选取，这是因为如果有指标*和，使得 u 6S 4 和 kSSi ，则 （S 4 ,&) < (S< ,C<) 
和 《E<v 是和原来的定义相竞争的定义.但 （Sp&XtSpE*) ，从而 “&v 当且仅当现在 
容易证明 （U，E> 是偏 序集. 亊实 h, 根据引理 A.6,(U,E) 是良序集，从而 《7，S6/：. 我们进一步断 
言每个 （s f ,&) 在 o/,g ) 中是闭的.假定其中 j.es, Suet/. 现在有某个 j 使得“ es ” 如 
果 （&,&)< (S..&). 则正如所要的有 “esy 如果 （s,.,gi> < (s,■•&>, 则 s, •在 s; 中是闭的，从 
而 “es,. 现在引理 A. 7给出，对-•切< a/.C)i 即(1/,£>是（：的上界 • 

根据佐恩引理.£有极大元索，比如 （ M ,<). 如果 M 包贪 X 的每个元索，则 X 是良序集•如 
果存在某个 X 6 X 且则定义 MU {: r > 的良序 <'是给定的 M 的良序的扩张，对每个定 
义 m <’ x , W 在 MU U > 中 M = Seg (: r ), 所以有 （ M , <> < (M U , O ,与 （ M , <) 的极大 
性矛肟.所以 JVf =； f 及 X 可以良 序化. ■ 

涉及佐恩引理的 JL 乎所有证明都有同样的格式：定义 -- 个合适的非空偏 序集, 证明它的链有上 
界 （ 证明由佐恩引理保证存在的极大元索能够用来求证定理 （最 后一步常用间接证 法〉. 

在圼 示定理 A .4 的第二步证明之前，关于选择公理有一个小注鞾.给定集合 A 和； f , 定义函 
数 / iA—X 的-•种方法是指定它的值.例如，存在函败 / iN**N 使得对每个 n 6 N ,/( n > = » i + l . 
然而，不是每个函数都由一个公式给出，选择公理处理一个函败什么时候被确实定义的问题.如果 
{ G a € A } 是一族群，则可以定义选择函数 — U G 。为 = 其中 1 •■是1的幺元•我 
们不*要用选择公理来定义 /• 与之相比，如果仅仅“选取”某个元索，则“函数 "/■• A -* 
UG a 使得 A ( a 〉= j ：。 不是合理定义的.这样的“函败”应该不是一个真实的函数.如何发觉 A 的 
某种性质> 例如 A 是单射吗？ 

定理 A .9 良序原則蘊涵选择公理. 

证明设 A 是非空集合•我们可以假定 A 的元索有某个良序，由此 A 的每个非空子集也是良 
序的.定义一个选择函数 — A 为对 A 的每个非空子集 S ,/ KS >* S 的最小元素. _ 

Daniel Grayson 告诉我选择公 理鼉涵 佐恩引理的一个稍致的证明 f 它不同于1904年 EL Zermelo 
的证明以及1950年 H . Kneser 的修改. 

定理 A . 彳0 选择公 aa 涵佐恩？1理. 

证明假定 X 没有极大元素•如果 A 是 X 的良序子集.则 A 是链，因此 A 有上界，比如 j ：. 
因不是极大元索，存在;使得 _ r < y » 由此每个良序子集 A 有不在 A 中的上界.令 W 表示； f 的 
一切良序子集的族.对每个 A 6 W ， 定义 

U A = { A 的一切上界《 满足“ 任 Ah 
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根据假设每个 U A ^0, 从而命题 A . 1说存在某个其在中.于是对一切 A e W , 有 A 的一个 
上界 g(A > 且 g ( A ) 乐 A . 

我们用 g 来构造一些特定的良序子集.定义元索 Co GX 为 c o = g (0). 称X的一个良序子集 C 为 
g- 集，如果 r 是被 g 选取的 C 门 Seg(c) 的上界^©即^ eC 且对每个 f eC , c = g(CD Seg ( c )). 

我们要证明一切 g- 集的并也是 一个* -集，然后证明这导致一个矛盾. 

如果 C 和 D 都是 集. 我们断言或者 C<D 或者 D<C . 定义 W 为满足 B<C 和 B<D 的一切 
子集 B 的并.我们断言 WjC 和即 W 在 C 中和在 D 中都是 闭的. 这个元素所以 
在 W 中是因为它在某个 B 中，其中和如果和 cgw, 则 cfB (因为 B 在 C 中是 
闭 的）. W 此 (因 为根据定义， W 是一切这种子集 B 的 并〉. 所以 W 在 C 中是闭的.类 
似地， W 在 D 中是闭的.如果 W=C 或 W=D, 則断言为真. W 此51以假定 W<3C [从而有某个〆弓 
C 一 W 使得 W=Cn Seg(〆)] 和 W <J£) [从 Kif 有某个/ 6D- W 使得 W = D fl Seg(^)]. 因 (：和 D 
都是《-集 ， 〆 =«(Cn Seg(c)) - g(W) 和/ = g(Dfl SegC^)) = g(W). 所以，〆 =〆 • 但现在 
W 1^{<^*=设11<^}在0：中和在0中都是闭的，这是因为它是一个闭区间.于是 WU 
与〆任 W 矛盾. 所以 W=C 或 W=£>i 即如所断言的那样，或者 C<D, 或者 D<C. 

最后，设是一切 《-* 的并.刚建立的断言证明满足引理 A .6 的假设，从而是良序子集 • 
我们证明 O 自身是一 个器集 •如果則存在某个集 C 包含 c , ac = «(Cf) seg(c>) •但根 
据引理 A _7 和上面刚证明的或者 C < fl 或者的事实，有 CSfl , W 此 Cnseg ( C > = nnSeg ( c ). 
所以， c = K (n D seg(c)). 从 Ifij/J 是 一个 * -集. 另一方面， fl ’ = U 是不包含在中的 

g - 集，这是一个 矛盾. 由此可知这样的函败*不存在，因此 X 有极大 元索. ■ 

这个证明表明我们只用了一个比佐恩引理的证明较弱的 假设： 只*良序子集有上界.然而，习 
题 6.45 证明偏序集中的每个链（:包含一个良序子集 W 使得 （：和 W 有相同的 上界. 因此，如果一 
切良序子集都有上界，则所有的链也有上界. 


© 下面每个集合*如果 r| =*<( r „») •定义并归銷定义注意 
■< c « < ••• 毎个子集 <1，..，<■•>是*-集-也存在无限的 g -«. 侧如.如果 ni ， 令 
并定义 £^ = 0" u {/}. 
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K[x] UFD, 332 

cyclolomic polynomial ( 分脚多项式 ）， 338 
Gauss, CF. ( 髙斯）， 155, 207, 230, 377 
Gaussian elemination ( 离斯消元 法 〉， 687 
Gaussian equivalent ( 高斯等价 ）， 688 
Gaussian integers ( 离斯整 败 ）， 117 
Red (IL greatest common divisor) 

Gdfand, 1. M. ( 畫尔范徳 >， 572 
general linear group ( 一般线性群 > ， S4 
general polynomial (— 般多项 式 ）， 192 
generalized associalivity (广义结合性 ）， 56 
generalized character (广义特征标 >• 615 
generalized quaternions (广义四元数 > • 298， 812 
generate ( 生成 ） • 

dependency relation ( 相关关系 〉， 363 
generator of Mod R (Mod ff 的生成 元〉， 601 
generator of cyclic group (循环群的生成 元）， 64 
generators and relations (生成元和关系） 
algebra ( 代败 ）• 723 
group ( 群 ） • 306 
module ( 模 ） • 473 
global dimension ( 整体维败） 
left < 左 ），974 


left injective ( 左内 射 〉， 973 
left projective ( 左投射 ），972 
going down theorem ( 下降定理 ）， 930 
going up ( 提 升 〉， 927 
going up theorem ( 提升定理 ）， 930 
Goldman, O. ( 戈徳曼 ），931 
Goodwillie, T. G. • 772 
Gordan, P. ( 戈丹 〉， 343 
grade ( 等级 ），999 
graded algebra ( 分次代败 ）， 714 
graded map ( 分次 映射〉 
of degree d 次 ） • 715 
Grassmann algebra ( 格拉斯曼代数 ）， 747 
Grassmann* H. ( 格拉斯 曼 〉， 747 
greatest common divisor (最 大公因子 ）， 147 
Z, 3, 13 
*[x] . 157 

two polynomials ( 两个多項式 ）， 135 
Griess* R. • 780 
Grdbner, W. ( 格罗布纳 >, 411 
Grtbner basis ( 格罗布纳基 ），411 
Grothendieck group ( 格罗滕迪克群）， 489， 4 
Jordan-Hddcr ( 若尔当 - 麵尔徳 〉 ，494 
Grothendieckt A. ( 格罗滕迪克 ）， 397, 488, 
group ( 群〉 
abelian ( 阿贝尔 >， 52 
affine ( 仿射） ,125, 640 
alternating ( 交错 ），64 
axioms (公理 > ， 51，61 
Boolean ( 布尔 >, 54 
circle group ( 圆群 ），53 
cyclic ( 循环）， 64，93 
dihedral ( 二面体 ）， 60 
infinite ( 无限 ），318 
Hnitely generated ( 有限生成 〉，306 
finitely presented ( 有限表 现 〉， 306 
fou 卜 group ( 四群 ），63 
free ( 自由 ），298 
free abelian ( 自由阿贝尔 ），254 
Frobenius ( 弗罗贝尼乌斯 ），640 
Galois ( 伽罗瓦 >，200 

















generated by X (由 X 生 成〉， 
homogeneous (齐次） • 715 
invertible (可逆 >, 950 
left (左 ）， 524 
Lie algebra ( 李代败 〉，776 
maximal (极大）， 322 
minimal (极 小〉， 543 
monomial (单项>， 410 
order ( 汾 ） • 646 
primary (准索）， 391 
prime ( 索>， 321 


»n ( 函数 ）， 27 

homomorphism ( 鮮同态 ），27 
transformation ( 线性变换 ），177 
: homomorphism (棋同态 ），429 


induced representation ( 诱导表 TlO, 
induction ( 归纳法 >，2 
double ( 双重 〉 • 12 
second form ( 第二 ），2 
transfinite ( 超穷〉， A-4 
nductive limit ( 归纳极限，见 direct Hi 
nfinite order ( 无限阶）， 58， 646 
nfinite-dimensional ( 无限维 ） • 163 
nflation ( 提升 882 
nitial object ( 初对象 >, 459 
njections ( 内 射〉 
coproduct ( 余积 ），452 
direct sum ( 直和 ），250 
direct sum of modules ( 棋的 直和〉 
injective dimension ( 内射维败 ）， 972 
injective function ( 单射函数 ）， 29 


内射分 解 〉， J 
(内射等价）, 


nner product matrix ( 内积矩碎 ），69 
nner product space ( 内积空 间 〉， 694 
nseparability degree ( 不可分次败）， 
nseparable ( 不可分 >• 201 
ntegers ( 整 败） 

algebraic number field ( 代败数域 >• 
















commutative ring ( 交换环 〉， 121 
function ( 函数 ）* 31 
group element (群元索）， 51 
inverse Galois problem (伽罗瓦问題的逆）， 246 
inverse image (逆象 ） ， 32 
inverse limit (反向极限 >， 500 
inverse system ( 逆系统）， 499 
invertible ideal (可逆理想〉， 950 
invertible matrix (可逆矩碎） • 767 
irreducible character ( 不可约特征标）， 610 
irreducible element (不可约元索）， 135 
irreducible module ( 不可约模） • 534 
見 simple module » 431 
irreducible polynomial ( 不可约多项式）， 205 
irreducible representation( 不可约表示 >• 569»607 
irreducible variety (不可约族）， 388 
irredundant (无费 >， 394 
union ( 并 ） • 389 

isolated primes (孤立索理想 >，396 
isometry ( 等距 ），706 
isomorphic ( 同构） 
commutative rings (交换环）， 143 
groups ( 群 ），73 
modules ( 模〉， 425 
stably ( 稳定）， 490, 967 
isomorphism ( 同 构〉 

isomorphism (R- 同构 ），425 
commutative rings (交换环）， 143 
complexes ( 复 形 〉， 821 
groups ( 群 ），73 
modules ( 棋 >，425 
vector spaces ( 向 Jl 空间>， 171 
Ivanov, & V. ( 伊万进 夫 〉， 318 


Jacobi identity ( 雅可比恒等式 ）， 775 
groups ( 鮮 ），289 
Jacobi, C. ( 雅可 比 〉， 376 
Jacobson radical ( 雅各布森根 >， 544 
Jacobson ring ( 雅各布森环 ）， 935 
Jacobson semisimple ( 雅各布森半单 ）， 544 


Jacobson, N. ( 雅各布森〉， 543，776 
Janusz ， G.J.， 247 

Jordan canonical form ( 若尔当典范 期 ）， 677 
Jordan, C ( 若尔 当）， 269. 282, 293 
Jordan, P. ( 若尔当 ），779 
Jordan-Holder category ( 若尔当 - 赫尔德范轉 ）， 494 
Jordan-H6lder theorem ( 若尔当尔徳定理〉 
Grothendieck group ( 格罗滕迪克鮮 ）* 494 
groups ( 群 ），282 
modules ( 模 〉，536 
juxtaposition ( 并置 ），299 

K 

♦-algebra 数 ），541 

^-linear combination (4 - 线性组 合 〉， 162 

hmap 映射 >, 355 

Kaplansky, L ( 卡普兰斯基 ) ， 532, 726, 781, 910, 1007 
kernel ( 核） 

character ( 特征标 〉，621 
group homomorphism ( 群同 态 〉， 75 
Lie homomorphism ( 李网态 >， 777 
linear transformation ( 线性变换 ）， 177 
module homomorphism ( 模同态 〉，429 
ring homomorphism ( 环同态 > ， 145* 525 
Killing, W. ( 基灵 >, 773, 778 
Kncser, H. ( 克内泽尔） ， A-7 
Koszul complex ( 科斯居尔复形 ）， 1004 
KomuI, J. -L. ( 科斯居 尔 〉， 1004 
Kronecker product C 克罗内克积 ）， 604 
Kronecker theorem ( 克罗内克定理 ） • 191 
Kronecker, L. ( 克罗内克 >, 269 
Krull dimension ( 克鲁尔维数 ），988 
Krull, W. ( 克鲁尔 ）， 351, 538, 933, 989 
Krull-Schmidi theorem ( 克鲁尔 - 施密特定理 ），538 
Kulikov* L. Yu. * 664 
Kuinmer, E. ( 库默 尔 ）， 922 
Kurosh, A.G. ( 库洛 什〉， 447, 904 


Lagrange theorem (拉格朗 H 定理）， 69， 522 
Lagrange, J. L. ( 拉格朗 日 〉， 69 










maximal idea! (极大理 想〉， 322 
maximal normal subgroup ( 极大正规子群 ）， 113 
maximum condition ( 极大条 件 〉， 341 
Mayer ， W. ( 迈尔 >, 830 

Mayer-Vietoris theorem ( 迈尔-菲托里斯定理 > ,830 
Mckayt J. H. « 105 
metric space ( 度 董空间 >， 502 
minimal left ideal (极小左理想）， 543 
minimal map (极小映 射〉， 1001 
minimal polynomial (极小多 项式） 
algebraic element ( 代败元素 ）， 189 
algebraic integer ( 代败整 败 〉， 335 
minimal prime ideal (极小素理想〉 • 374 
minimal resolution (极小分解 >• 1001 
minimum polynomial (最小多 项式） 
matrix ( 矩 阵 }，673 

Minkowski, H. ( 闵可夫斯基 >• 706， 953 
minor ( 子式 〉， 763 
M6bius function ( 默比乌斯由败 ）， 194 
Mflbius, A.F. ( 默比乌斯 >,194 
mod m, 7 

modular law ( 棋律 ）， 549 
module ( 模 ） • 423 
bimodule (双模 >，579 
cyclic ( 循环 ），428 
divisible ( 可除 ），484 
faithful ( 忠实 ）， 528 
finitely generated ( 有限生成 ），428 
finitely presented ( 有限表 现 〉， 478 
flat ( 平坦 ）， 590 
free (自由 >, 471 
generator ( 生成元 ），601 
injective ( 内射 ），480 
irreducible ( 不可 约 〉， 534 


torsion ( 烧 ），647 
torsion-free (无後 >， 647 
trivial (平凡 552 
modulus ( 模） 

complex number ( 复数 ）， 15 
Molien. T. ， 568 

monic polynomial ( 首一多项式 ） • 21， 128 
several variables ( 多变 元 〉， 402 
monoid ( 么 半群 ） • 300 
free ( 自由 >, 311 
homomorphism (闻态 > • 300 
monomial ideal ( 单项理想 >， 410 
monomial order ( 单项序 402 
degree-lexicographic order ( 次败 • 宇典 ）， 405 
lexicographic order ( 宇典 序 ）， 402 
Monster ( 怪物 ）, 632, 780 
Moore theorem ( 穆尔定理 >， 196 
Moore, E. H. ( 穆尔 • E. H.), 196, 293 
Moore. J. ( 穆尔 • J>，441 
Morita equivalence ( 森田等价 ）， 603 
Morita theory ( 森田理论）， 513, 603 
Morita. K. ( 森田 ）， 603 
morphism ( 态 射 ）， 442 
identity ( 偵 等 ）， 443 
Motzkin* T. S. • 153 
multidegree ( 多重次败 ）， 401 
multilinear function ( 多重线性困数 >• 716 
alternating (交错） • 743 
multiple ( 倍败〉 

Z , 3 

commutative ring ( 交换 环 ）， 121 
multiplication by r (乘 r>« 425 
multiplication table ( 乘法表 ）， 73 
multiplicatively closed ( 乘法封闭的 >， 906 
multiplicity (重败 
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natural map (自然映射） 
groups ( 群 ），85 
modules ( 模 ），429 
rings ( 环） ， 182, 525 
natural transformation (自然变换 ），511 
Navarro* G. « 260 
Neumann, B. H. ( 诺伊曼 ），734 
Neumann, H. ( 诺伊曼 >• 734 
Nielsen, J. ( 尼尔森）， 311 
Niclsen-Schreier theorem (尼尔森-施赖埃尔定理）， 
315, 886 
nilpotent < 幕零 > 
element ( 元索 ），383 
group ( 群 >，287 
ideal (理想 546 
Lie algebra (李代败） • 777 
matrix ( 矩阵 >, 681 
nilradical ( 诣零根）， 397, 933 
Noether,E. ( 诺 特〉， 65,200>342 *393,734*739 
noetherianC 诺特的 > , 342 • 351,437 ， 
left ( 左 >，542 

nondegenerate ( 非退化 ），698 
nonsingular ( 非 奇拜〉 
linear transformation ( 线性变操>， 171 
matrix ( 矩阵 >• 54 
norm ( 范败） 233, 940 
algebraic integer ( 代数整数） • 335 
euclidean ring (欧几里得环）， 152 
normal basis ( 正规基 ），528 
normal closure ( 正规闭包 >• 211 
normal extension ( 正规扩张 >• 211 
normal primary decomposition (正规准素分解 >，395 
normal series (正规 列〉， 212 

composition series ( 合成列）， 280 
derived (导出 > ， 285 

descending central series (降中心 列〉， 287 
factor groups ( 因子 群>， 212 
refinement ( 加细 ），280 
normal subgroup (正规 子群〉 丨 76 


normalized bar resolution ( 正规化横分解 ）， 880 
normalizer ( 正规化子 ），101 

not necessarily associative algebra ( 未必销合代 数 ）， 773 
Novikov, P.& ( 诺 维科夫 ），317 
nullhomotopic ( 零 伦 〉， 820 
Nullstellensatz ( 零点定理）， 386, 937 
weak ( 弱）， 385, 937 
number field ( 败域） 
algebraic ( 代数 ），925 
quadratic ( 二次 >• 938 

O 

objects of category ( 范畴的对象 >， 442 
obstruction ( 障碍 ） • 852 
odd permutation ( 奇置操）， 48， 49 
Ol'shanskii. A. Yu. • 317 

one-to-one ( - ) 

see injective ( 见单射 >， 29 
one-to-one correspondence (— 一对应，見 bijection). 30 
onto (function) ( 映上（涵败），见 surjective 〉 丨 29 
open segment ( 开前段）， A-5 
operation ( 运 算 》， 51 

ite ring ( 对立环 ）， 529 
( 轨 道〉， 100, 109 
order ( 阶〉 

finitely generated torsion module ( 有限 生成挽 模 ）， 655 
group ( 群 >• 66 
group element ( 薄元 索〉， 
finite ( 有限 〉， 58 
infinite (无限 >，58 
power series ( 幂级败 〉， 130 
order ideal ( 阶理想 ）* 646 
order-reversing ( 反序 ），227 
ordered abelian group ( 阿贝尔序群 ）， 920 
totally ordered (全序 >，920 
orthogonal basis, ( 正交基 ）， 702 
orthogonal complement ( 正交补 >，698 
orthogonal direct sum ( 正交直 和 ），700 


orthogonal group ( 正交 鮮 ）， 708 
orthogonality relations ( 正交关系 ）， 618 
orthonormal basis ( 标准正交基 ），702 



generated by X (由 X 生成 ），306 
maximal ( 极大 ），113 
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fractions (p- 进位分 败 ）， 326 
integers (p- 进位整 数 〉， 503 
numbers (p- 进位 败 ）， 503 


polar coordinates ( 极坐标 ）， 15 
polar decomposition ( 极式分解 ）， 15 
P6lya, G. ( 波利亚 >• 112 
polynomial ( 多项 式）， 126, 128 

associated reduced polynomial ( 相伴约化多项式 〉， 239 













prime integer (素数 > ， 1 
primitive element ( 本原元 ）， 134 
theorem ( 定理 ） • 230 
primitive polynomial ( 本原多项式 ）331 
associated ( 相伴 ） • 332 
primitive ring ( 本原环 >• 571 
primitive root of unity ( 单 位原根 ）， 20 
principal *G~module ( 主 々 G - 棋 ） • 552 
principal character ( 主特 征标〉 

see trivial character ( 见平凡特征标 ）， 612 
principal derivation 〈主导 子 ）， 807 
principal ideal ( 主理想）， 146 
principal ideal domain ( 主理想整环〉， 147 
principal ideal theorem (主理想定理 989 
product ( 积） 
categorical ( 范明 0 
family of objects ( 一族对象 >• 453 
two objects ( 两个对象 〉 • 44 9 
profinite completion ( 投射有限完备 化 〉， 503 
projections ( 投 射） 

direct sum (ii 和 ）， 250 

direct sum of modules (模的 A 和 >， 432 

product ( 积 ）， 453 

projective dimension ( 投射维败 ）， 969 
projective limit ( 投射极限 ， JL inverse limit) * 500 
projective module ( 投射供 〉， 474 
projective plane ( 射影平面 ）， 779 
projective resolution ( 投射分 _〉， 813 
projective unimodular group ( 射影幺模 鮮 〉， 292 
projectively equivalent ( 投射等 价 〉， 971 
proper ( 真） 

class ( 类 ）《 442 
divisor ( 因子 >，329 
ideal ( 理想 ）， 145 
subgroup ( 了 •群 >• 63 
submodule ( 子 模 〉， 428 
subset ( 子集 ）， 26 
subspace ( 子空 间 〉， 160 
Prufer, H. ( 普吕弗 ），659 
Prufer group ( 普吕弗 群 ）， 659 
pullback ( 拉回 ），455 


pure extension ( 纯扩张 ）， 206 
pure subgroup ( 纯子群 ）， 257 
pure submodule ( 纯子 模 ）， 663 
purely inseparable ( 纯不可 分〉， 371，7 
purely transcendental ( 纯超越 >， 362 
pushout ( 推出 〉，456 
Pythagorean triple ( 申达哥拉斯 Z£ 元组 ) 
primitive ( 本原 ）》13 

Q 

quadratic field ( 二次域 ）， 938 
quadratic form ( .1 次 £!)• 705 
quadratic polynomial ( 二次多项式 >• 12 
quartic polynomial ( 四次多项式）， 128. 

resolvent cubic ( 三次預解式 >• 210 
quasi-ordered set ( 拟序集 ）， 444 
quasicyclic group (投循环麻 >， 659 
quaternions ( 四元数）， 79 ， 81* 82 
division ring ( 除 环 〉， 522 
generalized ( 广 义）， 298, 812 
Quillen, D. ( 銮 伦〉， 477, 498 
quintic polynomial ( 五次多项式 ），128 
quotient ( 商） 

complex ( 复形 ）， 821 
division algorithm ( 带余除法 ) 







mod G « 409 


^abinowiich trick (Rabinowitch 技 巧〉， 386 

^abinowitch* S. « 386 

adical extension (根式扩张>， 206 

adical ideal (根理想 >， 383 

adical of ideal (理想的根 ），383 

《ado，R. * 261 

ank (秩 ），898 

free abelian group (自由阿贝尔 群）， 254 


repeated roots (重根 >• 142 
representable functor (可表示的函 子〉， 
representation (表 示〉 
character (特征 标〉， 610 
completely reducible (完全可约化）， 
group (群），550 
irreducible (不可约〉，569，607 


tree group ( ㈣田 併）. 3U5 
free module (自由模 >， 472 
linear iransformation (线性变换>， 181 
rational canonical form (有理典范 型〉， 670 
rational functions (有理函败 >• 129 
Razmyslov f Yu. P. 726 
realizes the operators (实现算 子〉， 790 
reduced abelian group (约 化阿贝尔群 >• 658 
reduced basis (约化基）， 418 
reduced degree (约化次数>， 367 
reduced mod {g x f — ,g m ) (mocHgt，••••“} 约化 >，408 
reduced polynomial (约化多项式>， 239 
reduced ring (约化坏 >• 383 
reduced word (约化 宇〉， 299 
reduction (约 化） 

generalized euclidean algorithm (广义欧儿里得算法)， 406 
Rees* D. (里斯），980, 989, 999 
refinement (加细>，280, 534 
regular G-set (正则 G- 集 ），639 
regular clement on module (模上的正 M 元索）， 980 
regular local ring (正則局部环）， 993 
regular representation (正則表 示〉，607 
regular sequence (正 M 序 列〉， 993 
Reitcn, L (赖滕），572, 863 
relative Brauer group (相 对布饶尔鮮 >• 739 
relatively prime (互索） 

Z, 4 

k [x], 137 
UFD , 331 

remainder (余败，余式） 
division algorithm (带余除法） 

Z，3 


linear (统饪）, 607 
regular (正 則〉， 607 
ring (环 >• 527 

representation on cosets (睹集上的表 
residue field (剩余域）， 986 
resolution (分 解〉 
bar (横 ）， 877 
deleted (M 除 K 832 
flat CTW). 975 
free (自由 813 
injective (内 射）， 814 
minimal (极小〉， 1001 
projective (投 M>» 813 
resolvent cubic (预解三次多项式）， J 
restriction (限 制）， 27 
cohomology ( 1 •.间 调），881 
representation (表示 >， 628 
resultant (结式）， 241 
retract (收缩），434 
retraction (收 缩）， 318, 434 
Rieffel, M. . 563 
Riemann* G. F. B . (黎曼 >， 377 
right derived functors (右导 S 子）， £ 
right exact (右正合〉 
functor (fi 子）， 588 
tensor product (张置 积）， 586 
ring (环) 

artinian (阿廷 >， 543 
Boolean (布尔）， 326 
commutative (交换），116 
division (除 >• 522 

quaternions (四元 数〉， 522 
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endomorphism ( 自同 态 〉， 521 
hereditary ( 遗传 ），955 
Jacobson ( 雅各布森 >，935 
left noetherian ( 左话特 ），542 
local ( 局部 >, 326 


opposite ( 对 立 〉， 529 
polynomial ( 多项式 >，126 
semisimple ( 半单）， 552 • 563 
simple ( 单 >，559 

von Neumann regular ( 抖 • 诺伊曼正則 ），976 
zero ( 零 ），118 


ring extension ( 环扩 张 ）， 923 

finitely generated ( 有限生成 >• 931 
Ringelt C. . 572 
Roitcr, A. V. • 572 
root ( 根） 

multiplicity ( 重数 >， 140 
polynomial ( 多项式 ）， 132 
root of unity ( 单位 根 〉， 19 
primitive ( 本原 ）， 20 
Rosseti S t 288* 725 


roulette wheel ( 赌轮 >， 115 
Russell's paradox ( 罗索律论 >， 442 
Russell, a ( 罗索 >, 442 


S 


S-polynomial (S- 多项式 ）， 413 
Salmer6n t # 572 
Samuel, P. ( 塞缪尔 ）• 23 】 


Schreier refinement ( 施赖埃尔加细） 
groups ( 群 ），281 
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